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GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE 


LNTIIODUCTION 

i.  La  Géométrie  analytique  est  la  partie  des  mathématiques 
où  l'on  applique  l'analyse  à  la  résolution  des  questions  de 
Géométrie,  et  particulièrement  à  l'étude  des  lignes  et  des  sur- 
faces. 

Elle  se  divise  naturellement  en  deux  parties  :  la  Géométrie 
analytique  à  deux  dimensions ,  et  la  Géométrie  analytique  à 
trois  dimensions. 

Dans  la  première  partie,  on  applique  l'analyse  à  l'étude  des 
lignes  tracées  dans  un  plan  ;  on  apprend  à  se  servir  du  calcul 
pour  résoudre  les  questions  de  Géométrie  plane,  et,  au  besoin, 
à  employer  un  tracé  graphique  pour  résoudre  une  question  de 
calcul,  comme  nous  le  montrerons  sur  plusieurs  exemples. 

GKOM.  ANAL.  SONNET  ET  FRONTERA.  l 
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Dans  la  seconde  partie,  on  étudie,  par  le  secours  de  l'analyse, 
les  propriétés  des  surfaces  courbes  et  des  lignes  tracées  dans 
l'espace  ;  mais,  dans  les  éléments,  on  se  borne  d'ordinaire  à 
l'étude  de  la  ligne  droite,  du  plan  et  des  surfaces  courbes  les 
plus  simples. 


PREMIÈRE  PARTIE 


«ËOMËTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMEKSIOIVS 


CHAPITRE  PREMIER 

COORDONNÉES    RECTILIGNES.    —   REPRÉSENTATION    DES    LIGNES    PLANES 
PAR  DES  ÉQUATIONS 

§  1.    —  COORDONNÉES  RECTILIGNES. 

2.  Une  ligne  plane  est  déterminée  par  sa  forme  et  sa  gran- 
deur, et  celte  forme  et  cette  grandeur  sont  connues  quand  on 
connaît  la  position  de  tous  les  poinls  de  la  ligne  dans  son  plan. 
Nous  devons  donc,  avant  tout,  indiquer  comment  on  détermine 
sur  un  plan  la  position  d'un  point. 

La  position  d'un  point  dans  un  plan  peut  être  déterminée 
de  plusieurs  manières  à  l'aide  de  données  variables  qui  forment 
ce  que  l'on  appelle  un  système  de  coordonnées.  Nous  ferons  con- 
naître dans  le  cours  de  cet  ouvrage  les  systèmes  de  coordonnées 
les  plus  fréquemment  employés.  Pour  le  moment,  nous  ne  nous 
occuiperons  que  des  coordonnées  rectilignes,  dont  l'invention  est 
due  à  Descartes,  et  que,  pour  cette  raison,  on  nomme  aussi 
coordonnées  cartésiennes. 

3^  Position  d'un  point  sur  une  ligne.  —  Si  l'on  veut  fixer 

la  position   d'un  point  M  sur  ^ ^ ^ 

une  ligne  donnée,  droite  ou    --"        m         *^  ^*     ^" 

^  '   •  X'  Fi"-    1 

courbe,  XX'  (fig.  1),  il  suffira 

de  déterminer  la  longueur  de  l'arc  MO  compris  entre  le  point  M 

et  un  point  connu  0  de  cette  ligne,  et  de  se  rappeler  de  quel  côté 
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du  point 0  se  trouve  le  point  M.  La  longueur  OM  et  le  sens  dans 
lequel  il  faut  la  porter  pour  aller  de  0  en  M,  détermineront 
complètement  ce  point.  Si,  par  exemple,  OM  vaut  5  mètres  et 
si  0\r  vaut  2  mètres,  les  points  M  et  M'  seront  complètement 
déterminés  en  disant  qu'ils  sont  situés  sur  la  courbe  XX',  sup- 
posée connue,  l'un  à  3  mètres  à  droite  du  point  0,  l'autre  à  2 
mètres  à  gauche  de  ce  point. 

4.  On  nomme  abscisse  cVun  point  M  (fig.  4),  la  distance  OM  de 
ce  point  au  point  tixe  0;  on  convient  ordinairement  de  regarder 
cette  distance  comme  positive  quand  le  point  considéré  est  situé 
à  droite  du  point  0,  et  comme  négative  qus^nd  le  point  considéré 
est  situé  à  gauche  de  ce  même  point  0  ;  mais  on  aurait  pu  faire 
la  convention  contraire. 

Donc,  si  l'on  désigne  d'une  manière  générale  par  x  l'abscisse 
d'un  point,  la  position  du  point  M  sera  définie  par  a^^  +  Tr, 
et  celle  du  point  M'  par  0;=  —  2'". 

On  nomme  origine  des  abscisses  le  point  fixe  0  à  partir  du- 
quel les  abscisses  se  comptent,  dans  un  sens  ou  dans  l'autre. 

L'abscisse  d'un  point  situé  sur  une  ligne  indéfinie  peut  varier 
depuis  —  00  jusqu'à  H- 00  .  L'abscisse  de  l'origine  est  zéro. 

5.  La  convention  précédente,  qui  consiste  à  regarder  une 
abscisse  comme  une  grandeur  algébrique^  dont  la  valeur  absolue 
exprime  la  distance  du  point  à  l'origine,  et  dont  le  signe  désigne 
la  position  du  point  par  rapport  à  cette  même  origine,  n'a  pas 
simplement  pour  avantage  d'abréger  le  discours,  elle  a  surtout 
pour  effet  de  généraliser  les  formules  \  ainsi  que  nous  le  mon- 
trerons. 

6.  Position  d'un  point  sur  un  plan.  —  Pour  détermi- 
ner la  position  d'un  point  M  (fig.  2)  dans  un  plan,  on  la  rap- 
porte à  deux  droites  fixes  XX',  YY',  situées  dans  ce  plan  et  qui 
se  coupent  sous  un  angle  quelconque,  le  plus  souvent  sous  un 
angle  droit.  Par  le  point  M  on  mène  à  XX'  et  à  Y  Y'  les  parallèles 
MO  et  MP;  les  points  Q  et  P  ainsi  obtenus  sont  ce  qu'on  peut 
appeler  les  projeclions  du  point  M  sur  les  droites  fixes,  projec- 
tions obliques  ou  rectangulaires,  suivant  que  ces  droites  fixes 

'  On  peut  consulter  sur  ce  sujet  le  savant  ouvrap'C  qui  a  pour  titre  :  De  l'ori- 
gine et  des  limiles  de  la  correspondance  entre  r Algèbre  et  la  Géométrie,  par 
A.  Couniot 
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se  coupent  obliquement  ou  à  angle  droit.  Il  est  clair  que  la  po- 
sition du  point  M  sera  entièrement  déterminée,  si  l'on  connaît 
ses  projections  ;  car,  en  menant 
par  les  points  Q  et  P  des  parallèles 
à  XX'  et  à  YV  on  obtiendra  deux 
droites  qui  se  couperont  en  un 
point  M,  lequel  sera  le  point  de- 
mandé. 

Or  la  position  de  la  projection 
P  sur  XX' peut  être  définie  par  son 
abscisse  OP,  en  prenant  le  point 
0  pour  origine  des  abscisses.  La  p;,,  2. 

position  de  la  projection  Q   sur 

YY'  peut  être  pareillement  définie  par  la  grandeur  OQ,  qu'on 
regardera  comme  positive  ou  comme  négative,  suivant  que  le 
point  Q  sera  situé  au-dessus  ou  au-dessous  de  l'origine  0  ;  on 
donne  à  celte  grandeur  OQ  le  nom  d'ordonnée  du  point  M.  L'ab- 
scisse et  l'ordonnée  du  point  M  se  nomment  ses  coordonnées 
rectilignes;  le  point  0  est  ïorigine  des  coordonnées  ;  les  droites 
fixes  XX'  et  YY'  sont  les  axes  coordonnés,  lesquels  sont  dits 
obliques  ou  rectangulaires,  selon  qu'ils  sont  obliques  ou  per- 
pendiculaires l'un  à  l'autre. 

L'habitude  de  désigner  d'une  manière  générale  par  x  l'ab- 
scisse et  par  y  l'ordonnée  d'un  même  point,  a  fait  donner  à  l'axe 
XX',  sur  lequel  se  comptent  les  abscisses,  le  nom  d'axe  des  x, 
et  à  Taxe  YY',  sur  lequel  se  comptent  les  ordonnées,  le  nom 
d^axe  des  y. 

Les  coordonnées  d'un  point  situé  dans  un  plan  indéfini 
peuvent  varier  toutes  deux  depuis  —  co  jusqu'à  -+-  00  .  Pour 
tous  les  points  situés  sur  l'axe  des  x^  on  a  î/  =  0  ;  pour  tous 
ceux  qui  sont  situés  sur  l'axe  des  î/,  on  a  a:  =  U  ;  les  coordonnées 
de  l'origine  sont  ^=:=0  ely  =  0. 

Enfin,  la  droite  MQ,  égale  et  parallèle  à  OP,  peut  aussi  être  re- 
gardée comme  l'abscisse  du  point  M  ;  la  droite  MP,  égale  et  pa- 
rallèle à  OQ,  peut  de  même  être  regardée  comme  son  ordonnée. 

Remarques.  —  I.  On  voit  facilement  qu'avec  les  mêmes  va- 
leurs absolues,  mais  avec  des  signes  différents,  on  obtient  les 
coordonnées  de  quatre  points  distincts  M,  M',  M",  M'",  placés  aux 


G  GÉOMI'TRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

sommets  d'un  parallélogiamme  dont  les  côtés  sont  parallèles 
aux  axes.  Si  a  désigne  la  valeur  absolue  de  Tune  des  abscisses 
égales  OP  on  OP',  et  b  la  valeur  absolue  de  l'une  des  ordonnées 

égales  00  ou  OQ',  on  aura  : 

Pour  le  point  M x=-\-a,  y  =  -^b, 

W x=:  —  a,  y=z-i-b, 

M" xz=z-^a,  y=:  —  b, 

W"  .  .  .   .  i=z-~a,  y=r~~-b, 

La  position  d'un  point  sur  un  plan  est  donc  parfaitement  dé- 
terminée, lorsqu'on  connaît  les  coordonnées  de  ce  point  en 
grandeur  et  en  signe. 

II.  Les  points  M  et  M'"  situés  sur  une  même  droite  MOM"' 
passant  par  l'origine,  et  à  égale  distance  de  cette  origine,  ont 
des  coordonnées  égales  en  valeur  absolue,  mais  de  signes  con- 
traires. Il  en  est  de  même  des  points  M'  et  M". 

III.  Entin,  dans  la  suite  nous  désignerons  souvent  un  point 
par  ses  coordonnées  placées  entre  parenthèses.  Ainsi  quand 
nous  dirons  :  le  point  M  (a;', y'),  il  faudra  entendre  :  le  point 
M  dont  les  coordonnées  sont  x'  et  i/. 

7.  Représentation  des  fonctions  continues  par  des  lignes. 

—  Sachant  déterminer  la  position  d'un  point  dans  un  plan,  il 
est  aisé  de  concevoir  la  possibilité  de  représenter  par  une 
ligne  plane  toute  fonction  continue  d'une  seule  variable. 

Toutes  les  fois,  en  effet,  que  deux  grandeurs  variables  dé- 
pendent l'une  de  l'autre,  de  telle  sorte  que,  quand  on  attribue 
une  valeur  à  l'une  d'elles,  l'autre  se  trouve  par  cela  môme  dé- 
terminée, on  peut  concevoir  que  ces  grandeurs  soient  liées  par 
une  équation,  telle  que  f  (x^y)  =0,  ou  môme  y:^G(x},  bien 
qu'il  ne  soit  pas  toujours  possible  d'assigner  la  forme  mathé- 
matique des  fonctions  f  ou  o.  Or,  si  l'on  regarde  x  ciy  comme 
les  coordonnées  rectilignes  d'un  point  par  rapport  à  deux  axes 
tracés  dans  un  plan,  chaque  couple  de  valeurs  de  x  et  de  y  sa- 
tisfaisant à  l'équation  ci-dessus  correspondra  à  un  point  du  plan, 
et,  si  la  fonction  fou  o  est  continue,  la  série  de  ces  points  sera 
elle-même  continue  et  formera  une  courbe  qui  pourra  tenir 
lieu  de  l'équation,  et  qui  peindra,  en  quelque  sorte,  dans  le  sys- 
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tème  d'axes  adoptés  pour  la  construire,  la  relation  des  deux  va- 
riables considérées. 

Si  la  fonction  fou  9  était  discontinue,  on  aurait,  au  lieu  d'une 
courbe,  une  certaine  série  de  points  isolés;  mais  ce  cas  offre 
peu  d'intérêt,  attendu  que  les  phénomènes  naturels  sont,  par 
leur  essence  même,  soumis  à  la  loi  de  continuité. 

8.  Représentation   des  courbes  par    des   équations.    — 

Réciproquement ,  toute  ligne  détinie  par  une  propriété  géo- 
métrique commune  à  tous  ses  points,  autrement  dit  tout  lieu 
ijéométrïque,  peut  être  représentée  par  une  équation  entre  les 
coordonnées  de  ses  points. 

Imaginons,  en  effet,  une  ligne  plane  quelconque  définie  géo- 
métriquement, et  deux  axes  quelconques  tracés  dans  son  plan. 
L'ordonnée  de  tout  point  de  cette  ligne  rapporté  à  ces  axes  dé- 
pend de  l'abscisse  de  ce  point;  ainsi  l'ordonnée  est  une  fonction 
de  l'abscisse,  ou  plus  généralement,  il  existe  entre  les  deux 
coordonnées  une  relation  constante  f  (a;,  î/)  =  0  que  la  définition 
de  la  ligne  considérée  devra  permettre  de  trouver.  Cette  relation 
se  nomme  V  équation  de  la  courbe^  caria  ligne  qu'elle  représente, 
dans  le  système  d'axes  qui  ont  servi  à  l'obtenir,  n'est  autre  évi- 
demment que  la  ligne  considérée  elle-même. 

9.  Ainsi  il  résulte  de  ce  qui  précède  :  1"  que  toute  équa- 
tion à  deux  variables  telle,  que  l'une  de  ces  variables  est  une 
fonction  continue  de  l'autre,  peut  être  représentée  par  une 
ligne;  ^'^  que  toute  ligne  définie  géométriquement  peut  être 
représentée  par  une  équation  entre  les  coordonnées  de  ses 
poinis. 

On  comprend  dès  lors  la  possibilité  de  construire  par  un  pro- 
cédé uniforme  toutes  les  lignes  définies  géométriquement,  quel- 
que compliqué  que  soit  leur  mode  de  génération,  et  d'étudier 
leurs  propriétés  à  l'aide  de  V analyse^  par  conséquent  par  des 
méthodes  générales.  C'est  en  cela  que  consiste  l'idée  féconde  de 
Descartes. 

Nous  essayerons  d'éclaircir  ces  généralilés  par  des  exemples  ; 
mais  afin  de  familiariser  le  lecteur  avec  l'emploi  des  coordon- 
nées rectilignes,  nous  résoudrons  d'abord  les  deux  questions 
suivantes,  dont  la  première  est  importante. 
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iO.  Distance  de  deux  points.  —  Lorsqu'on  a  les  coordon- 
nées de  deux  points,  il  est  facile  de  calculer  leur  distance. 

Y  M"  Soient  M' (a;',  y'),  et  M"  {x",  y") 

(fig.  3)  les  deux  points  donnés.  Me- 
nons M'P'  et  M"P"  parallèles  à  l'axe 
des  î/,  puis  M'Q  parallèle  à  l'axe 
des  X,  et  soit  0  l'angle  YOX  formé 
par  les  parties  des  axes  sur  lesquel- 
^^'  '"'  '^'        les  se  comptent  les  coordonnées  po- 

sitives. Le  triangle  M'QM"  donne 


Or 


M'M"'  =  MTj'  -f-  M"Q'  —  2.  M'Q.  M"Q.  cosM"QM'. 

M'Q=PT"  =.0V"  —OF=x"  —  x\ 
M"Q  z=  M"P"  —  M'P'  =  y"  —  y', 
M"QM'==QP"0=:  180^^-0. 


Donc 


d'où 


WM"''  =  (x"-x'Y-^{y"~y'Y-\-2{x"—x')(y"—y')  cosO; 


M'M"=i: s/[x"-'X'f-h(y"—y'f-h2 (x"—x'}iy"—y'} cosO.    [  1  ] 


Quoique  cette  formule  ait  été  obtenue  dans  une  position  par- 
ticulière des  points  M'  et  M",  il  est 
facile  de  s'assurer  qu'elle  s'appli- 
que à  tous  les  cas,  pourvu  qu'on  se 
rappelle  que  les  coordonnées  d'un 
point  sont  des  quantités  algébriques. 
Supposons,  par  exemple,  que  les 
deux  points  M'  et  M"  soient  pla- 
cés comme  dans  la  figure  4.  Le 
triangle  M'QM"  donnera  encore 


M'M"  =  M'Q  +  M"Q  —  2 .  M'Q.  M"Q.  cos  M"QM'. 

Or,   ici,   on   a   M'Q=zP'P"=0P"4-0P' ;    mais   OP'^^^-r"  et 
OV'=  —  x\  donc  M'Q  =:  a;"— a;'. 

Ona  ensuiteM"Qr=:M"P"-HQP"=M"P"-+-MT';  nmïsU"["=-y" 
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et  M'P'  =  î/';  doncM"Qi=:  — (y"  — i/).  Enfin  l'angle  M'QM"  est  ici 
égal  à  l'angle  YOX  ou  à  0.  On  a  donc,  en  substituant , 

WW''=={x''  —  x'Y--{'{y'''~y'Y^'l(x''  —  x')(y''  —  if)cos^; 
OLi  bien 


M'M"  's=sj  (x"  —  x')'-h  (î/— î/74-  2  (x"—x')  {y"—ij'j  cos 0. 

On  vérifierait  de  la  même  manière  les  autres  cas. 

Remarques.  —  I.  Si  les  axes  sont  rectangulaires,  on  a  cosô.-=0, 
et  par  suite, 

M'M"  =:  sJ(x"—xJ'-h(y"—y'Y  ,  [2] 

formule  facile  à  établir  directement. 

II.  Si  l'un  des  points  est  l'origine,  et  qu'on  ait,  par  exemple, 
x"=0  et  î/"=0,  il  vient,  dans  le  cas  des  axes  quelconques. 


M'M"  =  V  ^"'  ■+- 1/"  -H  2  x'y'  cos  ô, 
et,  dans  le  cas  des  axes  rectangulaires. 


WW=sJx"-hy'\ 


[5] 


[4] 


Exemple.  Supposons  que  les  axes  fassent  un  angle  de  80''15'42"  et  qu'on  ait 
X'  =  0"',5'21  ;i/—-—  0",  1 56 ;  x"  =  —  0^,068  ;  y"  =  —  0™,/d 7 .  On  trouvera 
1,7154670  pour  le  logarithme  de  la  distance  cherchée,  qui  est  par  conséquent 
égale  à  0-", 51697...,  ou  sensiblement  à0'",517. 

fl  1 .  Aire  d^un   triangle   en  fonction    des   coordonnées  de    ses   sommets. 

—  Soient  ABC  (fig.  5  et  6)  le  triangle  proposé,  8  l'angle  des  axes  et  {x\2j')^ 


{x'^^/"),  {x"',y"')  les  coordonnées  des  sommets  A,  B,  C.  Dans  le  cas  de  la 
ligure  5  on  aura,  en  désignant  par  T  l'aire  du  triangle, 

T  =  isinô  f(AP  +  BQ).  PQ  +  (BQ  +CR).  QR  —  (CR  +  Al').  PR], 


T  =  {  sin  ô  [{y'  +  y")  [x"  -  x')  -+-  {y"  -f-  y'")  {x"'  -  x")  -  [y'"  +  y')[x!"-  x')\ , 
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ou,  en  effectuant  et  réduisant, 

T  =  l  sin  ô  [{y'j;"  -  x'f)  +  («/ V"  -  xij'")  +  {if'x'  -  Xj'x'")] , 
ou  encore 

T:=.  I  sin  6  [x'  {y'" -y")  4-  x'  {y'  -  y'")  +  x'"  {y"  -  y')]. 
Dans  le  cas  de  la  figure  6,  on  a 

T  =  I  sin  6  [(ÀP  H-  CP.)  PR  —  (AP  +  BQ)  PQ  —  (BQ  —  CH)  Q\\] , 

expression  qui  ne  diffère  de  la  précédente  que  par  le  signe. 

On  peut  s'assurer,  par  une  discussion,  que  cette  formule  est  générale  et 
subsiste  quelle  que  soit  la  position  des  trois  sommets  du  triangle. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  on  a 

'ïzzz±i  [x'  [y"'  -  y")  +  X"  [y' -  y'")  +  X'"  iy"  -  y')l . 

Si  les  trois  points  A,  B,  C  étaient  en  ligne  droite,  il  en  résulterait  T  =  0, 
quels  que  soient  les  axes;  et  cette  condition  serait  exprimée  par  la  relation 

X'  {y'" -  y")  +  X"  {y'  -  y'")  +  X"  [y"  -y')=0. 


V.  —  EXEMPLES    DE    LA    liEPRESEÎNTAÏlON    DES    LIEUX    GEOMETRIQUES    PAR 
DES    ÉQUATIOINS. 

iS.  Ligne  droite.  —  Considérons  d'abord  une  droite  MM" 

((ig.  7)  passant  par  l'origine 
0  des  coordonnées.  De  diffé- 
rents points  M,  M',  M",  etc., 
de  celte  droite,  abaissons  les 
ordonnées  MP,  M'P',  M"P", 
v'/  Fig.  7.  etc.  La  similitude  des  triangles 

MOP,  M'OP,  M"OP",  etc.,  donne  immédiatement 

MP  _  M'P'  _  —  M'T" 
ÔP  ~  OF  ~  —  OP"  ' 

Or  les  numérateurs  de  ces  rapports  sont  les  ordonnées  des 
points  considérés,  et  les  dénominateurs  sont  les  abscisses  des 
mêmes  points;  pour  une  droite  passant  par  l'origine,  le  rapport 
de  l'ordonnée  à  l'abscisse  est  donc  une  quantité  constante,  et 
l'on  peut  écrire  d'une  manière  générale,  en  désignant  par  a  ce 
rapport, 

y 

--=za     ou     y=rax. 
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On  arriverait  à  un  résultat  analogue  si  la  droite,  au  lieu  d'être 
située  dans  l'angle  YOX  et  dans  son  opposé,  était  située  dans 
l'angle  YOX'  et  dans  son  opposé 
(fig.  8)  ;  car  on  aurait  alors 


MP 


MT'       M"P" 


OP 


OP'    ""—OP" 


ce  qui  exprime  encore  que  le  rap- 
port de  l'ordonnée  à  l'abscisse 
est  constant. 

La  relation  constante  y  =  ax, 
qui  existe   entre  l'ordonnée  et 

l'abscisse  de  chaque  point  de  la  droite,  est  V équation  de  cette 
droite;  car,  si  dans  celte  équation  on  attribue  à  x  une  valeur 
quelconque,  on  en  pourra  tirer  la  valeur  correspondante  dci/, 
et  l'on  déterminera  ainsi  (8)  le  point  qui  a  cette  abscisse  et  cette 
ordonnée;  on  se  procurera  de  la  même  manière  autant  de  points 
de  la  droite  que  l'on  voudra  d'après  la  seule  connaissance  de 
son  équation. 

Soit  maintenant  une  droite  quelconque  MM"  (tig.  9)  qui  ne 
passe  pas  par  l'origine.  Menons-lui  par  le  point  0  la  parallèle 


Fiff.  9. 


NN",  et  abaissons  les  ordonnées  MP,  M'P',  M"P",  qui,  prolongées 
s'il  est  nécessaire,  rencontreront  cette  parallèle  respective- 
ment en  N,  N',  N".  Les  distances  MN,  M'N\  M"N"  seront  égales, 
comme  parallèles  comprises  entre  parallèles  ;  désignons  leur 
valeur  commune  par  fe,  et  soient  y  et  y'  les  ordonnées  de  la  droite 
MM"  et  de  la  droite  NN"  qui  correspondent  à  une  même  abscisse 
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X,  Il  y  aura  entre  ces  ordonnées  une  relation  constante  très- 
simple,  car  on  a  : 

Pour  le  point  M.  .  .  .  MP  =  NP  -i-MN  ou  ij  =  i/-i-b, 
W  .  .  .  M'F^-N'P'H-M'iV  ou  y  =  y'-hb, 
M"  .  .  .  — JVrP"=:  — N"P"-|-M"]N"     ou  y=if-hb. 

Or,  la  droite  NN"  passant  par  l'origine,  son  équation  est  de 
la  forme  y'=ax.  Substituant  cette  valeur  dans  celle  de  y,  on 
obtient 

yz=ax-hb. 

Telle  est  la  relation  constante  qui  existe  entré  l'abscisse  et 
l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de  la  droite  MM",-  c'est  V équa- 
tion de  cette  droite. 

Si  la  droite  donnée  rencontrait  l'axe  des  y  au-dessous  de  l'o- 
rigine au  lieu  de  le  rencontrer  au-dessus,  on  trouverait  encore 
l'équation 

yz=iax-\-h; 

mais  h  représenterait  alors  une  distance  négative. 

Remarque.  —  Une  parallèle  à  Taxe  des  x  a  pour  équation 
y  =  co7ista7ite;  car  les  ordonnées  de  tous  ses  points  sont  égales 
comme  parallèles  comprises  entre  parallèles.  Une  parallèle  à 
l'axe  des  y  a  pareillement  pour  équation  x  =  constante.  L'axe 
des^  lui-même  a  pour  équation  ?y:=0,  et  l'équation  de  l'axe  des 
y  est, au  contraire,  x=^0* 

13.  Circonférence  du  cercle.  —  Considérons  maintenant 
une  circonférence  de  cercle  (fig.  10) 
située  d'une  manière  quelconque , 
et  rapportée  à  des  axes  obliques 
faisant  entre  eux  l'angle  6.  Soient  a  et 
g  les  coordonnées  du  centre  C,  x  eiy 
celles  d'un  point  quelconque  M  de  la 
circonférence,  etr  le  rayon  du  cercle. 
Puisque ,  par  la  définilion  de  cette 
courbe,  la  dislance  CM  est  constam- 
ment égale  à  r,  on  doit  avoir  (f  O) 

(x  —  7.Y'h(y  —  f^y--\-^{x-^a)(y  —  ^)cosi)==r\     [\] 
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Telle  est  la  relation  constante  qui  existe  entre  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  circonférence  ;  c'est  ï équation  de 
cette  circonférence. 

Si  les  axes  sont  rectangulaires,  le  terme  en  ô  disparaît,  et  il 
reste 

Si  le  centre  est  sur  l'axe  des  oj,  on  a  g  =  0,  et  il  reste 

Si,  en  môme  temps,  la  circonférence  passe  par  l'origine,  <x 
est  égal  à  r,  et  il  vient,  en  réduisant, 

x'—2rx-i-if=0.  [î] 

Enfin,  si  le  centre  est  l'origine  des  coordonnées,  on  a  à  la  fois 
arrzO  et  (^  =  0,  et  il  reste 

x''^f  =  r\  [5] 

Chacune  de  ces  équations  peut  servir  à  construire  par  points 
la  circonférence  qu'elle  représente. 


14.  Ellipse.  —  Lieu  des  points  tels^  que  la  somme  de  leurs 
distances  à  deux  points  fixes  ¥  et  F'  (fig.  11)  est  constante  et  égale 
à  une  longueur  donnée  2a  plus 
grande  que  FF'. 

Ce  lieu  est  Vovale  du  jardi- 
nier à  laquelle  on  donne  en  Géo- 
métrie le  nom  d'ellipse.  On 
peut  la  tracer  d'un  mouve- 
ment continu  :  pour  cela,  on 
attache  aux  deux  points  fixes  F 
et  F'  les  extrémités  d'un  fil  dont 
la  longueur  est  égale  à  2a;  on 
tend  alors  le  fil  au  moyen  d'un  style,  et,  en  faisant  mouvoir  celui- 
ci  de  manière  que  le  fil  reste  toujours  tendu,  on  trace  sur  le  plan 
le  lieu  dont  il  s'agit.  C'est  une  courbe  fermée  analogue  à  celle  de 
la  figure  11.  Elle  est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  la 
droite  FF'  qui  joint  les  deux  points  fixes;  elle  l'est  aussi  par  rap- 
port à  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  0  de  FF';  si  don 
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on  prend  ces  droites  pour  axes  coordonnés,  à  chaque  valeur 
de  l'abscisse  correspondront  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires  pour  l'ordonnée,  et  à  chaque  valeur  de  l'ordonnée 
correspondront  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de 
l'abscisse  ;  en  sorte  que  l'équation  du  lieu  ne  contiendra  aucune 
puissance  impaire  des  coordonnées,  ce  qui  la  rendra  beaucoup 
plus  simple. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M  du 
lieu;  soitOF=:OF'=:c;  joignons  MF  et  MF'.  On  aura 

MP+MFzr=2a,  |!| 

W=if~\-(x-^c)\  [2] 

W:-^if-h(x  —  c)\  [5] 

Si  Ton  élimine  MF  et  MF'  entre  ces  trois  équations,  on  obtien- 
dra une  relation  constante  entre  x  et  y,  qui  sera  l'équation  du 
lieu. 

Pour  faire  cette  élimination,  retranchons  membre  à  membre 
l'équation  [3]  de  l'équation  [2]  ;  il  viendra 

MF'— MF"=r:4c;r. 

Or  le  premier  membre  est  le  produit  du  facteur  MF'-f-MF 
égal  à  2a  par  le  facteur  MF' — MF;  on  peut  donc  écrire 

2am'-m<)  =  icx,    d'où    m'~m  =  —. 

Ayant  ainsi  la  somme  et  la  différence  des  longueurs  MF'  et 
MF,  on  obtient  immédiatement,  par  une  régie  connue,  la  valeur 
de  chacune  d'elles,  savoir  : 

MP  =  «-f--    et    MFr=.r/.-^. 
a  a 

Il  ne  reste  plus  qu'à  substituer  la  première,  par  exemple,  dans 
l'équation  [2],  ce  qui  donne 

Telle  est  l'équation  du  lieu.  On  en  tire,  en  réduisant, 

a'if  +  (a-  —  c')x'—a'(a'  —  c') . 
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Mais,  comme  parla  nature  môme  del'énoncé  on  a 2a>'2cou  a>c, 
la  différence  a-  —  c^est  positive,  et  peut  être  représentée  par  un 
carrée^;  ce  qui  donne  aHf-hb\x^^=^aH)^,  ou,  en  divisant  tous 
les  termes  par  «-^-, 


b' 


\y 


Cette  équation  ne  contient  aucune  puissance  impaire  de  x  ni 
de  y,  ainsi  que  nous  l'avions  annoncé,  ce  qui  indique  une  courbe 
symétrique  par  rapport  à  chacun  des  deux  axes  ;  car  à  chaque 
valeur  de  l'une  des  deux  coordonnées  répondent  pour  l'autre 
deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires.  Comme  les  deux 
termes  du  premier  membre  sont  essentiellement  positifs,  chacun 
d'eux  doit  rester  moindre  que  1  ou  devenir  tout  au  plus  égal  à  i . 
Ainsi  X  ne  peut  varier  que  de  —  a  à-h  «,  el  y  que  de  — ^  à-f-^. 
On  a  x=:i±a  pour?/  =  0,  ce  qui  donne  les  points  A  et  A';  et 
y  =  ±:b  pour  x=  0,  ce  qui  donne  les  points  B  et  B'.  D'ailleurs 
les  deux  coordonnées  varient  en  sens  inverse  ;  si  l'une  augmente, 
il  faut  que  l'autre  diminue.  Toutes  ces  circonslances  répondent 
à  la  forme  indiquée  dans  la  figure  11 . 

On  pourrait  déduire  de  l'équation  [4]  beaucoup  de  propriétés 
de  la  courbe  ;  mais  cette  recherche  fera  l'objet  d'un  autre  cha- 
pitre. 

15.  Hyperbole.  —  Lieu  des  points  tek  que  la  différence  de 
leurs  distances  à  deux  poi7its  fixes  F  et  F'  (tig.  12)  est  constante 
et  égale  à  une  longueur  donnée  'la 
moindre  que  FF'. 

Ce  lieu  doit  être  symétrique  par 
rapport  à  la  droite  FF'  qui  joint 
les  deux  points  fixes,  et  par  rap- 
port à  la  perpendiculaire  élevée 
sur  le  milieu  de  FF';  par  les  rai- 
sons exposées  au  n"  14,  il  con- 
vient donc  de  prendre  ces  lignes 
pour  axes  coordonnés.  Ce  lieu  est 
indéfini  dans  le  sens  des  x  positifs 
et  négatifs,  ainsi  que  dans  le  sens    * 

des  ?y  positifs  et  négatifs;  car  il  n'est  autre  chose  que  le  lieu 
des  intersections  des  circonférences  décrites  des  points  F  et  F' 
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Fig.  12. 
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comme  centres,  avec  des  rayons  qui  diffèrent  de  2a;  or  on 
peut,  tout  en  remplissant  cette  condition,  prendre  ces  rayons 
assez  grands  pour  que  le  point  d'intersection  soit  aussi  éloigné 
qu'on  le  voudra  de  l'origine.  Si  l'on  prend  sur  FF',  et  à  partir 
de  l'origine,  deux  longueurs  OA,  OA'  égales  entre  elles  et  à  a,  les 
points  A  et  A'  ainsi  déterminés  seront  des  points  du  lieu  ;  car 
on  aura,  par  exemple, 

AF'  —  AF=:  AA'4-  AT'—  AF=rAA'=:i>rt, 

attendu  que  A'F'=AF  comme  différences  de  quantités  respecti- 
vement égales.  Si  l'on  compare  au  point  A  un  point  quelconque 
situé  sur  FF'  entre  A  et  0,  on  voit  que  sa  distance  à  F'  sera 
moindre,  et  sa  distance  à  F  plus  grande  ;  la  différence  de  ces 
deux  dislances  sera  donc  moindre  que  2a  ;  ce  point  sera  donc 
situé  hors  du  lieu.  On  en  dirait  autant  de  tout  point  situé  entre 
0  et  A'.  11  n'y  a  donc  aucun  point  du  lieu  entre  A  et  A'.  Ce  lieu 
doit  donc  avoir  à  peu  près  la  forme  indiquée  dans  la  figure  J2. 
Pour  obtenir  son  équation,  on  fera  un  calcul  tout  à  fait  ana- 
logue à  celui  du  n"  14,  et  Ton  obtiendra  de  môme 

Mais  ici,  a  étant  moindre  que  c,  a^  —  c^  est  essentiellement  né- 
gatif, et  si  on  le  remplace  par  —  6%  il  viendra         ^ 

On  voit  que  x  ne  peut  être  inférieur  à  «,  car  autrement  le 
premier  membre  serait  inférieur  à  1  ou  négatif;  il  en  résulte 
que  si  l'on  mène  par  A  et  A'  des  parallèles  à  l'axe  des  ?/,  la 
courbe  n'aura  aucun  point  entre  ces  deux  parallèles.  Pouri/=0, 
on  aura  x=zha;  pour  x=0,  y  serait  imaginaire,  ce  qui  doit 
être  d'après  la  remarque  qu'on  vient  de  faire.  D'ailleurs,  si  x 
croît,  il  faut  que  y  croisse  en  même  temps  pour  que  le  premier 
membre  reste  égal  à  1  ;  la  courbe  va  donc  en  s'éloignant  des 
deux  axes,  tant  du  côté  positif  que  du  côté  négatif;  elle  est  par 
conséquent  illimitée  dans  tous  les  sens.  Toutes  ces  circonstan- 
ces répondent  à  la  forme  indiquée  dans  la  figure  12. 

Cette  courbe  est  connue  sous  le  nom  dliyperbok.  On  peut  en 
tracer  un  arc  d'un  mouvement  continu.  Pour  cela  on  se  sert 
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d'une  règle  DD'  (fig.  13),  dont  un  bord  passe  par  l'un  des  deux 
points  fixes,  F'  par  exemple,  et  qu'on  fait  tourner  autour  de  ce 
point  en  mainfenanlla  distance 
F'D  invariable.  Un  fil,  dont  la 
longueur  est  inférieure  à  F'D 
d'une  quantité  égale  à  2«,  est 
attaché  par  Tune  de  ses  extré- 
mités en  D,  et  par  l'autre  en  F. 
Pendant  le  mouvement  de  la 
règle,  on  tend  le  fil  contre  son 
bord  au  moyen  d'un  style,  dont  l'extrémité  décrit  l'arc  BA  de 
la  courbe.  Il  est  clair,  en  effet,  que  l'on  a 


Fis.  13. 


F'D  — (MD  +  MF)=:2a, 

ou  MF'H-MD  —  (i\ID  +  MF)  =  2a,  ou  encore  MF' 
qui  est  la  définition  du  lieu. 


MF  =  2a,  ce 


16.  Parabole.  —  Lieu  des  points  dont  chacun  est  é'jalement 
distant  d'une  droite  fixe  DD'  et  d'un  point  fixe  F  {(ig.  14). 

Ce  lieu  est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  la  perpen- 
diculaire AX  abaissée  du  point  fixe  F  sur  la  droite  fixe  DD';  de 
plus,  il  doit  passer  par  le  milieu  0  do 
la  distance  FA.  Il  ne  peut  avoir  aucun 
point  à  gauche  de  la  perpendiculaire 
YY'  à  AX  menée  par  le  point  0  ;  car 
un  tel  point  serait  plus  voisin  de  la 
droite  DD'  que  du  point  F;  le  lieu  est 
donc  limité  vers  la  gauche  par  la  droite 
YY'.  Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'il  est 
illimité  vers  la  droite  ;  car  ce  lieu  n'est 
autre  chose  que  le  lieu  des  centres 
des  cercles  tangents  à  DD',  et  passant 
par  le  point  F;  or,  si  Fon  se  donne  arbitrairement  un  rayon  r, 
aussi  grand  que  Fon  voudra,  on  obtiendra  deux  points  du  lieu, 
situés  à  l'intersection  d'une  parallèle  à  DD'  menée  à  une  dis- 
lance r  de  celte  droite,  et  d'un  cercle  décrit  du  point  F  comme 
centre,  avec  r  pour  rayon  :  les  points  ainsi  obtenus  seront  donc 
à  une  distance  de  DD' aussi  grande  que  l'on  voudra;  ainsi  le 
lieu  est  illimité  vers  la  droite  (si  F  est  à  droite  de  DD'). 
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Afin  d'oblenir  son  équation,  prenons  AX  et  YY' pour  axes  ; 
l'équation  ne  contiendra  ni  puissances  impaires  de  î/,  ni  terme 
indépendant  de  y  et  de  x^  car  elle  devra  être  satisfaite  para;  =  0 
eiy==:0.  Soit  M  un  point  quelconque  du  lieu  ;  menons  MQ  paral- 
lèle à  AX,  MP  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  et  joignons  MF  ; 
posons  AF  =  p.  Nous  aurons 


MQ=PO  +  OA: 


et 


x-hlp 

-ïvT- 


MF-=î/-f-(^ 
Donc,  d'après  l'énoncé,  on  aura 

telle  est  l'équation  du  lieu.  En  réduisant,  on  en  tire 

if='lpx, 

équation  qui  ne  renferme  ni  puissances  impaires  de  ?/,  ni  terme 
indépendant  de  x^  ainsi  que  nous  l'avions  annoncé. 

Le  lieu  représenté  par  cette  équation  est|limité  par  YY',  car, 
]}  et  ])  étant  positifs,  on  ne  peut  donner  à  x  aucune  valeur  néga- 
tive. Il  est  illimité  dans  le  sens  des  x  positifs  ;  car,  quelque 
grande  valeur  positive  qu'on  attribue  à  x,  on  en  tirera  deux  va- 
leurs réelles,  égales  et  de  signes  contraires,  pour  y.  On  voit  de 
plus  que  y  augmente  quand  x  augmente,  et  que,  par  consé- 
quent, la  courbe  va  en  s'éloignant  de 
l'axe  des  x  à  mesure  qu'elle  s'éloigne 
de  Porigine. 

Cette  courbe,  connue  sous  le  nom 
de  parabole,  peut  être  tracée  d'un 
mouvement  continu.  Pour  cela,  on 
applique  le  long  de  la  droite  fixe  DD' 
(fig.  15)  une  règle  sur  laquelle  on 
fait  glisser  une  équerre  DNQ  ;  un 
fil,  égal  en  longueur  au  côté  NQ  de 
l'équcrre,  est  attaché  par  l'une  de  ses 
extrémités  au  point  N,  et  par  l'autre 
au  point  fixe  F;  pendant  le  mouvement  de  l'équerre,  on  tend  le 
lil  au  moyen  d'un  style  qui  s'appuie  contre  le  côtéNQ  ;  la  pointe 
de  ce  style  trace  l'arc  OB  de  la  courbe.  11  est  clair,  en  effet) 
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que,  puisque  NQ  et  MF  sont  deux  longueurs  égales  ù  celle  du 
fil,  on  doit  avoir  MQ=  MF,  ce  qui  est  la  définition  de  la  courbe. 

l'y.  Autres  exemples  de  lieux  géométriques.  —  Lieu  des  points  M 
(lig.  16)  dont  les  distances  à  deux  points  fixes  K  etB  sont  entre  elles  dans  un 
rapport  constant. 

On  sait,  par  la  Géométrie  élémentaire,  que  ce  lieu  est  une  circonférence  de 
cercle  dont  le  centre  est  sur  le  prolongement  de  la  droite  qui  joint  les  deux 
points  fixes.  Comme  le  lieu  est  évidemment  symétrique  par  rapport  à  cette 
droite,  prenons-la  pour  axe  des  x  et 
choisissons  des  axes  rectangulaires  ;  à 
chaque  abscisse  devront  correspondre 
deux  ordonnées  égales  et  de  siglies 
contraires  ;  l'équation  du  lieu  ne 
contiendra  donc  aucune  puissance  im- 
paire de  y,  ce  qui  aura  pour  effet  de 
la  simplifier  ;  de  plus,  comme  le  lieu 
doit  passer  par  le  point  0  qui  divise  la 
distance  AB  dans  le  rapport  donné,  et 
que  nous  pouvons  déterminer  ce  point 
à  Tavance,  prenons-le  pour  origine; 
l'équation  de  la  courbe,  devant  alors  être  satisfaite  quand  on  y  fera  a;  =  0  et 
t/=:0,  ne  contiendra  aucun  terme  indépendant  de  ces  variables,  ce  qui  sera 
une  nouvelle  simphfication.  Posons  AO  =  m  et  BO  =  n;  soit  M  un  point  quel- 
c  onque  du  lieu  dont  les  coordonnées  sont  x  eiy;  on  aura  (10,  rem.  I) 

MÂ'=:(w  +  a;)^  +  ?/    et   m^  =  {n  —  xY-hy\ 
Or,  d'après  la  définition  du  lieu,  on  doit  avoir 
MA 


Fig.  16. 


MB 


=— ,   dou 


MB\m'^— AM'.  n^  =  0, 


ou,  en  mettant  pour  MA^    et    MB''  leurs  valeurs,  et  simplifiarii, 
[ni^  —  n-)  x^  —  2  mn  (m  -h  n)  x  +  {m-  —  n"^)  ?/-  =:  0, 


ou  encore 


n)  x^  —  '2mnx  -h  (m  —  n)  y^'=0. 


m 


Telle  est  Téquation  du  lieu. 
Si  m  est  différent  de  n,  on  peut  diviser  par  m  —  n,  et  il  vient 

^       %nn  ^      „ 

m  —  n        -^ 

équation  de  la  même  forme  que  l'équation  [4]  du  n"  13,  et  qui  représente  éga- 
lement une  circonférence  passant  par  l'orighie  et  ayant  son  centre  sur  l'axe 
des  X.  C'est  ce  qu'on  reconnaît  en  ajoutant  aux  deux  membres  le  carré  de 

;  car  l'équation  peut  alors  être  mise  sous  la  forme 


('- 


mn 
ni  —  n 


\m  —  n/ 


2J 
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et  exprime  (4ue  la  di.-laiice  de  chaque  point  du  lieu  au  point  qui  a   pour 

coordonnées  x  = et  ?/  =  0,  est  constante  et  égale  à ;  c'est  donc 

m  —  n  m  —  n 

bien  une  circonférence  passant  par  l'origine,  ayant  son  centre  sur  Taxe  des  x 

et  pour  rayon  — — ,  quantité  d'autant  plus  grande  que  la  différence  m  —  n 

est  plus  pelile. 

Si  ?7ieslégal  à  îîj'équalion  [1]  se  réduit  à  2m?j.r=0,  ou  simplement  à  a;  =0, 
ce  qui  représente  l'axe  des  y  (12,  rem.  ).  Et,  en  effet,  cet  axe  divise  alors  la 
distance  AB  en  deux  parties  égales,  et  Ton  sait  que  la  perpendiculaire  élevée 
sur  le  milieu  d'une  droite  est  le  lieu  géométrique  des  points  du  plan  dont  les 
distances  aux  extrémités  de  cette  droite  sont  égales. 
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cercle 


Gissoide. —  Étant  donnés  un  cercle  C  (fig.  M)  et  une  tangente])!)'  à  ce 
par  le  point  0,  extrémité  du  diamètre  OA  qui  passe  par  le  point  de  con- 
tact, on  mène  une  sécante  quelconque,  qui 
coupe  la  circonférence  en  un  point  I  et  la  tan- 
(jente  en  un  point  B  ;  sur  cette  sécante,  à  par- 
tir du  point  0 ,  on  prend  une  longueur  0.\I 
égale  à  IB  ;  on  demande  le  lieu  du  point  M  ainsi 
obtenu. 

On  reconnaît  que  ce  lieu  sera  symétrique 
par  rapport  à  OA.  De  plus,  à  mesure  que  la 
sécante  s'écartera  de  OA,  la  distance  IB  aug- 
mentera ;  il  en  sera  donc  de  même  de  OM,  et 
le  point  M  ira  en  s'éioignant  indéliniment  du 
point  0,  sans  pouvoir  toutefois  atteindre  ja- 
mais la  droite  DD',  car  IB  sera  toujours 
moindre  que  OB.  Le  lieu  aura  donc  à  peu  près  la  forme  indiquée  par  la  fi- 
gure 17. 

Afm  de  simplifier  son  équation,  nous  prendrons  OA  pour  axe  des  a;;  la  courbe 
étant  symétrique  par  rapport  à  cet  axe,  son  équation  ne  renfermera  pas  de 
puissances  impaires  de  ij.  Prenons  le  point  0  pour  origine.  Abaissons  sur  OA 
les  perpendiculaires  MP  et  IfJ;  soient  OP  =  a;,  MP  =  7/,  OA=;a. 
La  similitude  des  triangles  OMP  et  OIQ  donne  fégalité 


Fis.  17. 


OP 


:=-v,\    OU       -:= 


0(J 


x'"m 


Les  longueurs  OM  et  IB  étant  égales 
AQ;  on  a  donc  OU=:OA  — AQ  =  OA 


il  en  est  de  même  des  longueurs  OP  et 
OP  =  a  —  X.  Par  conséquent, 

y  ^    IQ 

X       a  —  X 


Mais  IQ^  =  OQ  X  AQ  =z  (a  —  j:)  x. 

Tirant  de  l'égalité  ci-dessus  la  valeur  de  y,  élevant  au  carré  et  remplaçant 

!</  par  (a  —  x)  x,  on  obtient 


Telle  est  l'équation  du  lieu.  Pour  que  le  second  membre  soit  positif,  il  faut  que 


1 
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X  reste  compris  entre  0  et  a;  la  courbe  est  donc  tout  entière  comprise  entre 
DD'  et  Taxe  des  y.  Pour.'r  =  0,  on  a  i/=0  ;  ainsi  Torigine  est  un  point  du  lieu. 
A  mesure  que  x  augmente,  le  numérateur  du  second  membre  augmente,  tan- 
dis que  le  dénominateur  diminue;  parcelle  double  raison,  le  second  membre, 
et  par  suite  y,  augmentent;  la  courbe  va  donc  en  s'éloignant  des  deux  axes. 
Enfin,  p5ura':=a,  on  a?/=oo,  ce  qui  signifie  que  le  lieu  n'atteint  DD'  qu'à  une 
distance  infinie.  Ces  différentes  circon- 
stances répondent  à  la  forme  indiquée 
dans  la  figure  17. 

La  courbe  dont  nous  nous  occupons  porte 
le  nom  de  cissoïde  de  Diodes,  ou  simple- 
ment cissoïde. 

i9.  Strophoîde.—  Si,  au  lieu  de  por- 
ter la  distance  IB  (fig.  18)  à  parlir  du 
point  0  dans  le  sens  OB,  on  la  porte  à 
partir  du  point  I  dans  le  sens  de  10,  le 
lieu  du  point  ainsi  obtenu  est  une  courbe, 
connue  sous  le  nom  de  strophoïde  et  dont 
l'équation  est  facile  à  obtenir. 

Soit  M  (fig.  18),  un  des  points  de 
ce  lieu,  x,  y  ses  coordonnées  rapportées 
aux  mêmes  axes  que  dans  la  question  pré- 
cédente, a,  (i  celles  du  point  I,  et  a  la  dis- 
tance OA.  On  aura  d'abord,  d'après  une  propriété  connue  du  cercle, 


lQ-  =  OQ.  AQ   ou   p2=a(«— a). 
La  similitude  des  triangles  OMP,  OIQ  donnera  ensuite 


W_P^ 
ÔP 


IQ 

m  ^"  X 


d'où 


y 

X 


m 


m 


Substituant  dans  la  relation  [IJ  et  supprimant  le  facteur  a  devenu  commun, 
on  obtient 

[5] 


-4-=  (a  — a),   dou  ?/-r^a;2. 

2  \  1>  J 


Mais  I  étant  le  milieu  de  BM,  Q  est  le  mifieu  de  AP;  on  a  donc 

0Q  =  |(0P4-0Â)  ou   oL—'^[x-\-a) 
et  par  suite 

a  —  a=:|  (a  —  x). 

Remplaçant  dans  [3]  les  quantités  «  —  a  et  a  par  leurs' valeurs,  etsuppriman 
le  facteur  l,  commun  aux  deux  termes,  on  trouve  enfin 


îf-  =  X^. 


a  —  X 
a-\-  x' 


d'où 


.la-x^ 


[4] 


c'est  l'équation  de  la  strophoïde. 
On  voit  qu'à  chaque  valeur  de  x  correspondent  pour  y  deux  valeurs  égales 
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et  (le  signe  contraire  ;  la  courbe  est  donc  symétrique  par  rapport  à  l'axe  des  x. 
L'abscisse  x  ne  peut  pas  recevoir  de  valeurs  positives  supérieures  à  a,  ni  de 
valeurs  négatives  inférieures  à  —  a;  la  courbe  est  donc  comprise  entre  AD  et 
la  parallèle  A'D'  menée  à  une  distance  OA'  =  a  de  Torigine.  Pour  x^=^a 
on  a  î/  =  0,  ce  qui  donne  le  point  A.  Si  x  diminue  *de  a  à  zéro,  y  augmente 
d'abord  et  dimirme  ensuite,  comme  on  peut  s'en  convaincre  en  donnant  suc- 
cessivement à  X  les  valeurs  0,9a,  0,8a,  0,7a,  etc.;  pour.x=:0  on  a  î/  =  0, 
c'est-à-dire  que  la  courbe  passe  par  l'origine.  Si  x  prend  des  valeurs  négatives 
croissantes  en  valeur  absolue,  ?/ devient  également  négatif,  etsa valeur  absolue 
augmente  indéfiniment.  Pour  x=i  —  a,  on  trouve  y—z  —  oo.  Ainsi  la  courbe 
va  en  s'approchant  indéfiniment  de  la  droite  A'D'  du  côté  négatif  et  du  côté 
positif.  La  strophoïde  a  donc  la  forme  indiquée  par  la  figure  18.  Nous  au- 
rons occasion  de  revenir  sur  l'étude  de  cette  courbe,  qui  peut  être  engendrée 
de  plusieurs  autres  manières. 

20.  Lemniscatc.  —  Lieu  des  points  tels,  que  le  produit  des  distances  de 
chacun  d'eux  à  deux  points  fixesY  et  F'  (fig.  19)  est  égal  au  carré  de  la  moitié 
de  FF'. 
Ce  lieu  sera,  comme  ceux  des  n°'  14  et  15,  symétrique  par  rapport  à  FF'  et 

par  rapport  à  la  perpen- 
Y  diculaire  YY'  élevée  sur  le 

M  milieu  0  de  cette  droite. 

Le  point  0  sera  un  point 
du  lieu,  et  les  distances 
des  différents  points  de 
la  courbe  aux  deux  points 
fixes  F  et  F'  varieront  en 
raison  inverse  l'une  de 
l'autre.  On  reconnaît  avec 
un  peu  d'attention  que 
ces  distances  ne  peuvent 
un  point  du  lieu  ;  joignons 


Fig.  19. 

dépasser  une  certaine  limite.  Soit,  en  effet, 
MF,  MF',  et  posons,  pour  abréger, 


MF 


MF' 


et   FF'r=2a. 


D'après  l'énoncé,  on  aura  pp'=a^. 
Or,  dans  le  triangle  FMF',  on  devra  avoir 

MF'—  M  <  FF',    ou   p'—  ?  <  'z a, 

ou,  en  multipliant  par  f', 

p'2  _  pp'  <  2  a-/    ou     p'2  —  a-  <  2  ap', 

p'2_2rtp'-|-a2<2a^ 

(P'_a)-2<2a2. 

p'<a(l+v/'2). 
Si  l'on  suppose,  au  maximum,  p'— rt(l+v/2),  iî  en  résulte  p'— p  =  2a  ; 


ou  encore 

c'est-à-dire 

d'où 
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»-  ce  qui  répond  à  un  point,  tel  que  A,  situé  sur  le  prolongement  de  FF'.  La 

courbe  part  donc  du  point  0  pour  revenir  en  A  ;  à  cause  des  symétries  dont 

nous  avons  parlé,  elle  a  la  lorme  d'un  8  couché,  comme  l'indique  la  figure  19, 

Pour  obtenir  son  équation,  rapportons-la  aux  axes  FF'  et  YY'  ;  et  soient  x  et 

y  les  coordonnées  du  point  M.  Nous  aurons  (10,  rem.  1) 

MF^  ou    0^  —  if  4-  (.c  —  af'  et   MF^   ou   f-  =  if  +  [x  +  a)\ 
Or 

MF.MF'=ra'^   ou   po'=:a-,   d'où  p-p'-  =  a*. 

Mettant  pour  p^  et  p'-  leurs  valeurs,  il  viendra 

[y-  +  (•«  -  <]  [?/'  +  [^  +  «)']  =  «* 
ou 

[(//-  +  X-  +  «2)  —  2  ax]  [{if  +  x^'  +  a-)  +  2  ax]  —  a^ 

ou  bien 

(//'  +  a:-  +  «-)-  —  4  a-X'  =  a^, 
d'où 

if  -\-  X-  -+■  a-  =  v/4  a'X'  +  «*, 

en  ne  prenant  le  radical  qu'avec  le  signe  +,  attendu  que  le  premier  membre 
est  essentiellement  positi.t'.  De  là  on  tire 


if  =  a  y  4  X'  -+-a-  —  {x^-  -\-  a^).   ^ 

Telle  est  l'équation  du  lieu  cherché,  résolue  par  rapport  à  y-. 

Si  Ton  veut  obtenir  les  points  où  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x,  il  faut 
supposer  î/=0  dans  l'équation  non  réduite.  On  en  lire 

{x^—a'f  =  a\ 
ce  qui  donne 

X'  —  '^a^,   d'où    x=z±asJ^À, 
ou  bien 

X^-==:0,         d'où    X=:0. 

Les  premières  valeurs  répondent  aux  points  A  et  A',  et  s'accordent  avec  ce  qui 
a  été  dit  plus  haut.  La  dernière  valeur  répond  au  point  0.  En  faisant  varier  x 
de  G  à  a  y/^,  on  reconnaît  que  y  augmente  d'abord  pour  diminuer  ensuite  ; 
il  suffit  pour  s'en  assurer  de  donner  à  x  des  valeurs  particulières,  telles  que  : 
a      la     ôci 

On  verrait  que  la  plus  grande  valeur  de  y  a  lieu  entre  a;  =-t-q  ^^^c  r^r-j^r, 

et  que  la  courbe  a  bien  la  forme  que  lui  assigne  la  figure  19. 
Cette  courbe  est  connue  en  Géométrie  sous  le  nom  de  lemniscate. 

2±.  Les  exemples  qui  précèdent  suffisent  pour  faire  com- 
prendre comment  une  ligne  plane,  susceptible  d'une  définition 
géométrique,  peut  être  représentée  par  une  équation  entre  les 
coordonnées  rectilignes  de  ses  points  :  c'est  le  seul  but  que 
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nous  nous  soyons  proposé  pour  le  moment.  Les  élèves  pourront  « 
s'exercer  à  traiter  les  exemples  très-simples  qui  suivent ,  en 
ayant  soin,  avant  de  rechercher  l'équation  de  chaque  lieu,  de 
tâcher  de  déduire  de  l'énoncé  môme  la  forme  générale  que  ce 
lieu  affecte.  Quand  ils  auront  ensuite  trouvé  son  équation,  ils  y 
chercheront  la  vérification  de  la  discussion  synthétique  à  la- 
quelle ils  se  seront  déjà  livrés;  et  celte  comparaison  de  deux  mé- 
thodes, tout  en  fortifiant  leur  esprit,  aura  l'avanlage  de  leur  in- 
spirer plus  de  confiance  dans  les  indications  du  calcul.  (Le  lec- 
teur est  prié  de  faire  les  figures.) 

I.  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  la  différence  des  carrés  des  distances 
de  chacun  d'eux  à  deux  points  fixes  est  constante. 

II.  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés  des  distances  de 
chacun  d'eux  à  deux  points  fixes  est  constante. 

III.  Une  droite  OB  de  longueur  constante  peut  tourner  dans  un  plan  donné 
autour  de  son  extrémité  0;  une  seconde  droite  AB,  de  même  longueur  que  la 
première,  est  articulée  enB  avec  elle  par  une  de  ses  extrémités,  tandis  que 
son  autre  extrémité  A  est  assujc'tie  à  parcourir  une  droite  XX'  située  dans  le 
plan  donné  et  passant  parle  point  0.  On  demande  le  lieu  décrit  par  un  point 
déterminé  31  de  la  droite  AB. 

IV.  Étant  données  deux  droites  perpendiculaires  entre  elles  XX' et  YY'et  un 
point  A  sur  XX',  on  mène  par  le  point  A  une  droite  quelconque  terminée  en  B 
sur  YY',  puis  par  le  point  B  une  perpendiculaire  à  AB,  terminée  en  C  sur  XX'. 
enfin  parles  points  B  et  G  des  parallèles  à  XX'  et  à  YY'.  On  demande  le  lieu  du 
point  M  où  ces  parallèles  se  rencontrent. 

V.  Étant  données  deux  droites  qui  se  coupent,  XX'  et  YY',  et  un  point  A  situé 
dans  leur  plan,  on  mène  par  le  point  A  une  droite  quelconque  qui  coupe  les 
droites  données  en  B  et  en  C  ;  puis  par  les  points  B  et  C  des  parallèles  à  XX'  et 
à  Y  Y'.  On  demande  le  lieu  du  point  M  où  ces  parallèles  se  rencontrent. 

YI.  Étant  donnés  un  cercle  C  et  une  tangente  DD'  à  ce  cercle,  par  l'extré- 
mité 0  du  diamètre  perpendiculaire  à  la  tangente,  on  mène  une  droite  quel- 
conque qui  coupe  la  circonférence  en  I  et  la  tangente  en  B;  sur  le  prolonge- 
ment de  cette  droite  on  prend  une  longueur  BM  égale  à  BI  ;  on  demande  le 
li  u  du  point  M. 

VU.  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  le  produit  des  distances  de  chacun 
d'eux  à  une  droite  fixe  et  à  un  point  fixe  est  une  quantité  constante. 

Ylll.  Etant  donnés  un  cercle  0  et  un  diamètre  XX',  on  mène  deux  rayons 
rectangulaires  quelconques  OA  et  OB  ;  et,  de  l'extrémité  A  de  l'un,  on  abaisse 
sur  XX'  une  perpendiculaire.  On  demande  le  lieu  du  point  M  où  cette  perpen- 
dicul  dre  rencontre  l'autre  rayon  OB  prolongé. 
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§    5.  —  EXEMPLES  DE  LA  REPHÉSENTATION  DES  FONCTIONS  MATHÉMATIQUES 
OU  EMPiniQUES    PAR  DES   COURBES. 

28.  Fonctions  mathématiques  explicites.  —  Nous  Supposerons  d'abord 
qu'il  s'agisse  d'une  ionction  mathématique  donnée  sous  la  forme  î/=<p  [x], 
îiLiquel  cas  y  est  une  fonction  explicite  de  x. 

Pour  construire  la  courbe  représentant  la  loi  exprimée  par  cette  équation, 
on  donne  à  x  une  série  de  valeurs,  croissantes  ou  décroissantes,  comprises 
entre  les  limites,  s'il  y  en  a,  entre  lesquelles  y  reste  réel,  ou  depuis  0  jusqu'à 
des  valeurs  très-grandes,  positives  ou  négatives,  si  x  peut  passer  par  tous  les 
états  de  grandeur.  Pour  chaque  valeur  attribuée  à  x,  on  calcule  les  valeurs 
correspondantes  de  y,  et  l'on  construit  les  points  qui  ont  ces  valeurs  pour 
coordonnées.  Puis  par  tous  les  points  ainsi  obtenus  on  fait  passer  une  ligne 
continue,  qui  approchera  d'autant  plus  de  la  courbe  cherchée,  que  les  valeurs 
de  X  auront  été  plus  rapprochées,  et  que  le  dessin  aura  été  fait  avec  plus  de 
soin. 

Il  est  clair  que  si  l'équation  proposée  était  de  la  foYmex=(ù  (y),  la  marche 
serait  exactement  la  même;  on  attribuerait  des  valeurs  à  y,  et  l'on  en  dédui- 
rait celles  de  x. 

«3.  On  prend  ordinairement  les  valeurs  de  x  en  progression  arithmétique. 
Cela  n'est  pas  indispensable;  mais  il  y  a  avantage  à  le  faire  quand  la  fonction 
cp  est  une  l'onction  algébrique  entière,  parce  qu'alors  on  peut,  pour  calculer 
les  valeurs  successives  de  y,  faire  usage  des  différences,  ce  qui  abrège  notable- 
ment les  calculs. 

Soit,  par  exemple,  à  construire  une  équation  de  la  forme  y=:ax'^-hb.  On 
rencontre  des  équations  de  cette  forme  dans  la  détermination  de  la  courbe 
qu'affecte  la  chaîne  des  ponts  suspendus.  Supposons,  pour  fixer  les  idées, 

x^-\-\. 


a=:0,l 
On  fera  d'abord 

et 

b  =  \, 

d'où   y 

- 

:0,1.: 

ce  qui  donne 

X- 

y 

=  0,   X 

=  1, 
f  =  l,l, 

X: 
V 

=  2, 
=  1,4. 

d'où  les  deux  différences 

premières 

et  la  différeuce  seconde 

0,1 

et    0,"), 
0,2. 

Celle-ci  étant  constante,  on  calculera  immédiatement  la  série  des  différences 
premières  qui  sont  en  progression  arithmétique  ;  et  par  de  simples  additions 
on  obtiendra  des  coordonnées  consécutives,  comme  l'indique  le  tableau 
suivant  ; 

Abscisses:  0;     1;     2;     5;     4;     5;     G;     7;     8;     9;     10... 

Ordonnées  :  0  ;     1,1;  1,4;  1,9  ;  2,0;  5,5;  4,6;  5,9;  7,4;  9,1  ;  11... 

Différences  premières  :  1,1  ;  0,5;  0,5;  0,7  ;  0,9;  1,1  ;  î,5;l,5;  1,7;  1,9... 

Différences  secondes  :  0,2;  0,2;  0,2;  0,2  ;  0,2;  0,2;  0,2;  0,2;  0,2;  0,2... 
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Pour  les  valeurs  négatives  de  x,  les  ordonnées  seront  les  mêmes  ;  on  aura  donc 
Ja  courbe  indiquée  dans  la  figure  1  (planches).  On  a  pris  des  coordonnées  rec- 
tangulaires, comme  la  nature  de  la  question  l'indiquait.  On  ne  se  sert,  du  reste; 
de  coordonnées  obliques  que  dans  des  cas  particuliers,  que  nous  aurons  soin 
de  faire  connaître. 

Remarque.  —  Pour  construire  la  courbe  dont  nous  venons  de  nous  occuper, 
on  peut  encore  se  contenter  de  calculer  les  trois  premières  ordonnées  et  déter- 
miner consécutivement  toutes  les  autres  par  un  tracé  extrêmement  simple, 
fondé  sur  la  considéralion  des  diflérences. 

Soient  AO,  BP,  CQ  (fîg.  20)  les  trois  premières  ordonnées  équidistantes  ; 
joignons  AB  ;  prolongeons  cette  droite  jusqu'à  sa  rencontre  avec  CQ  en  G',  et 
menons  les  droites  AIH  et  BK  parallèles  à  Taxe  des  x.  Les  deux  diliérences  pre- 
mières sont  BI  et  CK;  la  différence 
seconde  sera  donc  CK  —  Bl  ;  mais,  d'a- 
près la  construction,  BI=:  CK  :  on  a 
donc    pour    la    différence    seconde 
CK — CK,  ou  ce.  Et  l'on  voit  que,  si 
cette  différence  seconde  eût  été  don- 
née, on  aurait  pu,  des  deux  premières 
ordonnées  AO  et  BP,  déduire  la  troi- 
sième CQ  ;  il  eût  suffi  pour  cela  de 
prolonger  AB  jusqu  en  C,  et  de  prendre 
C'C  égale  à  la  différence  seconde  don- 
née. On  obtiendra  donc  la  quatrième 
ordonnée  de  la  même  manière,  c'est- 
à-dire  que  Ton  joindra  BC,  qu'on  pro- 
longera cette  droite  jusqu'en  D',  et  qu'on  prendra  D'D=::CC.  Pour  avoir  la 
cinquième  ordonnée,  on  tirera  de  même  CD,  qu'on  prolongera  jusqu'en  E',  et 
l'on  prendra  E'E  =  CC,  et  ainsi  de  suite.  Les  points  consécutifs  dont  on  a 
besoin  pour  tracer  la  courbe  s'obtiennent  par  ce  moyen  de  la  manière  la  plus 
rapide. 

»4.  Comme  exemples  de  fonctions  mathématiques  explicites,  nous  con- 
struirons encore  les  équations  suivantes  : 


Fig.  20. 


y=:sinx. 


Pour  construire  cette  équation,  on  tracera,  d'un  rayon  arbitraire,  une  cir- 
conférence que  l'on  divisera  en  parties  égales  assez  petites  pour  qu'elles  puis- 
sent être  considérées  comme  se  confondant  sensiblement  avec  leurs  cordes,  ce 
qui  permettra  d'obtenir  avec  une  approximation  sufti santé  le  développement 
d'un  arc  composé  d'autant  de  parties  égales  qu'on  voudra.  La  courbe,  nommée 
sinusoïde,  est  représentée  dans  la  figure  2  (planches). 

II.  î/=  lO.log'o;. 

Nous  supposons  qu'il  s'agit  de  logarithmes  népériens.  Les  abscisses  seront 
les  nombres,  les  ordonnées  les  logarithmes.  On  aura  la  courbe  indiquée  par  la 
figure  5  (planches). 
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Celte  formule  exprime  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  pesanteur  en  différents 
lieux,  en  fonction  de  la  durée  i  des  oscillations  du  pendule  simple  dont  la  lon- 
gueur est  /.  Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  Z  =  !•",  et  nous  aurons  à 
construire  Téquation 

9,8696 

Les  abscisses  seront  les  valeurs  de  t  ;  les  ordonnées  seront  celles  de  g.  La 
courbe  a  la  forme  indiquée  par  la  figure  4  (planches). 

IV.  ()  =  [Ji-z)s/2^. 

On  rencontre  cette  équation  dans  la  théorie  du  mouvement  des  eaux.  Q  est 
le  volume  d'eau  écoulée  en  une  seconde  par  un  déversoir  d'un  mètre  de  large  ; 
h  et  z  sont  les  distances  du  niveau  de  l'eau  dans  le  bassin  au-dessus  de  la  crête 
du  déversoir  et  au-dessus  de  la  lame  d'eau  qui  le  recouvre  ;  g  est  le  nombre 
9"", 81.  Nous  supposerons  h  ^=  O™,^  ;  nous  prendrons  z  pour  abscisse  et  Q  pour 
ordonnée.  La  courbe  a  la  forme  qu'indique  la  figure  5  (planches). 

Les  élèves  pourront  s'exercer  sur  les  exemples  suivants  : 

y=i\-j-0,Sx  —  0,Ax-,   y  =  cosx,    y=^U\ngx, 

y=zsécx, 

yr=  —  a  log.  cos  .t, 


yz:z:mx 


\/^<- 


On  rencontre  l'avant-dernière  dans  l'évaluation  du  frottement  des  engre- 
nages, et  la  dernière  dans  la  théorie  du  mouvement  des  gaz. 

25.  Fonctions  mathématiques  implicites.  —  Supposons  en  second  lieu 
qu'il  s'agisse  d'une  fonction  implicite,  c'est-à-dire  que  les  deux  variables 
soient  liées  par  une  équation  que  l'on  ne  puisse  pas  résoudre  par  rapport  à 
l'une  d'elles. 

Pour  obtenir  les  valeurs  de  y  correspondantes  à  une  valeur  déterminée 
de  X,  on  aura  à  trouver  les  racines  d'une  équation  en  y  plus  ou  moins  com- 
pliquée, ce  qui  ne  pourra  se  faire  en  général  que  par  tâtonnements.  Le  tracé 
de  la  courbe  s'exécutera  du  reste  comme  dans  le  cas  d'une  fonction  explicite  ; 
il  n'y  aura  de  différence  que  dans  la  longueur  des  calculs. 

Mais  il  arrive  assez  fréquemment  qu'on  peut  abréger  l'opération  par  l'em- 
ploi d'une  variable  auxiliaire. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

x^  [%f-  -f-  x'-Y  —  2  {y^^  -h  x^)  (î/4  4-  a;*)  -h  %*==  0. 
Si  l'on  pose  y=ztx,  t  étant  une  variable  auxiUaire,  il  viendra 

a;8(f«+1)2_2x6(i2_|_l)(f4_^l)_^4^f4_0,       -^ 
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équation  qui  est  divisible  par  xK  Effectuant  cette  division,  on  tombe-  sur  une 
équation  bicarrée  en  x,  qui  donne 

x/=z-+:. — ^ —    et    x"—.±-    ^ 


v/r-  +  i  v^'  +  i 

d'où 

y'  —  -^  -y —    et    ?/"=±:-— iz=:. 
\/r'-hi  v^^'  +  i 

Pour  obtenir  autant  de  couples  de  valeurs  de  x  et  de  y  qu'on  le  voudra,  il 
suffira  donc  d'attribuer,  dans  ces  formules,  des  valeurs  à  la  variable  t. 


Ainsi,  pour  ^=0,  on  trouve  x'  =  0, 

î/r=rO, 

x"=±sj% 

/=:0; 

))           i=:\,        r>             .T'=±l, 

?/— ±1, 

x"  =  ±i. 

7/  =  ±l; 

V5 

v/5 

y/5 

v/5 

et  ainsi  de  suite. 

On  reconnaît  facilement  que  cette  méthode  est  applicable  toutes  les  fois  que 
l'équation  ne  contient  que  des  termes  de  trois  degrés  différents ,  dont  les 
indices  sont  en  progression  arithmétique,  comme  m  +  p,  m  et  m — p;car, 
en  remplaçant  y  par  tx,  Téquation  devient  divisible  par  .x'»— p,  et  il  reiite  une 
équation  de  la  forme  Ax'-^-h^xP  -^  C=0,  dans  laquelle  A,  B,  C  sont  des  fonc- 
tions de  t,  et  qui  se  résout  à  la  manière  des  équations  du  second  degré.  On  en 
tire  pour  x  des  valeurs  de  la  forme 

x=zo[t),    et  par  suite    y=:t(^[t), 

et  il  n'y  a  plus  qu'à  donner  des  valeurs  à  t  pour  obtenir  des  couples  de  valeurs 
correspondantes  de  x  et  de  y. 

Cette  méthode  réussit  à  plus  forte  raison  quand  l'équation  ne  contient  que 
des  termes  de  deux  degrés  différents.  Si  l'on  a,  par  exemple, 

Âa;2  +  B:rî/ +  C?/2  +  D.r  +  Eî/ =  0, 

en  posant  î/  =  te,  on  en  tirera  les  expressions  rationnelles 

_  Ef  +  D  _     ^  t{Et  +  D) 

^—      a^^-Bf-hA         ^^~     cr-4-Bf  +  A' 

Les  élèves  pourront  appliquer  cette  méthode  aux  exemples  suivants  : 
x'^  —  Dxy  -t-î/^rrr  0,   x^y"^  —  2x-y'^-\-xy  —  x^  =  0, 
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*•'  26.  Fonctions  empiriques.  —  Enfin,  il  peut  arriver  que  la  loi  qui  lie 
les  deux  variables  considérées  ne  puisse  être  exprimée  mathématiquement, 
et  que  Ton  ait  seulement  une  table  contenant  une  série  de  valeurs  correspon- 
dantes de  ces  variables.  Dans  ce  cas,  on  pourra  tracer  la  courbe  comme  il  a  été 
ditaun°  'IZ  ;  et  si  les  valeurs  contenues  dans  la  table  sont  assez  rapprochées, 
cette  courbe  représentera  avec  une  exactitude  suffisante  la  loi  inconnue  qui 
lie  entre  elles  les  deux  variables.  Elle  la  gravera  facilement  dans  la  mémoire  ; 
elle  permettra  d'obtenir  immédiatement  des  couples  de  valeurs  correspon- 
dantes intermédiaires  à  celles  de  la  table,  et  de  résoudre  ainsi,  à  un  degré 
d'approximation  presque  toujours  suffisant  pour  la  pratique,  le  problème  de 
rinterpolation.  Si  elle  a  une  analogie  plus  ou  moins  grande  avec  une  courbe 
connue,  sa  forme  pourra  suggérer  Eidée  d'une  relation  mathématique  qui  la 
représente  approximativement  (c'est  ce  que  Ton  nomme  une  relation  empiri- 
que). Enfin,  si  la  courbe  présente  quelque  anomalie  qui  rompe  sa  continuité, 
cette  circonstance  seule  indiquera  le  plus  souvent  qu'il  y  a  quelque  inexacti- 
tude dans  les  nombres  de  la  table,  et  suffira  pour  mettre  sur  la  voie  des  erreurs 
commises  dans  les  expériences  qui  les  ont  fournis. 

Ces  avantages  sont  si  frappants  (et  ce  ne  sont  pas  les  seuls),  que  tous  les 
expérimentateurs  font  aujourd'hui  v.sage  des  courbes  pour  représenter  les 
résultats  de  leurs  recherches.  11  est  donc  important  de  se  familiariser  avec 
leur  emploi. 

Nous  allons  en  donner  quelques  exem^iles  : 

La  fi<;ure  G  (planches)  donne  la  loi  de  la  dépression  du  mercure  due  à  la 
capillarité,  en  fonction  du  diamètre  intérieur  des  tubes.  Les  abscisses  sont 
proportionnelles  aux  nombres  de  millimètres  contenus  dans  le  diamètre  du 
tube,  et  les  ordonnées  aux  nombres  de  dixièmes  de  millimètre  contenus  dans 
la  dépression  correspondante. 

La  figure  7  (pi.)  représente  la  loi  qui  lie  la  tension  de  la  vapeur  d'eau  à  sa 
température.  Les  abscisses  sont  proportionnelles  aux  températures  exprimées 
en  degrés,  et  les  ordonnées  aux  tensions  exprimées  en  atmosphères. 

La  figure  8  (pi.)  montre  comment  varie  la  chaleur  latente  de  la  vapeur  d'eau 
avec  la  température.  Les  abscisses  sont  les  températures  ;  les  ordonnées  sont 
les  chaleurs  latentes. 

La  figure  9  (pi.)  peut  remplacer  une  table  hygrométrique.  Les  abscisses  sont 
proportionnelles  aux  nombres  de  degrés  de  l'hygromètre  à  cheveu  ;  les  ordon- 
nées aux  tensions  correspondantes  de  la  vapeur  contenue  dans  l'air. 

La  figure  10  (pi.)  exprime  comment  varie  la  réfraction  astronomique  en 
fonction  de  la  hauteur  apparente  des  astres.  Les  abscisses  sont  proportionnel- 
les aux  hauteurs  apparentes  exprimées  en  degrés  ;  les  ordonnées  sont  propor- 
tionnelles aux  réfractions  correspondantes  exprimées  en  minutes. 

ha  figure  11  (pi  )  donne  la  loi  de  solubilité  de  diiférents  sels  en  fonction  de 
la  température.  Les  abscisses  sont  proportionnelles  aux  températures;  les  or- 
données représentent  les  quantités  de  chaque  sel,  en  poids,  dissoutes  dans 
100  parties  d'eau. 

La  figure  12  (pi.)  représente  le  résultat  d'une  série  d'expériences  surTeffel 
utile  d'une  turbine  Fontaine-Baron.  Les  abscisses  sont  proportionnelles  aux 
nombres  de  tours  de  la  roue  dans  une  minute,  et  les  ordonnées  représentent 
les  valeurs  correspondantes  du  coefficient  iV effet  utile,  c'est-à-dire  du  rapport 
entre  l'effet  utile  réel  et  le  travail  absolu  du  moteur. 

Lafiyurc  13  (pi.)  représente  la  loi  de  la  morlalilé  en  France.  Les  ordonnées 
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sont  proportionnelles  aux  nombres  des  survivants  sur  100  naissances,  et  les 
abscisses  représentent  Tâge  des  survivants.  Par  exemple,  pour  a;  =0  on  a 
?/:=:'100,  et  poura;z=20  on  a?/ =  51;  cela  signifie  qu'en  général,  sur 
100  individus  nés  le  même  jour,  51  seulement  atteignent  l'âge  de  20  ans. 


g    4.    ^ —     DES    ÉQUATIONS    SIMULTANÉES    A    DEUX    VARIABLES.     POINTS    ET 
LIGNES    BIAGINAIRES. 

37.  Lorsque  deux  variables  x  ei  y  sont  liées  entre  elles  par 
deux  équations  simultanées 

nx,y)^0      [i]      et      o(x,y)  =  0,      [2] 

les  systèmes  de  valeurs  qui  satisfont  à  la  fois  à  ces  deux  équa- 
tions peuvent  être  considérés  comme  les  coordonnées  des  points 
communs  aux  deux  courbes  que  les  équations  [1]  et  [2]  repré- 
sentent. 

Si  l'on  peut  construire  ces  deux  courbes,  les  coordonnées 
des  points  communs  seront  les  systèmes  de  valeurs  qui  satis- 
font à  la  fois  aux  deux  équations  données  ;  et  la  construction  de 
ces  points  communs  remplacera  l'élimination  et  la  résolution 
de  l'équation  finale  qu'il  faudrait  effectuer  pour  résoudre  algé- 
briquement les  deux  équations  [1]  et  [2]. 

38.  Si  les  équations  données  sont  algébriques,  l'une  du 
degré  m  et  l'autre  du  degré  n,  on  sait,  par  le  théorème  de  Be- 
zout,  qu'elles  admettent  un  nombre  mn  de  systèmes  de  valeurs 
communes.  Et  si  les  deux  équations  représentent  deux  courbes, 
on  peut  dire  que  ces  courbes  ont  en  général  mn  points  com- 
muns. 

Ceci  suppose  que  toutes  les  solutions  communes  sont  réelles. 
Mais,  afin  de  conserver  à  l'énoncé  toute  sa  généralité,  on  con- 
vient de  regarder  les  solutions  imaginaires  comme  les  coordon- 
nées d'autant  de  points  imaginaires.  Et  l'on  peut  dire  alors  que 
deux  équations  algébriques  à  deux  variables,  l'une  du  degré  m, 
l'autre  du  degré  n,  représentent  deux  courbes  qui  ont  mn  points 
communs,  réels  ou  imaginaires.  Cette  convention  permet  de  gé- 
néraliser certaines  théories,  et  d'expliquer  quelques  résultats  de 
calculs  dont  il  serait  impossible  de  rendre  compte  par  des  con- 
sidérations purement  géométriques. 
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29.  Nous  remarquerons,  à  cette  occasion,  qu'une  équa- 
tion isolée,  à  deux  variables  ,  peut  être  telle,  qu'elle  ne  puisse 
être  satisfaite  par  aucun  système  de  valeurs  réelles.  Telle  est 
l'équation 

n  étant  un  nombre  positif.  On  dit  alors  qu'une  équation  de  ce 
genre  représente  une  courbe  imaginaire. 

Nous  n'insisterons  pas,  pour  le  moment,  sur  ces  considéra- 
tions, qui  trouveront  leur  application  plus  tard. 

30.  Après  avoir  montré  la  connexité  qui  existe  entre  les 
équations  à  deux  variables  et  les  courbes,  nous  aurions  à  abor- 
der le  sujet  principal  de  la  Géométrie  à  deux  dimensions,  qui 
est  l'application  du  calcul  à  l'étude  des  lignes  planes.  Mais  il 
est  indispensable  de  traiter  auparavant  quelques  questions 
secondaires  qui  faciliteront  cette  étude.  Ce  sera  l'objet  du  cha- 
pitre suivant. 


CHAPITRE  II 


HOMOGÉNÉITÉ. -CONSTRUCTION    DES  FORMULES.   -TRANSFORMATION    DES 
COORDONNÉES.  —   CLASSIFICATION  DES  LIGNES  PLANES 


g  1.    —     DE    l'hOMQGÉNÉITÉ   DES    FONCTIOISS    ET    DES    ÉQUATIONS. 

31.  Expressions  homogènes. —  On  a  vu  en  Algèbre  qu'un 
monôme  entier  est  dit  du  degré  7?i,  quand  la  somme  des  expo- 
sants des  lettres  qui  y  entrent  est  égale  à  m  ;  et  qu'un  poly- 
nôme entier  est  dit  homogène  et  du  degré  m  quand  tous  ses 
termes  sont  du  degré  m.  Si,  dans  un  pareil  polynôme,  on  multi- 
plie chaque  lettre  par  un  même  facteur  u,  le  polynôme  sera 
multiplié  par  ît'",  m  étant  entier. 

Plus  généralement,  on  dit  qu'une  fonction  est  homogène  et 
que  son  degré  dlio7no g énéité  est  m ^  lorsque,  chacune  des  lettres 
qui  y  entrent  étant  multipliée  par  un  même  facteur  u,  la  fonc- 
tion est  multipliée  par  u^\  m  pouvant  être  entier  ou  fraction- 
naire, positif  ou  négalif.  Telles  sont  les  fonctions 

A(a'-b'Y—ùa'b-^ab'      a  —  d-hsjTc        ^^~~^^1  . 


a^       —      —  '  .      ac      '     a'-\-{c—dY 

js/a'^-hhab  —  ^b^  ^—-j 

la  première  est  du  2"  degré,  la  seconde  du  degré  0,  la  troisième 
du  degré  —  1. 

H2.  11  arrive  souvent  que,  dans  une  fonction,  certaines  let- 
tres représentent  des  coefficients  numériques  dont  on  ne  déter- 
mine pas  la  valeur;  ces  lettres  ne  doivent  pas  être  comptées ^ 
parmi  celles  d'où  dépend  le  degré  d'homogénéité  de  la  fonction 
Par  exemple,  si  dans 

a'- -h  (y -h  mxY 
\ab  —  (my-^-xf 
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la  lettre  7ïi  désigne  un  coefficient  numérique,  la  fonction  est  ho- 
mogène. Elle  ne  le  serait  pas  dans  le  cas  conlraire. 

On  traite  également  comme  des  coefficients  numériques  les 
quantités  telles  que 

sina,     cosa,     tanga,     logg,     e^, 

dans  lesquelles  p  est  un  nombre  abstrait,  et  a  un  angle  exprimé 
en  degrés,  ou  un  nombre  abstrait  (auquel  cas  a  est  le  rapport 
d'un  arc  à  son  rayon). 

On  traiterait  encore  ces  mêmes  expressions  comme  des  coef- 
ficients numériques  si  a  et  p  étaient  remplacés  par  des  fonctions 
d'autres  lettres,  pourvu  que  ces  fonctions  fussent  homogènes  ei 
du  degré  0,  comme  si  l'on  avait 

siUx-    cos    -       =,    tangi-,    ipo-        ^         /.at+c». 

car  des  fonctions  du  degré  0  représentent  des  nombres,  et  si 
l'on  multiplie  a,  &  et  c  par  «,  le  facteur  u  disparaît.  Dans  tout 
autre  cas,  la  présence  d'une  expression  du  genre  des  précé- 
dentes dans  une  fonction  suffirait  pour  l'empêcher  d'être  ho- 
mogène. 

33.  Théorème.  —  Étant  donnée  une  fonction  homogène  de 
plusieurs  variables,  si  l'on  fait  la  somme  de  ses  dérivées  partielles 
multipliées  chacune  par  la  variable  correspondante^  on  obtient  pour 
résultat  la  fonction  proposée,  multipliée  par  le  degré  dliomo- 
généité. 

Soit  <^(x,  ?/,  z,  ...)  une  fonction  homogène  des  variables  a;,  y, 
^, ...  et  soit  m  le  degré  d'homogénéité.  On  aura  par  définition 

(^(ux,uy,uz,..,)=zu''o(x,y,z,...). 

Prenons  la  dérivée  des  deux  membres  par  rapport  à  u,  d'après  la 
règle  relative  aux  fonctions  composées,  nous  aurons 

Cette  relation  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  m,  on  peut  y  faire 
u  =  \^  ce  qui  donne 

^9'x-hy<^'y~hz<f',-\-...=:m<^(x,y,z,...), 

relation  qui  revient  à  l'énoncé  du  théorème. 

GÉOM.  AXAL.    SONXET   ET  FKONTEIIA.  7> 


54  GÉOMÉIRIK  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

Cetle  propriété  des  fonctions  homogènes  trouve  fréquemment 
son  application. 

34.  Équations   homogènes.  Principe  de  l'homogénéité. 

—  Une  équation  de  la  forme 

est  homogène  quand  la  fonction  o  est  homogène.  Une  pareille 
équation  jouit  de  cette  propriété  remarquahle,  qu'elle  ne  cesse 
pas  d'avoir  lieu  quand  on  multiplie  toutes  les  lettres  qui  y  en- 
trent par  un  même  facteur  u,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  quand 
on  y  remplace  ces  quantités  par  d'autres  qui  leur  sont  ]9ro];or- 
tionnelles.  En  effet,  par  suite  de  l'homogénéité,  on  a 

simestledegréd'homogénéité;  et, puisqu'on  a 9 («,/;,a^^, ?/,... )z=:0, 
on  aura  aussi 

o  (au,ba,xu^yu^ ...)  =  0. 

Il  résulte  de  là  que,  si  une  équation  entre  des  quanlités  concrètes 
de  même  espèce  est  homogène  par  rapport  à  ces  quantités^  c^est- 
à-dire  en  regardant  les  lettres  qui  représentent  les  autres  quantités 
comme  des  coefficients  numériques,  elle  est  indépendante  de  Vu- 
nité  commune  à  laquelle  les  quantités  concrètes  sont  rapportées. 
Car,  si  Ton  change  d'unité,  cela  reviendra  à  multiplier  les 
quanlités  concrètes  par  un  même  facteur  entier  ou  fraction- 
naire ;  or,  l'équation  étant  supposée  homogène  par  rapport  à 
ces  quantités,  elle  aura  lieu  indépendamment  du  facteur  intro- 
duit. 

35.  Réciproquement  :  Si  une  équation  entre  des  quantités  ^ 
concrètes  de  même  espèce  a  lieu  indépendamment  de  l'unité  à  la- 
quelle ces  quantités  sont  rapportées^  cette  équation  est  homogène, 
ou  elle  résulte  de  ï addition  de  plusieurs  équations  homogènes  de 
degrés  différents. 

En  effet,  soit 

l'équation  considérée,  dans  laquelle  M,  N,  P,  etc.,  sont  des  po- 
lynômes homogènes,  par  rapport  à  ces  quantités  concrètes, 
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et  dont  le  degré  est  respectivement  m,  n,  ];,  etc.  Si  l'on  change 
d'unité,  ce  qui  revient  à  multiplier  par  un  même  facteur  u 
toutes  les  lettres  qui  représentent  les  quantités  concrètes,  il 
viendra 

Mt*"'-hNw»-i-Pîi^4-...=:0. 

Or,  pour  qu'une  pareille  équation  ait  lieu  indépendamment  de 
M,  il  faut  qu'on  ait  séparément 

M=-0,    N=:0,     P==0,    etc., 

et  l'équation  proposée  résulte  de  l'addition  de  ces  dernières. 

Cette  propriété  des  équations  homogènes  et  sa  réciproque 
sont  connues  sous  le  nom  de  Principe  de  Vhomofjénéité. 

Conséquence.  — Toutes  les  relations  obtenues  entre  les  lignes 
d'une  figure  plane,  étant  indépendantes  de  l'unité  de  longueur, 
doivent  être  homogènes,  à  moins  qu'on  n'ait,  par  inadvertance, 
additionné  des  relations  séparément  homogènes,  mais  de  degrés 
différents. 

36.  Équations  qui  renferment  des  quantités  concrètes 
d'espèces  différentes.  —  Lorsqu'une  équation  renferme  des 
quantités  concrètes  d'espèces  différentes,  il  peut  se  présenter 
deux  cas. 

Les  unités  auxquelles  ces  diverses  espèces  de  quantités  sont 
rapportées,  peuvent  être  indépendantes  les  unes  des  autres. 
Dans  ce  cas,  si,  comme  cela  a  lieu  d'ordinaire,  la  nature  même 
de  la  question  indique  que  la  relation  ne  dépend  pas  du  choix 
des  unités,  elle  devra  être  homogène  par  rapport  à  chacune 
des  espèces  de  quantités  concrètes  en  particulier.  Nous  excluons 
le  cas  où  elle  résulterait  de  l'addition  de  plusieurs  équations 
homogènes  de  degrés  différents,  parce  que  ce  cas  ne  pourrait 
se  présenter  que  par  suite  d'une  fausse  marche  dans  les  cal- 
culs. 

Il  peut  se  faire,  au  contraire,  que  l'une  des  unités  dépende 
d'une  ou  de  plusieurs  autres  ;  il  faudra  alors  avoir  égard  à 
cette  dépendance  dans  l'application  du  principe  d'homogénéité. 

Supposons  d'abord  que  l'équation  contienne  certaines  lettres 
S,  S',  etc. ,  représentant  des  aires,  avec  d'autres  lettres  «,  /^  c,  etc. , 
représentant  des  lignes.  Il  faudra  se  rappeler  que  les  théorèmes 
de  Géométrie  sur  lesquels  on  s'est  appuyé  pour  établir  la  rela- 
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tion  proposée,  supposent  implicilement  une  certaine  relalion 
entre  l'unilé  de  longueur  et  l'unité  de  surface,  de  laquelle  il  ré- 
sulte que,  si  l'expression  numérique  des  lignes  de  la  figure 
est  multipliée  par  w,  celle  des  aires  de  cette  même  figure 
sera  nmltipliée  par  n^.  Il  s'ensuit  que,  dans  l'application  du 
principe  d'homogénéité,  on  devra  regarder  les  lettres  S,  S', etc., 
comme  étant  du  second  degré,  tandis  que  a,  b,  c,  etc.,  sont  du 
premier.  Ainsi  la  formule 

S-S'=:|(/l-/0(rt-f-&) 

est  homogène  si  S  et  S'  sont  des  aires,  /i,  h',  a  et  b  des  lignes. 

Supposons  ensuite  qu'il  y  ait  à  la  fois  dans  l'équation  des  vo- 
lumes Y,  V,  etc.,  avec  des  aires  S,  S',  etc.,  et  avec  des  lignes  «, 
b,  c,  etc.  On  se  rappellera  également  que  les  théorèmes  sur  les 
volumes  supposent  entre  les  unités  une  relation  telle,  que,  si 
l'expression  numérique  des  lignes  d'une  figure  est  multipliée 
par  M,  celle  des  volumes  le  sera  par  it ,  en  sorte  qu'on  devra 
regarder  V,  V,  etc.,  comme  étant  du  troisième  degré.  Ainsi  la 
formule 

V  -  V'==  I  (/i  - /O  (B  + /^ -f- s/"B) 

est  homogène,  si  Y  et  Y'  sont  des  volumes,  B  et  &  des  aires  h  et 
h'  des  lignes. 

37.  Cas  où  une  même  quantité  dépend  de  plusieurs 
unités. —  Il  peut  se  faire  encore  qu'une  même  quantité  dépende 
de  plusieurs  unités  indépendantes  entre  elles.  Dans  ce  cas,  cette 
quantité  sera  d'un  certain  degré  par  rapport  à  l'une  de  ces 
unités,  et  d'un  certain  degré  par  rapport  à  une  autre  unité,  et 
il  faudra  avoir  égard  à  cette  circonstance  dans  l'application  du  l 
principe  d'homogénéité. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  du  mouvement  unifor- 
mément varié, 

e-^lgt\     d'où    9=-^- 

On  voit,  par  cette  relation,  que  g  est  proportionnel  à  e,  qui 
est  du  premier  degré  par  rapport  à  l'unité  de  longueur,  et  en 

1 

même  temps  proportionnel  à-^,  qui  est  du  degré  —  '2  par  rap- 
port au  temps.  Si  donc  la  quantité  y  entre  dans  une  formule,  et 
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qu'on  y  multiplie  toutes  les  longueurs  p  ir  un  facteur  X,  et  toutes 
les  durées  analogues  à  t  par  un  facteur  0,  les  quantités  analo- 

1 
gucs  à  g  devront  être  multipliées  par  1  et  par  -^  En  ayant  égard 

à  cette  remarque,  on  reconnaît  facilement,  par  exemple,  que 
l'équation  du  pendule 

est  homogène.  Car,  en  multipliant  t  par  0,  /  par  X,  et  g  par 
~,  il  vient 

-Vf- 

formule  d'où  G  et  À  disparaissent. 

38.  Cas  où   l'une    des  quantités  est  prise   pour   unité. 

—  Enfin,  dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  supposé, 
sans  le  dire,  qu'aucune  des  quantités  qui  figurent  dans  le  pro- 
blème n'avait  été  prise  pour  l'unité  de  son  espèce.  S'il  en  était 
autrement,  il  pourrait  arriver  que  des  formules,  homogènes  au 
fond,  perdissent  l'apparence  de  l'homogénéité.  Mais  il  serait 
alors  facile  de  la  leur  rendre. 

Si,  par  exemple,  un  problème  de  Géométrie  conduit  à  la  rela- 
tion 

o{a,b,x,y,...)  =  0  [1] 

quand  l'unité  de  longueur  reste  arbitraire,  il  conduira,  lors- 
qu'on prendra  pour  unité  la  ligne  «,  à  l'équation 

OU  à 

?(l,fc',.r',?/,...)  =  0,  [3] 

u    X    V 

en  appelant  b',x\y\  ...  les  rapports  -,-,-,...,  c'est-à-dire  des 

nombres  abstraits.  L'équation  [5]  sera  homogène  au  fond,  puis- 
qu'elle aura  lieu  entre  des  nombres  abstraits  ;  mais  elle  n'of- 
frira pas  l'apparence  de  l'homogénéité.  Pour  la  lui  rendre,  il 


58  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

fr         1  1  1/       /       /  ^^'(^    ^'^    y'^^  X     j" 

suiiira  de  remplacer  b  ,  x\  ?/  , ...  par — ,  —,  '^— ,  ....  et    d  e- 

crire  ensuite  b  au  lieu  de  b'a-,  x  au  lieu  de  x'a,  y  au  lieu  de 
i/Oj ...  et  ainsi  de  suite;  on  retombera  ainsi  sur  l'équation  [2], 
qui  n'est  qu'une  autre  forme  de  l'équation  [i],  car,  en  la  mul- 
tipliant par  f/™,  si  771  est  le  degré  d'homogénéité,  on  retrouve 
Téquation  [1]. 

39.  La  considération  de  l'homogénéité  est  de  la  plus  grande 
importance  en  Géométrie  analytique  ;  elle  sert  de  moyen  con- 
stant de  vérification,  soit  pendant  la  mise  en  équation  des  pro- 
blèmes, soit  pendant  le  cours  des  opérations,  soit  enfin  lors- 
qu'on est  parvenu  au  résultat.  Elle  sert  de  moyen  mnémonique 
pour  retenir  les  formules.  Enfin  elle  rend  les  expressions  plus 
symétriques,  et  suggère  quelquefois  des  méthodes  de  calcul 
plus  promptes  et  plus  élégantes.  Il  est  donc  essentiel  que  les 
élèves  acquièrent  de  bonne  heure  ce  qu'on  pourrait  appeler  le 
sentiment  de  l'homogénéité;  ils  y  parviendront  en  s'exerçant  à 
vérifier  l'homogénéité  de  toutes  les  formules  qu'ils  rencontre- 
ront. Ils  pourront  faire  cet  exercice  sur  toutes  les  équations 
que  nous  avons  employées  jusqu'ici. 


g  2.  —  CONSTUUCTION    DES    EXPRESSIONS    ALGÉBRIQUES. 

40.  Lorsque  les  relations  qui  existent  entre  les  inconnues  et 
les  données  d'une  figure  ont  été  exprimées  analytiquement,  et 
que  Ton  a  obtenu  par  le  calcul  l'expression  algébrique  de  chaque 
inconnue,  il  reste  encore  à  traduire  en  Géométrie  les  résultats 
de  l'analyse,  c'est-à-dire  à  remplacer  les  opérations  indiquées 
par  des  constructions  géométriques.  C'est  ce  que  l'on  appelle 
construire  les  formules  obtenues. 

41.  Construction  des  expressions  rationnelles.  —  Nous 
supposerons  d'abord  que  l'inconnue  considérée  soit  une  ligne. 
Son  expression  devra  être  homogène  et  du  premier  degré. 

Si  elle  est  entière  et  de  la  forme 

x=^a-{-b  —  c-i-  d  —  6% 

il  suffira,  pour  la  construire,  de  porter  sur  une  droite  indéfinie 
XX'  (fig.  21)  et  dans  un  même  sens,  à  partir  d'un  point  déter- 
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miné  0,  une  série  de  longueurs  OA,  AB,  BD  respectivement 
égales  aux  lignes  «,  b,  cl  qui  sont  précédées  du  signe  h-  ;  et  de 
porler  ensuite    en    sens  ^,  ^  ^ 

contraire,    à   partir   du    "r      '      o        *      a        ^~l       iPT 
dernier  point  obtenu  D,  p^^  21 

une  série  de   longueurs 

DC,  CE  ou  CE'  respectivement  égales  aux  lignes  c  et  ^  qui  sont 
précédées  du  signe  — .  Le  résultat,  c'est-à-dire  la  valeur  de  x^ 
seraOE  ouQE',  et  devra  erre  considéré  comme  positif  ou  comme 
négatif,  suivant  que  le  point  E  sera  situé,  par  rapport  au 
point  0,  du  côté  que  l'on  a  adopté  pour  le  sens  positif  ou  du 
côté  opposé. 

4S.  Si  la  valeur  de  x  est  fractionnaire  et  de  la  [forme 

ah 

x^=— , 
m 

on  la  consiruira  en  cherchant  une  4"  proportionnelle  aux  lignes 
?«,  a  et  h,  de  telle  sorte  qu'on  ait  m:  a  =  b:  x,  ce  que  l'on  sait 
faire. 
Si  elle  est  de  la  forme 

abcd  ah  c  d 

x= ou  x^= -, 

mnp  m  n  p 

on  construira  sucessivement  une  4''  proportionnelle  y  aux  trois 
lignes  m,  a  et  b  ;  une  4'  proportionnelle  z  aux  trois  lignes  y,  c 
et  n;  enfin  une  4"^  proportionnelle  x  aux  trois  lignes  p,  d  eiz. 
On  aura,  en  effet,  successi- 
vement : 

mij=ab^  nz=cy,  px  =  dz, 

d'où,  en  multipliant  membre 
à  membre  : 

mnpx=abcd, 

et,  par  suite, 

abcd 


Fig.  22. 


mnp 

On  peut  lier  les  constructions  de  manière  à  les  abréger.  Par 
un  point  0  (tig.2*2)  menons  deux  droites  sous  un  angle  quelcon- 
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que  ;  et  portons  alternativement  sur  chacune  d'elles,  à  parlir 
du  point  0,  les  distances 

OA,  OB,  OC,  OD,  OM,  ON,  OP, 

respectivement  égales  à 

tty  b,  c,  rf,  m,  n,  p  ; 

joignons  BM,  CN,  DP;  puis  menons  à  ces  droites  les  parallèles 
respectives  AY,  YZ,  ZX  :  la  distance  OX  sera  la  longueur  de- 
mandée. La  symétrie  de  cette  construction  la  rend  facile  à 
retenir. 

43.  Si  la  valeur  de  x  est  une  fraction  à  termes  polynômes, 
on  pourra  toujours  rendre  ces  deux  termes  entiers.  Soit  donc, 
pour  fixer  les  idées, 

a^b  —  '5a^bc-hMd^ 

^~  2ab'-h^bc'  —  d'    ' 

Après  avoir  choisi  une  ligne  arbitraire  w,  divisons  chacun 
des  deux  termes  par  une  puissance  de  u  inférieure  d'une  unité 
au  degré  de  ce  terme,  puis  multiplions  le  numérateur  par  u 
pour  rétablir  l'homogénéité;  l'expression  prendra  la  forme 

H)     '5a'bc     4c'd'' 


aH) 


2a¥      Uâ      d' 
n*         11^      u^ 

Chacun  des  termes  entre  parenthèses  au  numérateur,  et  cha- 
cun des  termes  du  dénominateur,  pourra  se  construire  d'après 
la  règle  du  numéro  précédent  ;  soient  A,  B,  C,  D,  E,  F,  les  va- 
leurs de  ces  termes,  on  aura 

^A-B  +  C) 
^—    D+E-F • 

Les  expressions  A  —  B-hG  et  D  +  E  —  F  se  construiront 
d'après  la  règle  du  ïf  4f  ;  et  si  M  et  N  sont  leurs  valeurs  res- 
pectives, on  aura 


^-"N' 


4*  proportionnelle  à  N,  M  et  w. 
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La  ligno  u  étant  arbitraire,  on  peut  souvent  la  ctioisir  de 
manière  à  diminuer  le  nombre  des  opéralions.  Soit,  par 
exemple, 

^-        <2a' -\- U'b -Ub'^  -  b' 
En  prenant  u  =  a,  on  mettra  l'expression  sous  la  forme 

/  au       ^b"       ^^'        o^' 

al  a  —  Qb-] i-  +  2-, 

V  a        a^        a'' 

x=: — ^ 


b^     b^ 

2a +  4^  —  0 , 

a      cr 

et  Ton  n'aura  à  appliquer  la  règle  du  ïf  43  qu'aux  trois  ex- 
pressions 

b'     b'     b' 

a     cr     a" 

qui  s'obtiennent  par  une  môme  construction.  Sur  les  deux  côtés 

d'un  angle  0  (lig.   25),   et  à 

partir  du  sommet ,  on  prendra 

OA=OA'=r:«,     OB  =  OB'==/>; 

puis  on  mènera  BM  parallèle  à 

AB',  MN  parallèle  à  A'B,  enfin 

NP   parallèle  à   AB'.    On    aura 

ainsi 

a 

Si  les  deux  polynômes  sont  décomposables  en  facteurs,  cette 
circonstance  abrège  les  opérations. 

44.  Construction  des  expressions  irrationnelles.  —  Sup- 
posons maintenant  que  la  valeur  de  a;  soit  irrationnelle. 

Si  elle  se  réduit  à  un  radical  du  second  degré,  la  quantité 
placée  sous  le  radical  devra  ôtre  homogène  et  du  second  degré. 

Soit  à'sihordx=\lab.  Cette  valeur  se  construira  en  cherchant 
une  moyenne  proportionnelle  entre  les  lignes  a  et  b. 

Soit  x=^\Ja^-\-b^»  L'inconnue  x  sera  l'hypoténuse  d'un 
triangle  rectangle  dont  les  deux  côtés  sont  a  et  b. 

Soit  x=:\Ja^  —  b^.  L'inconnue  ic  sera  l'un  des  côtés  de  l'angle 
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droit  d'un  triangle  rectangle  dans  lequel  a  est  riiypolénuse  et  h 
l'autre  côté  de  l'angle  droit  ;  ou  bien  x  sera  une  moyenne  pro- 
portionnelle cnti'c  a  +  b  ci  a  ~  b. 

45.  Si  le  radical  porte  sur  une  fraction  algébrique,  le  degré 
de  son  numérateur  devra  surpasser  de  2  unités  celui  de  son  dé- 
nominateur. Soit  donc,  pour  fixer  les  idées, 


bc' 


Après  avoir  choisi  une  longueur  arbitraire  u,  divisons  chaque 
terme  par  une  puissance  de  u  inférieure  d'une  unité  au  degré 
de  ce  terme,  et  multiplions  le  numérateur  par  ?(-  pour  rétablir 
l'homonfénéité  ;  il  viendra 


V 


/«' 


a^       ,a'b'      bc 

--  —  4— 7- H r 

ç,  Œ'      r.  b& 

W  XI- 


La  quantité  entre  parenthèses  peut  être  réduite  à  une  ligne  ?n, 
et  le  dénominateur  à  une  ligne  n  ;  il  reste  donc 


uni 

— î 
n 


x=y—     ou     x=\^n. 
et,  si  V  désigne  une  4''  proportionnelle  à  n,  /n  et  w, 

qui  est  une  moyenne  proportionnelle  entre  /*  et  î;. 

On  peut,  par  cette  méthode,  construire  tous  les  radicaux  du 
second  degré.  Mais  m,  restant  arbitraire,  le  clioix  qu'on  fera 
permettra  souvent  d'abréger  les  opérations. 

46.  Construction  des  racines  des  équations  du  second 
degré.  —  L'équation  du  second  degré  se  présentera  sous 
l'une  des  quatre  formes 

X-— ];x'  +  fy=0,  ^        [1] 

x-  —  ]}x  —  (i=^0^  '       [2] 

x"-\-\)x-\-([-r^\)^  [5| 

x--\-\)x — r/=0,  [4] 

équations  dans  lesquelles  p  et  q  sont  supposés  positifs. 
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Pour  riiomogénôitéde  ces  formules  (36)  il  faut,  si  x  repré- 
sente une  ligne,  que  p  représente  également  une  ligne  et  que  q 
représente  une  surface. 

Cela  posé,  considérons  en  premier  lieu  l'équation  [\\.  On 
pourrait  en  tirer  les  valeurs  de  x  et  les  construire  d'après  les 
règles  données  au  n°  44.  Mais  il  est  plus  simple  de  remarquer 
que  l'équation  peut  s'écrire 

x(])—x)=:q, 
ou 

x[i)—x)^=^c\ 

en  appelant  c  le  côté  du  carré  équivalent  à  la  surface  q.  On  voit 
donc  que  x  et  p — x  sont  les  côtés  d'un  rectangle  équivalent  à 
ce  carré;  d'ailleurs  la  somme  de  a;  et  de  p  — a?  est  \);  la  ques- 
tion revient  donc  à  construire  un  rectamjle  équivalent  à  un  carré 
donné  et  dont  les  côtés  fassent  une  somme  égale  aune  ligne  donnée^ 
problème  de  Géométrie  élémentaire. 

Considérons  en  second  lieu  l'équation  [2].  Elle  peut  s'écrire 

X{X  —  l))z=z:q  =  C-. 

Ici  les  côtés  du  rectangle  équivalent  à  la  surface  q  sont  x  et  x~p, 
lignes  dont  la  différence  est  p.  La  queslion  revient  donc  à  cet 
autre  problème  connu  de  Géométrie  élémentaire  :  Construire  un 
rectangle  équivalerit  à  un  carré  donné,  et  dont  les  côtés  diffèrent 
d'aune  ligne  donnée. 

Quant  aux  équations  [5]  et  [4],  on  les  ramènera  aux  deux  pré- 
cédentes en  posant  x^=  —  x' . 

En  examinant  les  cas  particuliers  que  peuvent  présenter  les 
deux  constructions  ci-dessus  indiquées,  on  retrouverait  toutes 
les  circonstances  de  la  discussion  des  équations  du  second  degré. 
Nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

47.  Construction  des  angles.  —  Nous  avons  supposé  jus- 
qu'ici que  l'inconnue  était  une  ligne  ;  il  pourrait  arriver  que 
ce  fût  un  angle.  Cet  angle  sera  donné  en  général  par  une  de 
ses  lignes  trigonométriques  ;  dans  ce  cas,  l'expression  obtenue 
devra  être  homogène  et  du  degré  zéro;  elle  pourra  donc,  après 
des  transformations  convenables,  et  par  des  procédés  analogues 
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à  ceux  que  nous  avons  employés  plus  haut,  être  mise  sous  la 
forme  v,  a  et  b  élant  des  lignes.  Gela  posé  , 


b' 

Rin/r=: 

b 


Soit    sina;=y^:  si  on  construit  un  triangle  rectangle  ABC 

(fig.  24)  qui  ait  pour  hypoténuse  b  et  pour 
l'un  des  deux  autres  côtés  a,  l'angle  de- 
mandé sera  l'angle  opposé  au  côté  a. 

Soit  cos  x=y:  la  même  construction  élant 
b 

faite,  l'angleo:;  sera  l'angle  adjacent  au  côté  a. 

Soit  tangx—     :  l'inconnue  est  l'angle  opposé  à  a  dans  un 

triangle  rectangle  qui  aurait  pour  côtés  de  l'angle  droit  a  et  b. 
Les  deux  premières  constructions  supposent  a<,b;  la  troi- 
sième sera  toujours  possible. 

48.  Soit  à  construire 

ab  +  cd 

tango;  == t-.-> 

°        ac  —  bd 

on  en  tire,  en  divisant  les  deux  termes  par  ac, 

b     d 

-+- 
c     a 


tango;: 


1 .- 

c  a 


Posons  tangî/=- et  tang:s=- :  ces  angles  se  construisent 

V  (X 


facilement  d'après  la  règle  donnée  ci-dessus,  et  il  vient 

tangî/H-tang2 
1  —  tangî/.tang^ 


tango;=  ^j f^^^,.  ^^^^^  =  ^^^g (?/ 


c'est-à-dire  que  x  est  la  somme  des  angles  y  et  z. 
Soit  à  construire 


V ^^^  +  (i^  —  \(^^  —  (i^  . 
smo;=:-^^ — 


2a 
on  peut  écrire 

2sina;=\/lH 


v''-:-\/'-,r 
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celle  formule  ne  pouvant  être  réelle  qu'autant  que  b  est  moindre 
que  a,  on  peut  poser  sin  îj  =  -,  on  a  alors 


m 


2  sina;  =  \/l  -+-sïny—  \J \  —  sin?/  =  2sin|  ?/, 

c'est-à-dire  que  l'angle  x  est  la  moitié  de  l'angle  y. 

(Nous  avons  admis  implicitement  dans  ces  deux  exemples 
qu'il  s'agissait  du  plus  petit  des  angles  dont  on  donne  la  tan- 
gente ou  le  sinus.) 

49.  Construction  des  surfaces  et  des  volumes.  —  L'iriconnuft  d'un 
problème  peut  être  une  surface  ou  un  volume. 

Dans  le  premier  cas,  Texpression  obtenue  doit  être  homogène  et  du  second 
degré.  On  pourra  toujours  représenter  cette  surface  par  un  rectangle  dont  on 
se  donnera  arbitrairement  la  base  a;  et  Ion  n'aura  plus  qu'à  construire  la 
hauteur  x  de  ce  rectangle.  S  représentant,  pour  abréger,  Texpression  obtenue 
pour  la  surlace  en  question,  on  a 

S 

bx  =  S  ;     d"où    X"  =  -  » 

a 

Or  le  numérateur  S  étant  homogène  et  du  second  degré,  la  valeur  de  x  sera 
homogène  et  du  premier  degré;  et  l'on  saura  la  construire  par  les  méthodes 
exposées  ci-dessus.  On  pourra  profiter  de  Tindétermination  de  a  pour  simpli- 
fier les  opérations  s'il  y  a  lieu. 

Dans  le  cas  où  l'inconnue  est  un  volume,  l'expression  obtenue  doit  être  ho- 
mogène et  du  troisième  degré.  On  peut  toujours  représenter  ce  volume  par 
un  parallélépipède  rectangle  dont  on  se  donne  deux  dimensions  a  et  b;  et  l'on 
n'a  plus  à  construire  que  la  troisième  dimension,  que  nous  appellerons  x. 
Si  V  représente  alors,  pour  abréger,  l'expression  obtenue  pour  le  volume  en 
question,  on  aura 

V 
abx  =  V  ;     d'où     x=:-j. 
ab 

Le  numérateur  V  étant  homogène  et  du  troisième  degré,  la  valeur  de  x  sera 
homogène  et  du  premier  degré  ;  et  l'on  saura  la  construire.  On  profitera  de 
l'indétermination  de  a  et  de  b  pour  simplifier  les  opérations  si  cela  est  pos- 
sible. 

50.  Les  élèves  pourront  s'exercer  à  construire  :  1"  les  racines  des  équations  : 

ax'  -h  b^x  -\-c^=:0,    ax^  4-  ¥x^  -f-  c^=  0 ; 
2*  les  lignes  représentées  par 


i^-^^r  ^^^'^'  \/s::- 


\/-t^''   v:-^:' 


—  b->r  \lb-  +  c^ 
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5°  les  angles  donnés  par  les  relations  : 


a  —  \la-  —  h^ 
sin  X  = 


4  A'^  —  <^f^ 

(ang.lr=:\/     , ,; 

a^S^ci^-h^-  °         \  ah  +  ccV 

.la  —  h        .  ,  \'a  —  \'b       ,  2 

sm  x=  \/ — —  ,     sin.i-  =  : —,     laiig  x=—- 

\  a-hh  -\/a  +  b  «'- 

4°  la  surlace  qui  a  pour  valeur 


y/a*  —  AaH)  -f  (jci-b''  —  iab'^  ; 
5"  le  volume  donné  par  Texpression 


oa-b  H-  sja^b'  —  'za'hc-  +  2c^. 


g  5.    —  DE  LA  TliAINSFOmiATION  DES  COOHDOINNÉES  liECTJLIGINES. 

51.  On  a  vu,  au  n*'  13,  que  l'équation  du  cercle  prend  une 
forme  plus  ou  moins  simple,  suivant  le  système  de  coordonnées 
auquel  on  le  rapporte.  Si  l'on  prend  des  axes  obliques  quelcon- 
ques, l'équation  est,  comme  on  l'a  vu, 

(x  —  y-Y  +  {y  —  \^Y  +  2  (a;  —  a)  {y  —  p)  cos  0==r'  ; 

si  l'on  prend  des  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre,  elle 
se  réduit  à 

L'équation  de  la  droite  elle-même,  qui  est,  en  général,  de  la 
forme 

y  =iax-hh, 

se  réduit  à  i/  =  ax^  quand  l'origine  est  un  point  de  la  droite  ; 
et  même  à  î/=0,  si  Ton  prend  pour  axe  des  x  la  droite  elle- 
même  (IS). 

Ces  deux  exemples  suffisent  pour  faire  comprendre  l'avan- 
tage qu'il  y  a,  dans  certains  cas,  à  déduire  de  l'équation  d'une 
courbe  par  rapport  à  de  certains  axes  l'équation  de  la  même 
courbe  par  rapport  à  d'autres  axes  ;  c'est  en  cela  que  consiste 
le  problème  de  la  tram  formation  des  coordonnées.  Il  est  facile  de 
voir  qu'il  se  réduit  analytiquement  à  exprimer  les  coordonnées 
anciennes  en  fonclion  des  nouvelles  ;  car,  si  l'on  remplace 
alors,  dans  l'équation  d'une  courbe,  les  anciennes  coordonnées 


Fis.  r. 
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par  leur  valeur,  on  aura  une  relation  constante  entre  les  coor- 
données nouvelles,  qui  représentera  la  courbe  rapporlée  aux 
nouveaux  axes. 

Mais,  avant  d'aborder  ce  problème,  nous  allons  exposer 
quelques  notions  relatives  aux  projections. 

5S.  Notions  sur  les  projections.  —  DÉFmrnoN  I.  On  sait 
que  la  projection  orthogonale  d'un  point  A  (fig.  25)  sur  un 
axe  X'X  est  le  pied  A'  de 

la  perpendiculaire  abais-  ^^ 

sée  du  point  A  sur  cet  axe.  a,^-^^  ■ 

Jf.    La    projection    or-  \  j 

thogonale     d'une     droite     -^. — • -^ ^, — —^ 

de  longueur  donnée  AB 
(fig.  25)  sur  un  axe  indé- 
fini et  situé  dans  le  même  plan  est,  à  un  point  de  vue  pure- 
ment géométrique,  la  distance  absolue  A'B'  des  projections  de 
ses  extrémités. 

53.  Toutefois,  afin  de  généraliser  les  formules,  on  convient 
de  regarder  la  projection  d'une  droite  comme  une  quantité  algé- 
brique. Ainsi,  pour  déterminer  le  signe  de  la  projection  d'une 
droite  AB  (fig.  25),  on  imagine  que  cette  droite  est  parcourue  par 
un  point  mobile,  parlant  de  l'une  de  ses  extrémités,  en  môme 
temps  que  la  projection  de  ce  mobile  parcourt  la  projection 
A'B'  de  cette  droite.  Alors,  si  la  projection  du  mobile  se  meut 
dans  le  sens  de  la  partie  positive  de  l'axe  X'X,  pour  décrire 
A'B',  on  considère  cette  dernière  projection  comme  positive  ; 
mais  on  la  considère  comme  négative  dans  le  cas  contraire. 

Il  résulte  de  cette  convention  que,  si  le  mouvement  du  mo' 
bile  fictif  change  de  seiis,  la  projection  de  la  droite  change  de 
signe.  Nous  indiquerons  d'ailleurs  le  sens  du  mouvement  par 
l'ordre  des  lettres  qui  désignent  la  droite  que  l'on  projette. 
Ainsi,  d'après  ces  conventions,  on  a 

proj .  AB  =  —  proj .  BA . 

54.  Théorème. —  La  projection  orthogonale  dune  droite  limitée 
AB  (fig.  26)  sur  un  axe  indéfini  X'X  est  égale  algébriquement, 
c^ est- à-dire  pour  la  grandeur  et  pour  le  signe,  au  produit  de  la 
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longueur  absolue  de  AB  par  le  cosinus  de  Fanyle  que  la  direc- 
tion Xh  fait  avec  la  partie  positive  de  l'axeX'X^  cet  angle  pouvant 
varier  de  0  à  180". 

Convenons  de  compter  les  longueurs  positives  de  X'  vers  X, 
et  supposons  d'abord  que  AB  (fig.  26)  fasse  un  angle  aigu  avec 


A    D' 


A'      X 


fis.' 


Fig.  27. 


X'X.  La  projection  A'B'  est  positive,  et  si  nous  menons  AD  pa- 
rallèle à  X'X,  on  a  A'B'=:AD.  Gela  posé,  le  triangle  rectangle 
ABD  donne 


donc 


AD  ==^  AB  cos  MD^  AB  cos  (AB,X'X)  ; 
proj.AB=ABcos(AB,X'X). 


Supposons  maintenant  que  AB  (fig.  27)  fasse  un  angle  obtus 
avec  X'X.  La  projection  de  AB  est  négative  et  égale  à  — A'B'.  Si 
nous  menons  encore,  par  le  point  de  départ  du  mobile  fictif, 
AD  parallèle  à  X'X,  nous  avons 


Or 

d'où 

et 

par  conséquent 

c'est-à-dire 


A'B'=:AD=ABcosBAD. 
BAD=180"--BAD'r=:180"  — ang(AB,X'X), 
cosBAD^:— cos(AB,X'X) 

A'B':=-ABcos(AB,X'X); 
—  A'B'r=:=ABcos(AB,X'X), 
proj.ABz=ABcos(AB,X'X). 


Ce  théorème  est  vrai,  quelle  que  soit  la  position  de  la  droite 
AB  par  rapport  à  Taxe  X'X.  Nous  engageons  les  élèves  à  répéter 
la  démonstration  pour  d'autres  positions  de  AB. 
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Remarques.  —  I.  La  projection  orthogonale  d'une  droite  per- 
pendiculaire à  l'axe  est  égale  à  zéro. 

II.  La  projection  d'une  droite  parallèle  à  l'axe  est  égale  à  la 
droite  elle-même. 

III.  Les  projections  de  deux  droites  égales  et  parallèles  sont 
égales. 

55.  Théorème.  —  La  somme  algébrique  des  projections  des 
côtés  d'un  contour  polygonal  fermé,  sur  un  axe  quelconque,  est 
égale  à  zéro. 

Soit  ABCDEFA  (fig.  28)  un  contour  rectiligne  fermé.  Imagi- 
nons qu'un  mobile  parti  du  point 
A  parcoure  tout  le  contour,  tou- 
jours dans  le  même  sens,  et  re- 
vienne au  point  A.  La  projection 
de  ce  mobile  sur  Taxe  X'X  par- 
court elle-même  les   projections     Y' — a' r 

des  côtés  du  contour.  Or,  elle  part  Fig.  28. 

du  point  A',  projection  du  point 

de  départ  A  du  mobile,  et  revient  à  ce  même  point  A'.  Donc 

la  somme  algébrique  de  toutes   les  projections  des  côlés  du 

contour  est  nulle,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

GoROLLAiiŒ.  —  Les  projections  étant  orthogonales  y  si  nous  dési- 
gnons par  rt,  6,  c...  /,  les  valeurs  absolues  des  côtés  d'un  con- 
tour fermé,  et  par  a,  p,  ^(..,\  les  angles  que  les  directions  de  ces 
côtés  font  avec  la  partie  positive  de  l'axe  de  projection,  nous 
aurons,  en  vertu  du  théorème  précédent, 

fl  cos  a  H-  t  cos  g  H-  c  cos  Y  -H . . . .  ~h  /  cos  X  =:  0 , 

ce  que  l'on  écrit  en  abrégé 

2  a  cos  a  =  0, 

la  lettre  S  tenant  lieu  du  mot  somme. 

56.  Lorsque  le  contour  que  l'on  projette  n'est  pas  fermé,  on 
nomme  résultante  de  ce  contour  la  droite  qui  joint  le  point  de 
départ  du  mobile  fictif  au  point  d'arrivée. 

Théorème.  —  La  projection  de  la  résultante  d\m  contour  poly- 
gonal est  égale  à  la  somme  algébrique  des  projections  de  ses  côtés. 

GÉOM.   ANAL.    SON^ET  ET   FRONTEBA  4 
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Soit  ABCDEF  (fig.  29)  un  contour  polygonal  non  fermé, 
et  soit  AF  la  résultante.  Le  contour  ABCDEFA  étant  fermé, 
on  a  (55) 

proj .  AB-hproj .  BG+proj .  CD+proj .  DE+proj .  EF-hproj .  FA=0. 

Mais  (54) 

proj .  FA =  —  proj .  AF  ; 
donc 

proj.  AF= proj.  AB+ proj.  BC  +  proj .  CD  -h  proj.  DE  +  proj.  EF. 

Corollaire.  —  Si  l'on  projette  sur 
un  même  axe  deux  contours  recti- 
lignes  ayant  le  même  point  de  dé- 
part et  le  même  point  d'arrivée, 
les  projections  orthogonales  de  ces 
deux  contours  non  fermés  sont 
g.  29.  égales. 

al.  Au  lieu  de  projeter  les  points  d'un  plan  sur  un  axe  par  des  perpendi- 
culaires à  cet  axe,  on  peut  les  projeter  par  des  parallèles  à  une  direction 

donnée  faisant  avec  l'axe  un  angle  donné 
6.  On  a  alors  ce  que  Ton  appelle  des  pro- 
jections obliques. 

Tout  ce  que  nous  avons  dit  des  projections 
orthogonales,  et  particulièrement  les  théo- 
rèmes des  numéros  55  et  56,  subsiste  pour 
Firr,  50.  ^6S  projections  obliques.  Mais  la  projection 

d'un  chemin  AB  (fig.  30)  sur  un  axe  X'X, 
c'est-à-dire  A'B',  n'a  plus  pour  valeur  le  produit  de  AB  par  le  cosinus  de  l'angle 
BAD  ou  a  que  ce  chemin  lait  avec  une  parallèle  AD  à  Taxe.  Le  triangle  ABD 
donne 


AD 
AB' 


sinABD 
sin  ADB 


AD      sin  (6  —  a) 


^^     AB  = 


sin  6 


d'où  AD  =  AB.- 


«) 


sinô 


Le  théorème  du  n»  55  serait  donc  exprimé  par 


ï„5îLiL-;ii^=o, 


OU  simplement 


sin  9 
1  a  sin  (ô— a)  =  0, 
en  supprimant  le  dénominateur  sin  6,  qui  ne  saurait  être  nul. 


58.  Ces  notions  établies,  nous  revenons  aux  formules  pro- 
pres à  changer  d'axes; 
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La  transformation  la  plus  générale  consiste  à  changer  à  la 
fois  l'origine  et  la  direction  des  axes  ;  mais  il  est  plus  simple 
de  faire  la  transformation  en  deux  fois  :  on  transporte  d'abord 
les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  puis  on  change  leur  direc- 
tion sans  changer  d'origine. 

59.  Première  transformation.  —  Nous  supposerons  d'a- 
bord que  Taxe  des  x  reste  le  même,  et  que  le  nouvel  axe  des  y  soit 
parallèle  à  l'ancien.  Soient  OXetOY  (fig.  31)  les  anciens  axes  ; 
soit  O'Y'  le  nouvel  axe  des  y. 

Considérons  un  point  quelcon- 
que M  du  plan  ;  menons  MP  pa- 
rallèle à  OY.  Appelons  x  l'an- 
cienne abscisse  du  point  M,  x' 
la  nouvelle ,  et  a  l'abscisse  de 
la  nouvelle  origine  par  rapport 
à  l'ancienne. 

Quelles  que  soient  les  posi- 
tions relatives  des  points  0,  0'  et 
P,  la  ligne  OP  peut  toujours  être  considérée  comme  la  résul- 
tante des  deux  lignes  00'  et  O'P  qui  ont  le  point  0'  pour  extré- 
mité commune,  et  par  suite  on  a  (56) 

proj.OP=:proj.OO'-hproj.O'P, 

quel  que  soit  l'axe  de  projection.  Or,  si  l'on  projette  ces  lignes 
sur  l'axe  des  x  lui-même  et  parallèlement  à  l'axe  des  y,  on  a 

proj.OP=a;,     proj.OO'  =  a,     proj.OT'^o;'; 
donc 

x:=a-{-x\ 

60.  Si,  au  contraire,  l'axe  des  y  restait  le  même,  et  que  le 
nouvel  axe  des  x  fût  parallèle  à  l'ancien,  on  verrait  d'une  ma- 
nière semblable  qu'en  nommant  y  Tancienne  ordonnée,  y'  la 
'  nouvelle  et  h  l'ordonnée  de  la  nouvelle  origine  par  rapport  à 

l'ancienne,  on  a  dans  tous  les  cas 

y  =  b-{-y\ 

_6f.  Si  donc  on  transporte  à  la  fois  les  deux  axes  parallèle- 
ment à   eux-mêmes ,  par  exemple   de    la   position  OX ,  OY 
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(fig.  52)  à  la  position  O'X',  O'Y',  en  nommant  x  et  y  les  coor- 
données d'un  point  quelconque  M  du  plan  par  rapport  aux  an- 
ciens axes,  x'  et  y'  les  coordonnées  du  même  point  par  rapport 

aux  nouveaux,  et  a  et  ^  les 
coordonnées  de  la  nouvelle 
origine  0' par  rapport  aux  an- 
ciens axes,  on  aura  en  même 
temps 

x  =  a-hx'     et     yz=b-hy' : 

et,  d'après  ce  qui  a  été  dé- 
montré tout  à  l'heure,  ces 
formules   seront   applicables 

à  tous  les  cas. 
Telles  sont  les  formules  qui  servent  à  passer  d'un  système 

d'axes  coordonnés  à  un  nouveau  système  d'axes  parallèles  aux 

premiers. 

Pour  en  montrer  sur-le-champ  l'usage,  supposons  qu'un  lieu  géométrique 
soit  représenté  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

x^'  4-  if  —  Qx  +  Ay  4- 12  ==0. 

Transportons  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  ;  soient  a=:ô  et  &  =:  —  2 
les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine,  nous  aurons 

x^=x'-\-'6    et     y=zif  —  ^. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente,  on  trouve  qu'elle  se 
réduit  à 

x'-^-\-y'*  =  \, 

équation  qui  représente  un  cercle  dont  le  rayon  est  \ ,  et  dont  le  centre  est  à 
l'origine  des  nouvelles  coordonnées  (13). 

6S.  Deuxième  transformation.  —  Soient  OX  et  OY  (fig.  33) 
les  anciens  axes  faisant  entre  eux  un  angle  0  ;  OX'  et  OY'  les 
nouveaux  axes  faisant  respectivement  avec  OX  des  angles 
que  nous  appellerons  a  et  a'  ;  soit  M  un  point  quelconque  du 
plan  ;  menons  MP  parallèle  à  OY  et  MP'  parallèle  à  OY'.  11  s'agit 
d'exprimer  les  coordonnées  anciennes  du  point  M,  OP  et  MP, 
en  fonction  de  ses  coordonnées  nouvelles  OP'  et  MP'. 

Pour  cela,  menons  d'abord  une  droite  OA  perpendiculaire  à 
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55 


FiK.  33. 


OY,  et  par  suite  à  MP  ;  et  projetons  sur  celte  droite  les  côtés  suc- 
cessifs du  polygone  OP'MPO,  que  nous  supposerons  parcourus 
dans  l'ordre  indiqué  par  les 
lettres.  Les  deux  premiers  côtés 
seront  parcourus  dans  le  sens 
qui  leur  est  propre,  c'est-à-dire 
de  0  vers  P'  et  de  P'  vers  M,  ou 
de  0  vers  X'  et  vers  Y'  ;  les  deux 
derniers  seront,  au  contraire, 
parcourus  dans  uii  sens  opposé 
à  leur  direction  propre,  c'est-à- 
dire  de  M  vers  P  et  de  P  vers  0, 
-ou  de  Y  et  de  X  vers  0.  D'après 
ce  qui  a  été  établi  au  numéro  54,  les  valeurs  des  projections 
de  ces  côtés  seront  donc 

4-a;'cos(0X',04),  -f-iy'cos  (OY',OA),  0    et    —  a;cos(OX,OA). 

Mais,  OA  étant  perpendiculaire  à  OY,  on  a  AOX=90'*  —  0 , 
d'ailleurs 

xm=:xm  +  AOx==a-+-90°— e=90«— (0-a), 

Y'OA=Y'OX-f-AOX=:a'-h90«  — 0=90"  — (O-a'). 

Les  projections  considérées  ont  donc  respectivement  pour 
valeur 

-}-ic'sin(8 — a),     -i-î/'sin(0  —  a'),     0     et     —  j;sinô. 

Or,  d'après  le  théorème  du  n°  55,  la  somme  algébrique  de 
ces  projections  doit  être  nulle  :  on  a  donc 


d'où 


oî'sin  (0— a)+î/sin  (0 — a') — j;sinO=:0, 

a;'sin(ô — a) -h  î/' sin  (0  —  a') 

sin  6 


[1] 


Menons,  en  second  lieu,  une  droite  OB  perpendiculaire  à  OX, 
et  projetons  sur  celte  droite  le  môme  contour  polygonal  ;  les 
projections  des  côtés  sont  respectivement  : 


x'cos(OX',OB),    H-î/cos(OY',OB),  —  ycos  (OY,OB)     et    0; 
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mais,  OB  étant  perpendiculaire  à  OX,  on  a  BOY  =  90''  —  6; 
d'ailleurs 

X'OB  =  90°  — X'OX==:90°  — a, 

Y'OB^QO'^  — Y'OX=:90°— a'. 

Les  projections  considérées  ont  donc  respectivement  pour 
valeur 

+  a;'sina,     -i-y'sina',     —  î/sin6     et     0. 

Or  la  somme  de  ces  projections  doit  être  nulle  en  vertu  du 
théorème  du  n''  55  ;  on  a  donc 

a;' sin  a  +  !/' sin  a'  —  i/sinG=:0, 
d'où 

iï;'sina+  îy'sina' 


sinO 


[2] 


Les  formules  [1]  et  [2]  sont  celles  qu'il  s'agissait  d'établir. 
Elles  sont  applicaljles  à  tous  les  cas,  puisque  le  théorème  du 
n*"  55  est  général.  Elles  se  simplinent  dans  quelques  cas  parti- 
culiers que  nous  allons  examiner. 

63.  Passer  d'un  système  cVaxes  rectangulaires  à  un  système 
d'axes  obliques.  —  Si  le  premier  système  d'axes  était  rectangu- 
laire, on  aurait  6^90°;  et,  par  conséquent,  les  formules  ^1] 
et  [2]  du  numéro  précédent  deviendraient 

a;=a;'cosa  +  î/'cos  a'     et    î/=a;'sin  a  +  t/sina'. 

Pour  donner  un  exemple  de  leur  usage,  supposons  qu'une  courbe  ait  pour 
équation  en  coordonnées  rectangulaires 

9a;2  — 16î/2=:144. 

Passons  à  un  système  de  coordonnées  obliques,  en  prenant  "pour  nouvel  axe 
des  abscisses  une  droite  faisant  avec  Tancien  un  angle  négatif  dont  la  tangente 
a  pour  valeur  — |,  et  pour  nouvel  axe  des  ordonnées  une  droite  faisant  avec 
l'ancien  axe  des  a;  un  angle  positif  dont  la  tangente  apour  valeur  -f- 1.  On  aura 

tanga  =  — |,     d'où     sinac=:  — 0,6     et    cosa  =  4-0,8, 

tanga'=4-£,     d'où    sina'=-f-0,6    et    cosa'  =  +0,8. 

Les  formules  ci-dessus  deviennent 

x  =  0,Sx'-i-0,Sy'    et    î/ =  ~  0,6ac'+ 0,61/'. 
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Substituant  ces  valeurs  dans  Téquation  de  la  courbe,  et  réduisant,  on  obtient 

23,04a;y=:144    ou    a;y=6,25 

pour  l'équation  de  la  même  courbe  rapportée  aux  nouveaux  axes. 

64.  Passer  dun  système  d'axes  obliques  à  un  système  d'axes 
rectangulaires.  —  Si,  le  premier  système  d'axes  étant  oblique, 
le  second  était  rectangulaire,  on  aurait  a'  —  a  =  90"  ou 
a'  — a  =  270". 

La  premièresupposition  donne  a'=a+90%0 — a'=6 — a — 90°; 
par  conséquent,  sin(0  — a')  =  —  cos  (6  —  a)  et  sina'  =  cosa. 

Par  suite,  les  formules  du  n"*  63  deviennent 

a;'sin(e  — g)  — i/'co$(6  — g)  g;' sin  a -f- 1/' cos  g 

^~  r~ihrê  '         y~  sinô 

La  seconde  supposition  conduirait  à  des  formules  qui  ne  diffé- 
rent des  précédentes  qu'en  ce  que  y'  y  est  changé  en  —  y\  ce 
qu'on  pouvait  d'ailleurs  prévoir. 

Comme  application  des  formules  ci-dessus,  supposons  que  l'équation  d'une 
courbe  rapportée  à  des  axes  faisant  entre  eux  un  angle  de  60°,  soit 

et  qu'on  veuille  la  rapporter  à  des  axes  rectangulaires  en  conservant  Taxe  des  a;. 
On  a,  dans  ce  cas,  ô=  C0°  et  a  =:  0.  Par  conséquent 

,  cos  60°      ,  ,      1 

x=:x'—y'~. — ^jr-    et    y  =  y  —r—^7^' 
^  sm  60°  ^      ^  sm60» 

Or  cos  60°  =  !,  sin  60»=  ^;  les  formules  à  employer  reviennent  donc  à 

x-=x'  —  -^     et     y  =:-=.- ' 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe,  on  trouve 

a;'2  +  î/'2  =  l 

pour  réquation  de  la  même  courbe  rapportée  aux  nouveaux  axes. 

65.  Passer  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  autre  sys- 
tème  d'axes  rectangulaires.  —  Si,  enfin,  il  s'agissait  de  passer 
d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un  autre  système  d'axes 
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rectangulaires,  il  faudrait  dans  les  formules  du  n°  6S  faire  en 
môme  temps  0=90*^  et  a'=:a-{-90";  ce  qui  revient  à  faire 
0  =  90"  dans  les  formules  du  numéro  précédent.  On  trouve 
ainsi 

^•  =  ;r'cosa  —  y's'moL    et    î/=:^'sina  +  î/'cosa. 

Remarques.  —  I.  Ces  deux  formules  sont  comprises  dans  la  suivante,  qui  peut 
servir  à  les  faire  retenir, 

X  +  7J  ^—  \=z{x'-\-  y'  sj—  1  )  (ces  a  -f  sin  a  \J—  1  ). 

II.  Comme  application  de  ces  formules,  on  peut  s'assurer  que 
l'équation  du  cercle,  rapportée  à  des  axes  rectangulaires  passant 
par  son  centre,  reste  la  môme,  quel  que  soit  le  système  de  ces 
axes.  Si,  en  effet,  dans  l'équation 

on  remplace  x  eiy  par  les  valeurs  que  donnent  ces  formules,  on 
obtient 

équation  qui  est  exactement  la  môme. 

III.  Dans  le  cas  où  les  nouveaux  axes  rectangulaires  sont  pré- 
cisément les  bissectrices  des  angles  formés  par  les  premiers 
axes  rectangulaires,  on  a 

1 

sina  =  cosa  =  |^y/2  =~^' 

par  conséquent  les  formules  ci-dessus  deviennent 

x' — y'     ,  x'-hy' 
^     et   y—         ^ 


s/2  "         sj2 

66.  Transformation  générale.  —  Si  [l'on  veut  en  môme 
temps  changer  l'origine  et  la  direction  des  axes,  on  pourra  ob- 
tenir très-simplement  les  formules  à  employer. 

Transportons  d'abord  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes,  et 
soient  x"  et  y"  les  coordonnées  dans  le  nouveau  système  d'axes 
parallèles  aux  anciens;  on  a  vu  (61)  qu'il  suffit  de  poser 

xz=za-\-x"    et    y  =  b-hy% 

aeib  étant  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine  par  rapport 
aux  anciens  axes. 
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Changeons  maintenant  la  direction  des  axes,  en  conservant  la 
nouvelle  origine  ;  il  faudra  appliquer  pour  cela  les  formules  du 
n°  63  ;  et  Ton  aura,  en  appelant  x'  et?/'  les  coordonnées  dans  ce 
nouveau  système, 

r 

„ a;'sin(6  —  a)4-i/sin(6  —  a')  „ a;'sina  +  ?/sina' 

^—  ^Eë  et    î/—  g.^^ 

Par  conséquent,  en  remplaçant  a;"  et  \f  par  ces  valeurs  dans 
les  formules  qui  précèdent,  on  aura  les  formules  les  plus  géné- 
rales pour  la  transformation  des  coordonnées  rectilignes,  sa- 
voir : 

x'  sin  (e  —  a)  -j-  vl  sin  (6  —  (j!) 

sm6 

a;' sin  a -h  1/' sin  a' 
^  smô 

Remarques.  —  I.  Ces  formules  sont  de  la  forme 

X  =  a -h  mx' -{- ny'    et    y=h-\-px'  -{-qy\ 

c'est-à-dire  du  premier  degré  en  x'  et  y\  Si  Ton  voulait  effec- 
tuer la  transformation  inverse,  c'est-à-dire  revenir  des  nou- 
veaux axes  aux  anciens,  il  faudrait  remplacer  x'  et  y'  par  leurs 
valeurs  en  x  et  y  tirées  des  relations  ci-dessus,  et  il  est  aisé  de 
voir  que  ces  valeurs  seraient  aussi  du  premier  degré  en  ic  et  y. 
Il  en  résulte  que  si  Ton  remplace  xei  y  par  leurs  valeurs  en  x' 
et  î/'dans  l'équation  d'une  courbe  supposée  algébrique,  le  degré 
de  cette  équation  ne  pourra  pas  s'élever.  Il  ne  peut  pas  s'abais- 
ser non  plus,  puisqu'il  faudrait  que  ce  degré  s'élevât  en  revenant 
du  nouveau  système  à  l'ancien. 

II.  Mais  il  pourrait,  dans  certains  cas,  arriver  que  Téquation  s'abaissât  par 
rapport  à  Tune  des  deux  coordonnées.  Si,  par  exemple,  une  courbe  rapportée 
à  des  coordonnées  rectangulaires  a  pour  équation 

x^  —  Zxy  4- 1/3  =  0, 

et  qu'on  prenne  pour  axes  nouveaux  les  bissectrices  des  angles  formés  par 
les  premiers,  on  obtient  pour  Téquation  de  la  courbe  rapportée  aux  nouveaux 
axes 

(a;«  +  5t/«)  a; /2  —  5  {x«  —  î/«)  =  0, 
équation  qui  n'est  plus  que  du  second  degré  par  rapport  à  y. 
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§4.   —  CLASSIFICATION   DES   LIGNES    PLANES. 

67.  Une  ligne  est  dite  algébrique  ou  transcendayite,  suivant 
que  son  équation  est  algébrique  ou  transcendante  par  rapport 
aux  coordonnées  x  et  ij. 

Il  résulte  des  remarques  faites  à  la  fin  du  paragraphe  précé- 
dent que  le  degré  d'une  équation  algébrique  à  deux  variables  x 
et  y  est  un  caractère  permanent  de  la  courbe  qu'elle  représente, 
c'est-à-dire  un  caractère  qui  subsiste  quel  que  soit  le  système 
d'axes  adopté.  A  cause  de  cela,  on  classe  les  lignes  algébriques 
d'après  le  degré  de  leur  équation. 

Si,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs,  fait  disparaître  les 
radicaux,  et  fait  passer  tous  les  termes  dans  un  même  membre, 
ce  membre  est  un  polynôme  du  degré  m  en  a:  et  i/,  et  qu'il  soit 
irréductible,  c'est-à-dire  qu'il  ne  puisse  être  décomposé  en  fac- 
teurs rationnels,  on  dit  que  l'équation  représente  une  courbe 
du  degré  m  ou  de  V ordre  m. 

Il  peut  arriver  que  l'équation  ne  représente  qu'un  point  :  c'est 
ce  qui  a  lieu  pour  l'équation 

{x-aY^{y-br=0, 

qui  n'est  satisfaite  que  par  le  système  de  valeurs  x=^a  eiij=b. 
On  dit  alors  que  l'équation  représente  une  courbe  évanouissante 
du  degré  w. 

Il  peut  se  faire  que  l'équation  ne  soit  susceptible  d'aucune 
représentation  géométrique,  comme,  par  exemple,  l'équation 

.      x'-hy'-hk'  =  0, 

qui  ne  peut  être  satisfaite  par  aucun  système  de  valeurs  réelles. 
On  dit  alors,  ainsi  que  nous  l'avons  déjà  vu,  que  l'équation  re- 
présente une  courbe  imaginaire  du  degré  m. 

68.  Si  le  premier  membre  peut  se  décomposer  en  plusieurs 
facteurs  rationnels,  on  satisfait  à  l'équation  en  égalant  à  zéro 
l'un  ou  l'autre  de  ces  facteurs;  l'équation  proposée  représente 
donc  l'ensemble  des  courbes  représentées  par  les  équations  ob- 
tenues en  égalant  séparément  chacun  de  ces  facteurs  à  zéro. 
Ainsi  l'équation 

x^  —  yx^  -i-  xy*  —  y^  —  X  -{'  y  =  0 
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pouvant  être  mise  sous  la  forme 

représente,  non  pas  une  ligne  du  troisième  ordre,  mais  Pen- 
semble  de  deux  lignes  dont  l'une  est  du  premier  degré  et  l'autre 
du  second. 

On  dit,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  que  l'équation  proposée 
représente  une  variété  des  courbes  du  degré  m.  Et  la  même  dé- 
nomination s'applique  aux  courbes  évanouissantes  et  aux 
courbes  imaginaires. 

69.  Quand  l'équation  peut  être  résolue  par  rapport  à  l'une 
des  variables,  y  par  exemple,  il  peut  arriver  que  la  valeur  de  y 
contienne  un  radical  d'indice  pair,  susceptible  par  conséquent 
d'être  pris  avec  deux  signes,  et  qu'on  ait,  par  exemple, 


y  =  f{x)±s/^(x}; 

chacune  des  relations  que  l'on  obtient  en  adoptant  l'un  ou 
l'autre  des  deux  signes  représente  un  arc  distinct  de  la  courbe. 
On  donne  à  ces  arcs  le  nom  de  branches  lorsqu'ils  s'étendent 
indéfiniment,  au  moins  dans  un  sens. 

11  peut  arriver  que  ces  deux  arcs  ou  ces  deux  branches  se 
réunissent  sans  discontinuité;  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsqu'il  existe 
une  valeur  réelle,  x=:a  par  exemple,  qui  annule  le  radical, 
parce  que  les  équations  des  deux  arcs  donnent  toutes  deux 
y=:f{a),  et  que,  par  conséquent,  ces  deux  arcs  se  rejoignent 
puisqu'ils  ont  un  point  commun. 

11  peut  arriver,  au  contraire,  que  les  deux  arcs  soient  entière- 
ment séparés;  cela  arrive  quand  il  n'existe  aucune  valeur  réelle 
de  X  qui  puisse  annuler  le  radical. 

Si  la  valeur  de  y  contient  plusieurs  radicaux  distincts,  dont 
les  signes  soient  indépendants,  les  combinaisons  de  signes  que 
l'on  peut  adopter  fournissent  autant  d'arcs  ou  de  branches  dis- 
tinctes. 

Ces  notions  s'éclairciront  plus  tard  par  les  exemples  que  nous 
aurons  occasion  de  traiter. 

70.  Une  équation  algébrique,  rationnelle  et  entière  du  degré 
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m  en  x  et  y  peut  renfermer  ^ '-^ '-  termes.  En  effet, 

il  peut  y  avoir 

1  terme  du  degré 0 

2  termes 1 

.       3      —       2 

4      —       3 

m-f-i m 

Le  nombre  des  termes  distincts  est  donc  la  somme  de  la  suite 
naturelle  des  nombres  depuis  1  jusqu'à  m-f-1,  c'est-à-dire 

-^ -.  Tel  est  donc  le  nombre  total  des  coefficients 

de  l'équation  ;  mais  comme  on  peut  toujours  diviser  par  l'un 
d'eux    sans  troubler  l'équation ,    on    voit    qu'il   n'y    a   que 

-^ -^  1  ou  — ^— ô coefficients  distincts  et  in- 
dépendants. 

Une  équation  complète  du  degré  m,  c'est-à-dire  renfermant 
tous  les  termes  qui  peuvent  y  figurer,  est  l'équation  générale  des 
courbes  du  degré  m. 

Si  deux  équations  du  degré  m  ont  tous  leurs  coefficients  pro- 
portionnels^ elles  représentent  la  même  courbe  ;  car  on  rend  ces 
équations  identiques  en  les  divisant  par  les  coefficients  de  deux 
termes  semblables. 

7di.  On  a  vu  au  n°  IS  qu'une  ligne  droite  est  représentée 
par  une  équation  du  premier  degré  en  x  et  y.  Pour  avoir  les 
points  d'intersection  d'une  droite  avec  une  courbe  du  degré  m, 
il  faut  chercher  les  solutions  communes  aux  équations  de  cette 
droite  et  de  cette  courbe.  Or,  si  l'on  remplace  dans  l'équation 
de  la  courbe,  y  par  sa  valeur  ax  H-  b,  qui  est  du  premier  degré, 
l'équation  en  x  qui  en  résultera  sera  encore  du  degré  m,  et  ne 
pourra  avoir  plus  de  m  racines  réelles.  Il  en  résulte  ce  théo- 
rème fondamental  : 

JJjie  droite  ne  peut  couper  une  courbe  algébrique  de  Vordre  m 
en  plus  de  m  points. 

Plus  généralement,  on  peut  dire  qu'une  droite  coupe  une 
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courbe  de  l'ordre  m  en  m  points  réels  ou  imaginaires,  situés  à 
une  distance  finie  ou  infinie  par  rapport  à  l'origine. 

•î*.  Une  équation  transcendante  peut  être  considérée  comme  étant  de 
degré  infini.  Si  Ton  imagine,  en  effet,  qu'on  ait  résolu  l'équation  par  rapport 
à  y,  et  qu'après  l'avoir  mise  sous  la  forme 

on  développe  f{x)  par  la  formule  de  Mac-Laurin,  on  aura  une  équation  de  la 
forme 

y  =z  ii  -\- "Bx -h  Cx*  +  Dx^ -h  N^«  -h  etc. 

Le  second  membre  ayant  une  infinité  de  termes  dont  les  exposants  crois- 
sent indéfiniment,  on  peut  dire  que  Téquation  est  d'un  degré  infini.  Cepen- 
dant il  nous  paraît  convenable  d'éviter  cet  abus  de  langage. 


CHAPITRE  III 


DELA     LIGN  E    DROITE 


§  1.  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

73.  Construction   des   équations   du   premier  degré.  — 

L'équation  la  plus  générale  du  premier  degré  à  deux  variables 
est  de  la  forme 

Aa;-4-Bî/-|-C  =  0.  [1] 

C 
Si  A  =0,  on  en  tire  ij  =  —  |c,  c'est-à-dire  que  tous  les  points 

du  lieu  représenté  par  cette  équation  ont  la  même  ordonnée  : 
le  lieu  est  donc  une  parallèle  à  l'axe  des  x. 

Si  B=:0,  on  tire  de  l'équation  [1]  x  =  —  j,  qui  représente 

une  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Si  A  et  B  sont  différents  de  zéro,  on  peut  diviser  l'équation  [1] 
par  l'un  de  ces  coefficients,  B  par  exemple,  et  résoudre  ensuite 
l'équation  par  rapport  à  î/,  ce  qui  donne 

_      A    _C 

y—~\i^  B' 

ou  en  posant,  pour  abréger, 

-B=^    et    -^  =  b, 
y=zax-hb. 

C'est  sous  cette  forme  que  l'on  présente  le  plus  fréquemment 
l'équation  du  premier  degré  à  deux  variables. 

74.  Pour  obtenir  le  lieu  que  cette  équation  représente,  con- 


DES  ÉQUATIONS   DU  PREMIER  DEGRÉ.  63 

sidérons  d'abord  le  cas  particulier  où  b  est  nul  et  où  l'on  a  sim- 
plement 


y=zax     d  ou    =a. 


m 


Soient  M,  M',  M"  (fig.  34) 
différents  points  du  lieu  ; 
menons  les  ordonnées  MP, 
M'P',  M'T";  et  joignons  les  i 
points  M,  M',  M"  à  l'origine 
0  par  les  droites  MO,  M'O, 
M"0.  On  a,  en  vertu  de  l'équation  [2] , 


d'où 


MP_ 


OP""^' 


~-M"P" 


—  OP" 


=  a, 


MP      M'P'      M"P" 


OP 


OP 


OP" 


0    ?' 

r 

' 

\ 

\ 

M' 

\ 

Il  résulte  de  là  que  les  triangles  MPO,  M'P'O,  M"P"0  sont  sem- 
blables, comme  ayant  un  angle 
égal  compris  entre  côtés  propor- 
tionnels; les  angles  en  0  sont 
donc  égaux,  et,  par  conséquent, 
les  directions  MO,  M'O,  M"0  se 
confondent,  c'est-à-dire  que  les 
points  M,  M'  M"  sont  sur  une 
ligne  droite  passant  par  l'origine. 
On  arriverait  au  même  résultat 
dans  le  cas  représenté  par  la 
ilgure  55. 

Le  lieu  représenté  par  l'équation  y  =  ax  est  donc  une  droite 
passant  par  l'origine. 

Revenons  maintenant  à  l'équation  y  =:aa;-l-&.  Soient  M,  M', 
M"  (fig.  36),  différents  points  du  lieu  ;  menons  leurs  ordonnées 
MP,  M'P',  M'T".  Soit  NN"  la  droite  représentée  par  l'équation 
y  =  ax:  les  points  N,  N',  N"  de  cette  droite  situés  sur  MP,  M'P, 
M"P",  ont  pour  ordonnées  NP,  NT',  N"P",  lesquelles  sont  égales 


Fig.    55. 
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aux  ordonnées  MP,  M'F,  M"P",  diminuées  algébriquement  de  b. 
On  a  donc 

Ainsi,  les  droites  MM',  MM",  M'M",  sont  parallèles  àNN",  et  se 
confondent  par  conséquent. 


Fig.  36. 


Donc  le  lieu  représenté  par  l'équation  t/  =  ax 
droite  parallèle  à  celle  que  représente  y=zax. 


b  est  une 


Remarques.  —  I.  On  a  vu  au  n'*  12  qu'une  droite  est  représentée 
par  une  équation  du  premier  degré;  on  vient  de  démontrer  dans 
celui-ci,  que  réciproquement  toute  équation  du  premier  degré 
représente  une  droite. 

II.  Si  l'on  n'admet  pour  a  et  ft  que  des  valeurs  finies,  la  forme 
y  —  ax-^b  est  moins  générale  que  la  forme  A^-f-Bî/+C=0, 
puisque  cette  dernière  comprend  les  cas  où  g  disparaît,  c'est-à- 
dire  où  la  droite  est  parallèle  à  l'axe  des  i/,  cas  qui  n'est  point 
compris  dans  la  première.  Mais  la  première  forme  est  aussi  gé- 
nérale que  la  seconde,  si  l'on  admet  pour  aei  b  des  valeurs  in- 
finies. Le  cas  particulier  deo;  =  constante  s'obtient  alors  en  sup- 
posant que  aaib  deviennent  infinis,  leur  rapport  restant  fini: 
car  en  divisant  par  a  on  trouve 

u  b 

a  a 

et  en  faisant  a  =oo  et-  =  —  c,  il  vient  0=0; — c,  ou  a;  =  c,  qui 
représente  une  parallèle  à  l'axe  des  y. 
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75.  Résumé.  —  En  résumé,  toute  équation  du  premier 
degré,  à  une  ou  deux  variables,  représente  une  ligne  droite.  On 
dit,  à  cause  de  cela  ,  qu'une  expression  est  linéaire  par  rapport  à 
des  quantités  quelconques  a,  b,x, ...,  lorsqu'elle  est  rationnelle 
entière  et  du  premier  degré  par  rapport  à  ces  quantités.  Par 
exemple,  les  formules  qui  servent  à  la  transformation  des  coor- 
données sont  des  fonctions  linéaires  des  coordonnées  nouvelles. 

76.  Coordonnées  à  Torigine  ;   coefficient   angulaire.  — 

Les  coefficients  a  et  b  ont  une  signification  géométrique  qu'il 
est  important  de  connaître. 

Soit  ABM  (fig.  37)  la  droite  représentée  par  l'équation 
ij^ax-\-h.  Soient  A.  et  B  les 
points  où  elle  rencontre  les  axes  ; 
soit  M  un  point  quelconque  de  la 
droite,  MP  son  ordonnée  ;  me- 
nons BQ  parallèle  à  OX.  Soit  ô 
l'angle  des  axes  ;  appelons  a 
l'angle  MAX,  compris  entre  0  et 
180",  que  la  droite  fait  avec  la 
partie  positive  de  l'axe  des  x, 
angle  qui  est  aussi  égal  à  MBQ. 

On  remarquera  d'abord  que  l'ordonnée  du  point  B  peut  s'ob- 
tenir en  faisant  a;  =  0  dans  l'équation  de  la  droite  :  car  le  point  B 
est  le  seul  point  de  la  droite  dont  l'abscisse  soit  nulle  ;  on  ob- 
tient ainsi  tj  =  b. 

Le  coeflicient  b  représente  donc  l'ordonnée  du  point  où  la 
droite  rencontre  l'axe  des  y  ;  c'est  ce  qu'on  appelle  Vordonnée  à 
Vori(jine. 

On  obtient  de  même  l'û^smse  à  /'ori^m^ouOA  en  faisant  |/=:0 

dans  l'équation  de  la  droite,  ce  qui  donne  x= . 

Maintenant  le  triangle  MQB  donne 
MO      sin  MBQ 


Fig.  37. 


Or 


BQ      sin  BMQ* 

MQrrrMP  — PQ=.MP— OB=y  — t  =  «a;, 
BQ^o;,     MBQ:r=a, 
BMQ  r=MBY=YBQ  —  MBQ=o  —  a. 

GÉOM.   AXAL.    ?OMXKT  ET  fRONTERA. 
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L'égalité  ci-dessus  devient  donc 

ax  sina 

—     ou     a=- — -.  3 

X  sin(ô  — a)  ^  ^ 

.  Le  coeflicient  a  est  donc  le  rapport  des  sinus  des  angles  que 
la  droite  fait  avec  les  deux  axes  coordonnés.  C'est  ce  qu'on  ap- 
pelle le  coefficient  angulaire  de  la  droite. 

Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  ce  coefficient  n'est  autre 
chose  que  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  la  droite 
fait  avec  l'axe  des  x  ;  car  l'équation  [3] ,  lorsqu'on  y  fait  6^=  90% 
se  réduit  à 

a=rtanga. 

C'est  ce  qu'on  peut  aussi  voir  directement,  attendu  que  le 
triangle  MBQ  est  alors  rectangle  au  point  Q,  et  donne 

g^=  tang  MBQ=tang  a. 

Remarque. —  Le  coefficient  a  est  un  nombre,  et  le  coefficient  6 
est  une  ligne  ;  l'équation  tj  =  ax-hb  est  donc  homogène. 

77.  Construction  d*ane  droite  donnée  par  son  équa- 
tion. —  On  peut  construire  une  droite ,  connaissant  son  or- 
donnée à  l'origine  et  son  coefficient  angulaire.  Pour  cela,  on 
tire  de  la  relation  [3]  ci-dessus  la  valeur  de  a  en  fonction  de  0 
et  du  coefficient  angulaire  donné  a.  On  trouve 

asinô 
tanf!fa= 


""        l-hacosO* 


Celte  formule  n'est  point  calculable  par  logarithmes  ;  mais  si 
l'on  prend  pour  inconnue  tang(a  —  {  ô),  on  obtient  la  formule 
logarithmique  : 

tang(a-ie)=g|langAO,  [4] 

d'où  l'on  déduit  a  —  -,  G  et  par  suite  a» 

Cela  fait,  on  porte  sur  Taxe  des  t/,  à  partir  de  l'origine  el 
dans  le  sens  convenable,  une  distance  OB  algébriquement  égale 
à  b  (fig.  36)  ;  par  le  point  B  on  mène  BQ  parallèle  à  l'axe  des  x^ 
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puis  une  droite  BM  faisant  avec  BQ  un  angle  égal  à  a,  BM  est  la 
droite  demandée. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  2?/  +  3:r  =  1,  d'où  ï/  ==:  —  |x  + 1 ;  les  axes 
étant  supposés  faire  un  angle  de  80%  la  formule  [4]  donne 

tang  (a  —  40°)  ^  +  5 .  lang  40% 

d'où  Ton  tire  successivement 

log  tang  (a  —  40°)  =:  0,6989700  +  9,9258135  =  10,6227835, 

a  — 40°  =   76''55'o7%l, 

a  =  116''35'57'\l; 
d'ailleurs 

L'équation  proposée  représente  donc  la  droite  indiquée  par  laXigure  58. 


Fig.  58. 

Toutefois,  il  est  ordinairement  plus  avantageux  de  construire 
la  droite  au  moyen  des  points  où  elle  rencontre  les  axes. 

Remarque.  —  On  peut  avoir  besoin  de  connaître  tang  (Ô  —  a)  en  fonction  de 
«  ;  on  tire  de  la  relation  [3]  du  n*  16 

/A        \  sinô 

tang  (ô  —  a) 


a  +  cos  6 
•î'8.   Réciproquement  :    si  l'on    donne   ft   et   a ,   on   aura 

flz=-r-— -.    et  l'équation  de  la  droite  s'obtiendra  sans  diffi- 

sm(e — a)'  ^ 

culte. 

Supposons,  par  exemple,  qu'une  droite,  rapportée  à  des  axes  faisant  entre 
eux  un  angle  de  60%  rencontre  l'axe  des  y  à  une  distance  de  l'origine  égale  à 
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2  unités  linéaires,  du  côté  des  y  négatifs,  et  quelle  fasse  avec  l'axe  des  x  un 
angle  de  120°.  On  aura  ô  =  60%  a  =  120%  d'où 

sinl20"' 

-1; 


sin  (—  60°) 
d'ailleurs  on  donne  &  =  —  2  ;  l'équation  de  la  droite  sera  donc 

yrzz  —  X  —  2. 

79.  Formes  diverses  de  l'équation  d'une  droite.  —  L'é- 
quation d'une  droite  est  encore  susceptible  de  plusieurs  autres 
formes  qu'il  est  nécessaire  de  connaître. 

Équation  aux  coordonnées  à  l'origine.  —  On  a  vu  au 

n"  76  que  l'ordonnée  à  l'origine  est  ft  et  que  l'abscisse  à  l'origine 

est .  Posons 

a 

b  =  q    et ^^]h     dou«  =  — — . 

^  a      ^  p 

Si  l'on  met  ces  valeurs  dans  l'équation  y  =  ax-{-  b,  elle  de- 
vient 

w=:— --^.c  +  ^Z,     d'où   —-+-—=1.  [5] 

j  ^j  i'  p       q 

Telle  est  l'équation  de  la  droite  en  fonction  des  coordonnées  à 
l'origine. 

Par  conséquent,  si  Ton  a  une  équation  telle  que 

X      y       .         .       .     ^  ,    X         y  . 

-  —  ^  —  1 ,   qui  revient  a   ^  4-  7-^  —  1 , 

on  en  conclura  immédiatement  que  la  droite  représentée  par  cette  équation 
rencontre  Taxe  des  x  à  une  distance  de  l'origine  égale  à  3  du  côté  des  x  posi- 
tifs, et  Taxe  des  y  à  une  distance  de  l'origine  égale  à  2  du  côté  des  y  négatifs  ; 
ce  qui  permettra  de  construire  immédiatement  ces  deux  points  et  par  suite  la 
droite  qui  les  contient. 

Réciproquement  :  si  l'on  sait  qu'une  droite  rencontre  l'axe  des  x  à  une  dis- 
tance de  l'origine  égale  à  4  unités  du  côté  des  x  négatifs,  et  l'axe  des  y  à  une 
distance  de  l'origine  égale  à  5  du  côté  des  y  positifs,  on  aura  immédiatement 
l'équation  de  celte  droite  en  écrivant  : 

_^-|-|  =  l,    d'où     Ay  —  bx  —  'iO. 
Remarques.  — I.  On  voit,  par  les  diverses  formes  de  l'équation 
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d'une  droite,  que  cette  équation  ne  renferme  que  deux  para- 

R     r 

mètres  distincts,  a  eib,  ou  -  et  -r,  ou  a  et  &,  etc.  Pour  déter- 
miner ces  deux  paramètres,  il  faut  avoir  deux  relations  entre 
eux,  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'il  faut  deux  conditions  "pour 
déterminer  une  droite.  Nous  en  donnerons  divers  exemples. 

II.  Droite  à  rinfini.  —  Quand  l'équation  de  la  droite  se  présente  sous  la 
forme 

Ax-hBy-i-G  =  0, 

les  coordonnées  à  l'origine  ont  pour  valeurs 

C      ^  C 

^^__     et     y  =  -^' 

Si  l'on  fait  varier  les  coefficients  A  et  B,  et  qu'on  les  fasse  tendre  vers  zéro, 
leur  rapport  restant  déterminé,  les  coordonnées  à  l'origine  tendent  toutes 
deux  vers  Tinfini;  et  quand  l'équation  se  réduit  à  Cr=:0  ,  on  dit  que  c'est 
l'équation  d'une  droite  rejeiée  à  Vinfini  dans  une  direction  déterminée. 

80.   Équation  d'une  parallèle  à  une  droite  donnée.   — 

Si  deux  droites  sont  parallèles,  leurs  coefficients  angulaires 
doivent  êlre  égaux  ;  et  réciproquement:  si  les  coelficients  angu- 
laires sont  les  mêmes,  les  droites  font  des  angles  égaux  avec  la 
partie  positive  de  l'axe  des  x  ;  ces  droites  sont  donc  parallèles. 
Ainsi,  pour  que  les  droites  représentées  par  les  équations 

y  =  ax-{-b     et    y  =  a'x-hh' 

soient  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  a^=a'. 
Si  les  équations  étaient  données  sous  la  forme 

B'i/  +  G'  =  0, 


Aaj-|-Bî/-+-C=:0    et    k'x-\ 

la  condition  de  parallélisme  serait 

B         B' 
A—     F 

d'où 

A      B 

A'~B'' 

ABC 
Rejiarque.  —  Si  l'on  avait  —  =  ^=:^,  les  deux  droites  se 
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confondraient,   puisqu'elles  seraient  parallèles  et  passeraient 
toutes  deux  par  le  point  de  l'axe  des  y  qui  a  pour  ordonnée 

C  C/ 

-Â    °^    -F 

81.  Équation  d'une  droite  qui  passe  par  un  point 
donné.  —  Soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  donné,  et 

y=iax-]-b 

l'équation  de  la  droite  cherchée.  Puisque  le  point  est  sur  la 
droite,  on  doit  avoir 

y'z=::ax'  -\-b. 

Retranchant  ces  équations  membre  à  membre,  on  obtient 

y  —  y'  =  a{x  —  x').  [6] 

Cette  relation,  ayant  lieu  pour  tous  les  points  de  la  droite, 
n'est  autre  chose  que  l'équation  de  la  droite  môme.  Celte  équa- 
tion convient  à  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  donné 
(x',  tf)  ;  et  pour  déterminer  complètement  celle  dont  on  s'oc- 
cupe, il  faut  attribuer  à  a  une  valeur  particulière.  Ainsi,  l'équa- 
tion 

1/  —  1  =:  a  (a; -H  2) 

représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  dont  les 
coordonnées  sont  ic= — 2  eiy  =  -\-i  ;  mais  l'équation 

y-\=^{x-h'2) 

ne  convient  qu'à  celle  qui  fait  avec  OX  et  OY  des  angles  tels,  que 
le  rapport  de  leurs  sinus  est  égal  à  3. 

Remarque.  —  Si  Ton  désigne  par  p  la  distance  du  point  dont  les  coordonnées 
sont  X  et  y,  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x'  et  y,  on  remarquera  que 
les  distances  y  —  y',x  —  x'  et  ^  sont  les  trois  côtés  d'un  triangle  dans  lequel 
les  angles  opposés  sont  a,  ô  — a,  et  6  ou  180"  —  6  ;  on  a  donc 

y  —  y''_    ^  —  x'    __     p 
sin  a        sin(6  — a)        sin  6* 

Cette  relation  est  souvent  utile.  Si  l'angle  6  est  droit,  elle  prend  la  forme 

y— y     X-   ' 


sm  a         ces  a 


:p. 


i 
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82.   Points  et  droites  imaginaires.  —  Une  équation  du  premier  degré 

en  X  et  y,  et  à  coefficients  réels,  admet  une  infinité  de  solutions  imaginaires. 
Car  si,  dans  Téquation  Aa;  +  %  +  G=0,  on  h'it  x  =  p  -i-  q  \/ —  1,  on  en  tire, 

kp  +  C     *kq  I — - 

On  exprime  cette  propriété  en  disant  qu'une  droite  réelle  passe  par  une  in 
finité  de  points  imaginaires. 

Au  contraire,  une  équation  du  premier  degré  à  coefficients  imaginaires, 
telle  que 

(a  +  A' v/=^)  a; -h  (B  +  B' i/=T)  î/ +  C  4- CV^T^:  0, 

admet  toujours  une  solution  réelle.  Car  si  Ton  égale  séparément  à  zéro  les 
termes  réels  et  les  termes  affectés  du  facteur  sj—  1,  on  obtient  les  deux  équa- 
tions 

Aa;  +  Bî/  +  C=:0    et    X^x +  B'y -h  C' —  0, 

qui  admettent  une  solution  réelle.  On  exprime  cette  propriété  en  disant  qu'wne 

droite  imaginaire  passe  toujours  par  un  point  réel. 

A      B 
Ce  point  réel  serait  rejeté  à  l'infini  si  l'on  avait  77= n,-  Mais   on  ne  sau- 

A      R     r 

rait  avoir  en  même  temps  —=--,  =  -;  car  alors  la  droite  serait  réelle  et  non 
A'       D        w 

pas  imaginaire.  En  désignant,  en  effet,  par  k  la  valeur  commune  de  ces  rap- 
ports,  on  aurait  A' =  7^,  B'=:r->  C'  =  r^  etl'équation  pourrait  être  misesous 
la  forme 

(^Aa;4-Bî/  +  cVl -f-^v/^=nWo    ou    Ax  +  Bî/4-C^O. 

83.  Équation  d'une  droite  qui  passe  par  deux  points 
donnés.  —  Soient  (x',y')  et  (x\y")  les  deux  points  donnés. 

La  droite  devant  passer  par  le  premier  point,  son  équation 
sera  de  la  forme  (81) 

ij  —  y'  =  a(x  —  x'). 

Mais  les  coordonnées  du  second  point  doivent  satisfaire  à 
cette  équation  ;  donc 

y"-y'  =  a(x"^X'), 

d'où,  en  éliminant  a  par  division, 

y  —  y'       X  —  x'  ,      t/"— w'  . 

y  —y'     x"  —  x'  ^     ^      x"—x'^  ^  ^ 
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Si,  par  exemple,  les  deux  points  ont  pour  coordonnées, x'  =  1 ,  î/'  =  —  2  et 
x'  ==  —  2,  y"  =z  —  4,  on  aura 

?/  4-  2   __    x  —  \  ?/  +  2  _  g;  —  1 

_44.2  — -2-1     ^^        2     ""y" 

pour  réquation  de  la  droite  qui  passe  par  ces  deux  points. 

Remarques.  —  I.  Le  coefficient  angulaire  de  la  droite  représentée 

par  l'équation  [7]  est  égal  à  '^— — ^,,  c'est-à-dire  au  rapport  de 

X  —  X 

la  différence  des  ordonnées  des  deux  points  donnés,  à  la  différence 

des  abscisses  de  ces  mêmes  points. 

II.  Si  les  deux  points  ont  pour  coordonnées  x'=p,  y'=0  et 
x"=zO,  y"=^qi  on  trouve 

n = 7\^     d'où     -  +  ^=rl, 

0~-q      p  — 0'  p      (j        ' 

et  l'on  retombe  ainsi  sur  l'équation- [5]  dun"  79. 

in.  Si  l'un  des  points  est  l'origine  des  coordonnées,  et  que  l'on 
ait,  par  exemple,  x"=0,  î/"  =  0,  on  obtient 

y— y'     ^—^' 


y' 

d'où 


y=l^'  [8] 


équation  d'une  droite  menée  de  l'origine  au  point  dont  les  coor- 
données sont  x'  et  i/. 

IV.  Si  les  coordonnées  des  deux  points  sont  égaies  et  de 

signe  contraire  ,  en  sorte  qu'on  ait  x"  =  —x'  ei   y"==  —  y\  il 

\ient 

y  —  y'x  —  x'.,.  y' 

^-^r-,^  =  _— — ,     d'où     y  =  ^~x^ 

ce  qui  montre  que  la  droite  passe  alors  par  l'origine  (74). 

84.   Cas  où  les  deux  points  sont  imaginaires  conjugués.  —  Si  les  deux 
points  donnés  étaient  imaginaires  conjugués,  et  si  l'on  avait,  par  exemple, 

x'=:a-{-h^—\,  y'=c-hd\J—\,  a;"=a  — &  \/— 1,  tj"—c—d  y^— 1, 
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on  trouverait 

b  {ij  —  c)z=d  [x  —  a)  , 

équation  d'une  droite  réelle.  Ainsi,  deux  points  imaginaires  conjugués  déter- 
minent une  droite  réelle. 

85.  Problème.  —  Étant  données  les  coordonnées  \%y'et  x",y"  des  extrémités 
d'une  droite,  trouver  celles  du  point  qui  divise  cette  droite  en  deux  segments 
[additifs  ou  soustractifs)  dont  le  rapport  est  un  nombre  donné  m. 

Les  projections  de  la  droite  sur  les  axes  seront  divisées  dans  le  même  rapport  ; 
si  donc  X  Q,iy  représentent  les  coordonnées  du  poin^,  demandé,  on  devra  avoir 
dans  le  cas  des  segments  additifs 


X 


m,    doù    X 


x"  —  X  1  4-  m 

On  trouverait  de  même 

y'-hmy" 
^        l+m  ' 

Dans  le  cas  des  segments  soustractifs  on  posera 

X  —  x'  x  —  X  ,,  ,  X'  —  mx" 

dou 


X  —  x"  x"  —  X  1  —  m 

et  Ton  trouvera  de  même 

y-  my" 
^         1  —  m  ' 

On  voit  que  pour  passer  du  premier  cas  au  second  il  suffit  de  changer  le 
signe  de  m. 
Pour  m  =  1,  on  trouve,  dans  le  premier  cas, 

x  =  \[x'+x")    et    î/=-|(r+y"); 

ce  sont  les  coordonnées  du  milieu  de   la 
droite. 

Dans  le  second  cas,  on  trouve  des  valeurs 
infinies;  c'est-à-dire  que  le  point  de  divi- 
sion est  lui-même  rejeté  à  l'infini. 

86.  Autre  forme  de  l'équation 
de  la  droite.  —  Enfin,  l'équation 
d'une  droite  peut  encore  être  mise 
sous   une  forme  qu'il  est  bon  de     /  \ 

connaître.  \ 

Soit  AB  (fig.  39)  la  droite  dont  il  ^''^'  '^■ 

s'agit.  Abaissons  de  l'origine  0  sur  cette  droite  la  perpendicu- 
laire OD  =p  ;  et  soient  a  et  ^  les  angles  que  fait  cette  perpen- 
diculaire avec  OX  et  avec  OY. 
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Si  on  mène  MP  =  y,  qu'on  fasse  OP  =  x,  et  qu'on  projette  la 
ligne  polygonale  OPMD  surOD,  on  aura 

a;cosa  +  i/cosp=]}.  [9] 

Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires,  pet  a  sont  com- 
plémentaires ;  on  peut  donc  écrire 

a;cosa-4-î/sina  =  p.  [10] 


g  2.    —   PROBLÊMES   SUR   LA    LIGNE    DROITE. 

87.  Problème  ï.  —  Trouver  V intersection  de  deux   droites 
don7iéespar  leurs  équations. 
Soient 

î/  =  aa;  +  &     et    y=a'x-{-b' 

les  équations  des  deux  droites  données.  Le  problème  géométri- 
que consiste  à  déterminer  le  point  dont  les  coordonnées  satis- 
font à  ces  deux  équations  ;  et  le  problème  algébrique  consiste  à 
calculer  ces  coordonnées.  Si  donc  on  suppose  que  x  et  y,  au 
lieu  de  représenter  dans  chaque  équation  les  coordonnées  d'un 
point  quelconque  de  la  droite  correspondante,  représentent  les 
coordonnées  du  point  commun,  leproblème  algébrique  reviendra 
à  calculer  les  valeurs  de  x  et  de  y  qui  satisfont  à  la  fois  aux  deux 
équations. 
On  trouve 

b'  —  b       ,  ab'  —  a'b 

Xz=z  . et      t/=: -- 

a  —  a  a  —  a 

pour  les  coordonnées  du  point  d'intersection. 

Exemple.  —  Soient  les  deux  droites 

yz=i^x  +  \     et    î/  =  —  3a;-hll. 

On  trouvera  pour  les  coordonnées  de  leur  point  d'intersection 

11-1       „      ,  2.11  +  1.5       . 

2    et 


2-1-3        '     -    V—       2 -H  5      ~    • 

Remarques. — I.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  et  il 
suffit  que  ces  valeurs  soient  finies.  Pour  cela,  il  faut  que  a  dif- 
fère de  a'. 
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II.  Si  a  était  égala  a',  les  droites  données  seraient  parallèles 
(80),  et  ne  pourraient  se  rencontrer;  aussi  le  calcul  donne-t-il, 
dans  ce  cas,  des  valeurs  infinies  pour  les  coordonnées  du  point 
d'intersection. 

III.  Si  Ton  avait  à  la  fois  a  =  a'  eib=  b\  les  valeurs  de  x  et 
de  y  prendraient  la  forme  J  ;  et,  en  effet,  les  deux  droites,  dans 
ce  cas,  coïncideraient,  et  la  position  du  point  commun  serait 
indéterminée. 

88.  Droites  imaginaires  conjuguées.  —  Deux  droites  imaginaires  conju- 
guées U-i-V y'— ï  =0,  U— Vy/— 1  =0  se  coupent  en  un  point  réel,  dont 
les  coordonnées  sont  déterminées  par  les  équations  U^O,  V=0  (8t). 

89.  Problème  II.  —  Trouver  V équation  générale  des  droites  qui 
vont  concourir  avec  deux  droites  données  par  leurs  équations. 

Soient 

y  —  ax — b=:0    et     y  —  a'x  —  b'  =  0 

les  équations  des  deux  droites  données. 

Multiplions  la  seconde  par  un  coefficient  indéterminé  m,  et 
relranchons-la  de  la  première,  nous  aurons 

(y—ax--b)  —m{y  —  a'x  —  b')z=zO.  [\] 

Cette  équation  est  du  premier  degré  en  x  et  y  ;  elle  représente 
donc  une  droite.  D'un  autre  côté,  les  valeurs  de  x  et  t/,  qui  véri- 
fient à  la  fois  les  deux  équations  proposées,  annulent  les  deux 
parenthèses,  et  satisfont  par  conséquent  à  l'équation  [1]  :  c'est- 
à-dire  que  le  point  commun  aux  deux  droites  données  est  situé 
sur  la  droite  représentée  par  l'équation  [1] .  Cette  équation  re- 
présente donc  une  droite  qui  va  concourir  avec  les  deux  droites 
données;  d'ailleurs,  sa  direction  reste  indéterminée,  puisqu'on 
peut  disposer  du  coefficient  m.  L'équation  [1]  est  donc  l'équation 
demandée. 

Remarques.  —  I.  On  peut  disposer  de  m  de  manière  que  la 
droite  [1]  ait  une  direction  déterminée  ou  qu'elle  passe  par  un 
point  donné. 
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Dans  le  premier  cas,  on  remarquera  que  le  coefficient  angu- 
laire de  la  droite  [1]  est 

a — ma' 
i—m' 

Si  donc  a"  est  le  coefficient  angulaire  d'une  droite  ayant  la  direc- 
tion donnée,  on  devra  avoir 

a — ma'        „      ,,  ,  a  —  al' 

~ =«",     d  ou     m=:— r,. 

1  —  m  a — a 

Dans  le  second  cas,  si  x'  et  y'  sont  les  coordonnées  du  point 
donné,  ces  coordonnées  devront  satisfaire  à  Téquation  [1],  et  l'on 
aura 

{y'  —  ax'—b)—m{y'  —  a'x'—h')=^\ 
d'où 

w'  —  ax'  — b 
y'  —  a'x'  —  h' 

Exemples.  —  Supposons  que  les  droites  données  aient  pour  équations 

y^=.1x-\-\     et    2/  =  —  3a;  -f-  4 1 , 

et  qu'on  demande  Téqualion  d'une  droite  concourant  avec  les  droites  données 
et  parallèle  à  la  droite  y  =x,  on  devra  prendre 

2  —  1 


—  3  — 1  *' 

en  sorte  que  l'équation  [1]  deviendra 

{y —  ^x  —  i) +{{y -h^x  —  \i)  =  0    ou    y  =  x-i-Z. 

Si  l'on  veut,  au  contraire,  Téquation  d'une  droite  concourant  avec  les  deux 
premières  et  passant  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  x'  =  3  et  y'  =  0, 
on  devra  prendre 

0-2.3-1       , 


m  = 


0  +  3.3  —  11       »' 

et  l'équation  [1]  deviendra 

(t/  — 2a;  — 1)— |{t/ +  3a;  — ll)-+-0    ou    î/ =  —  5a;  4- 1 5. 

II.   L'équation  [1]  fournit  très-facilement  la  condition  pour 
que  trois  droites  concourent.  Soient,  en  effet, 


yz=zax-{-by     y=a'x-\-b',    y  =  a"x-\-b 
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les  équations  des  trois  droites.  L'équation  [1]  étant  l'équation 
générale  des  droites  qui  concourent  avec  les  deux  premières,  il 
faudra  que  l'équation  de  la  troisième  puisse  s'identifier  avec 
réquation  [1].  Or  on  tire  de  l'équation  [I] 

a  — ma'        b — mb' 

y=-A — —^ 


1  —  m  1  —  m 


Il  faudra  donc  qu'on  ait 


=  rt"    et    -, -=b'\ 


\—  m  1  — m 

et  l'on  obtiendra  la  condition  cherchée  en  éliminant  m  entre  ces 
deux  relations  ;  ce  qui  donne 

a'-a"~'b'  —  b"' 
relation  facile  à  retenir. 

Par  exemple,  les  droites  qui  ont  pour  équations 

concourent;  car  on  a 

2  +  o_i  —  15  7__— 14 

l-h5~3  — 15    ^"    t)~"— 12' 

Si  les  équations  des  trois  droites  sont 

Aa;  +  Bî/  +  C=:0,     A'a;  +  B'î/4-G'=rO,     A"a; -h  B"î/ +  C' —  0,    [a] 

on  trouvera  de  même  que  Ja  condition  pour  qu'elles  concourent  e^t  : 

AB^'  ~  A"B  _  AC^^  —  A^^C  ,, 

A"B'  —  A'B"  ~  A"G'  -  A'G"  '  ^  ^ 

90.  On  peut  encore  présenter  ce  résultat  dune  autre  manière.  Remplaçons 

xQiy  par- et  ^  et  chassons  le  dénominateur  z  ;  les  équations  ainsi  obtenues 

z      z 

A^  +  Bî/  +  C2=:=0,    A'a: -h  B'î/ 4- G'2  ==  0,    A"aî  4- B"j/ -h  G"s  =  0    [h] 

seront  homogènes  par  rapport  aux  trois  variables,  et  Ion  reviendra  aux  équa- 
tions [a]  en  faisant  dans  celles-ci  5=1.  Gelte  transformation  est  souvent 
utile. 

Or,  si  Ton  élimine x  et  y  entre  les  équations  \h],  on  arrive  à  un  résultat  de 
la  forme 
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Cette  relation  devant  être  une  identité  pour  que  Tune  quelconque  des  trois 
équations  soit  une  conséquence  des  deux  autres,  on  doit  avoir  D=:  0;  c'est-à- 
dire  que  \e  déterminant  des  équations  [b]  doit  être  nul. 
On  écrit  souvent  cette  condition  sous  la  forme 

A,    B,    C  ) 

A',  B',  G'     =  0, 

A",  B",  G"  ) 

Cette  condition  est  identique  à  la  condition  [1]. 

91.  Les  équations  de  trois  droites  étant  données  sous  la  forme  ci-dessus,  s'il 
arrive  qu'en  les  ajoutant  membre  à  membre  on  obtienne  une  identité,  cela  dé- 
montre qu'une  quelconque  des  trois  équations  est  une  conséquence  des  deux 
autres,  et  que  par  conséquent  le  point  commun  à  deux  d'entre  elles  est  situé 
sur  la  troisième,  c'est-à-dire  que  les  trois  droites  sont  concourantes. 

On  arriverait  à  la  mêmedonclusion  si  l'on  obtenait  une  identité  en  ajoutant 
les  équations  membre  à  membre  après  les  avoir  multipliées  par  des  facteurs 
constants.  Ainsi  les  droites  représentées  par  les  équations 

4^  _  2î/  —  3  =  0,     7)x  —  ?/  -f  I  ==  0,     hx  —  1y—\=0 

sont  des  droites  concourantes,  car  si  l'on  multiplie  la  seconde  par  2  et  la  troi- 
sième par  —  2  et  qu'on  les  ajoute,  on  trouve  0  =::  0. 

9S.  Théorème.  —  Quand  une  équation  du  premier  degré  à  deux 
variables  a  pour  coeflicients  des  fonctions  linéaires  d'un  même 
paramètre,  les  droites  représentées  par  cette  équation  concourent 
en  un  même  point. 

En  effet,  une  telle  équation  étant  de  la  forme 

(am-h  a')  y -{-  (bm-\-b')  X -i- cm-{- c'=:0,  [2] 

si  nous  l'ordonnons  par  rapport  à  m,  il  \ient 

(ay -hbx-h  c)m-\~  a'y  +  /?'x -H  c'  =  0  ; 

et,  sous  celte  forme,  nous  voyons  qu'elle  est  vérifiée,  quelle  que 
soit  la  valeur  de  m,  si  l'on  a 

ay  -H  /;a;  -h  c  =  0,     a'y -{-b'x-^c':=0. 

Donc,  si  a;  =  a  et  i/=g  vérifient  ces  équations,  les  droites  re- 
présentées par  lequalion  [2]  passeront  toutes  parle  point  (a,  g). 

93*  Problème  III.  —  Trouver  l'angle  de  deux  droites  données 
par  leurs  équations. 
Soient 

y  =  ax-{-b     et     yz=ia'x-\-b^ 
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les  équations  des  deux  droites  données.  Menons-leur  des  paral- 
lèles par  l'origine  ;  elles  auront  pour  équation 

y  =  ax     et    ij=a'x. 

Elles  feront  avec  l'axe  des  x  les  mêmes  angles  a  et  ctf  que  les 
droites  proposées.  Remarquons  sur-le-champ  qu'il  sera  toujours 
facile  de  reconnaître,  à  l'inspection  seule  des  équations  y=:ax 
et  y=a'x,  lequel  des  deux  angles  «  ou  a'  est  le  plus  grand.  En 
effet,  on  en  lire 

iL cl        X  — —  "  «  « 

a  a 

et,  pour  une  même  valeur  positive  de  y,  celle  de  ces  expres- 
sions qui  sera  algébriquement  la  plus  petite  correspondra  à  celle 
des  deux  droites  qui  fait  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x, 
et  au-dessus,  le  plus  grand  angle.  Il  suffira  donc  de  voir  quelle 

1         1 

est  celle  des  deux  quantités  —  ou  -  qui  est  algébriquement 

plus  petite. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  a  plus  grand  que  a'.  Soit  V 
l'angle  des  droites  y=:ax  et  yz=za'x,  lequel  est  le  même  que 
celui  des  deux  droites  proposées,  on  aura 

mais  on  a  (77) 

asinO  ^         ,         a'sinô 

tanga=:-; -;     idin^  ci':=-, -, -. 

^        1-1-acosô'  ^         1  +  fl'cosô 

D'ailleurs 

tang  a  —  lang  a' 


tangV=tang(a  —  a'; 


1  +  tanf]ra.tanff  a'  ' 


nîettant  pour  tang  a  et  tang  a'  leurs  valeurs,  et  réduisant,  on 

obtient 

.       ,.            (a— -aOsinÔ  .,, 

tang\  =  -i — ) j^ 1 

Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires,  on  a  ô  =  90%  et, 
par  suite, 

tangV=:-i 1*  [2 
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Exemples.  —  I.  Supposons,  par  exemple,  que  les  équations  de  deux  droites, 
rapportées  à  des  axes  faisant  entre  eux  un  angle  de  60%  soient 

y  —  —  5a;  -h  5    et    ?/  =  2a:  -h  1  • 

On  reconnaît,  en  appliquant  la  régie  donnée  plus  haut,  que  la  première  des 
deux  droites  est  celle  qui  fait  le  plus  grand  angle  avec  la  partie  positive  de  l'axe 
des  X,  et  au-dessus  de  cet  axe.  On  aura  donc 

d'où 

11 

et 

V=:53M247",5. 


log  tang  Y  =:  10  4-  log  ^  =9,8961379 


II.  Supposons,  en  second  lieu,  que  deux  droites  aient  pour  équations  en  coor- 
données rectangulaires 

La  seconde  est  celle  qui  fait,  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x,  et  au- 
dessus,  le  plus  grand  angle;  on  aura  donc 


tansY 


3_4 

2     3      17 


d'où 


et 


log  tang  V  =  10  +  log  ~  =  10,452297  7 


il 
6 


V=70''33'2d",7. 


94.  Condition  pour  que  deux  droites  soient  perpendi- 
culaires. —  La  condilion  nécessaire  pour  que  deux  droites 
soient  perpendiculaires  entre  elles  se  déduit  facilement  de 
l'expression  de  tang  V. 

En  effet,  pour  que  l'angle  V  soit  droit,  il  faut  que  sa  tangente 
soit  infinie,  ce  qui  exige,  ou  que  le  dénominateur  soit  nul,  et 
qu'on  ait 

1  -+-(a-f-a')cose-hflfl'=0,  [5] 

ou  que  le  numérateur  soit  infini,  le  dénominateur  ne  l'étant 
pas.  Il  faudrait  pour  cela  que  a  ou  a'  fussent  infinis  ;  supposons 
que  ce  soit  a',  ce  qui  revient  à  supposer  que  la  seconde  droite 
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soi l  parallèle  à  l'axe  des  y.  Divisons  les  deux  termes  de  l'ex- 
pression  de  tang  Vpar  a'  ;  et  faisons  ensuite  a'=oo  ;  nous  trou- 
verons 

—  sin  e 


tang  Y: 


cosô-i-a' 


expression  qui  ne  peut  êlre  infinie  que  pour  a=  -*-  cos  6.  Or  les 
valeurs  simultanées  a'=zoo  et  a  =  —  cosô  satisfont  à  la  rela- 
tion [3] ,  comme  on  le  voit  en  divisant  préalablement  par  a'  ;  cette 
relation  exprime  donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  les  deux  droites  soient  perpendiculaires  entre  elles. 

(On  ne  saurait  avoir  à  la  fois  a  =  ce  et  a'::=oo  ,  car  alors  les 
droites  seraient  parallèles  à  l'axe  des  y  et  ne  pourraient  être  per- 
pendiculaires entre  elles.) 

Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires,  cos  6  est  nul,  et 
la  condition  de  perpendicularilé  se  réduit  à  , 

\-^aa'=:0.  [4] 

95.  Problème  IV.  —  Trouver  V équation  de  la  perpendiculaire 
abaissée  d'un  point  donné  sur  une  droite  donnée^  et  calculer  la 
grandeur  de  cette  perpendiculaire. 

Soient  x'  et  y'  les  coordonnés  du  point  donné,  et  y=ax-{-b 
l'équation  de  la  droite  donnée. 

La  perpendiculaire  devant  passer  par  le  point  dont  les  coor- 
données sont  x'  et  y\  son  équation  sera  delà  forme  (81) 

y  —  y'  =  a'{x  —  x'). 

D'ailleurs  la  condition  de  perpendicularilé  donne 

1       /  /.        .         /A       V  '       /  d -H  a  cos  8 

1  -f-  {a -f-  a)  cos 0 -i- aa'  =  v,     d  ou     a'  = — 

L'équation  de  la  perpendiculaire  est  donc 


cosô 


Pour  trouver  sa  longueur,  il  faut  d'abord  déterminer  les 
coordonnées  du  point  où  elle  rencontre  la  droite  donnée,  et 
pour  cela  trouver  les  valeurs  de  x  et  de  y  communes  à  l'équa- 
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tien  [5]  et  à  réquation  y=ax  -+-b.  On  y  parvient  facilement  en 
mettant  d'abord  cette  dernière  sous  la  forme 

y — y':=a(x  —  x')  —  {y' — ax' — b).  • 

De  cette  équation  et  de  l'équation  [5]  on  tire  alors 

^^__{y'  — ax'—b)  (a -h cos^) 
a'  +  2acos0-hl 
et 

/^      {y'  —  ax'  — b)(\-i- a  cos^) 
^      -^  fl''H-2aco3e  +  l 

Mais  si  P  désigne  la  longueur  de  la  perpendiculaire,  ou  la  dis- 
tance des  deux  points  (ic,  y)  et  {x\  i/),  on  a  (1 0) 

V*  —  {x  —  x'f  -h  (î/  —  y'Y  +  2  (x—xf)  (y— y')  cosO. 

Remplaçant  x  —  x'  et  y — ij'  par  leurs  valeurs  et  réduisant,  on 
trouve 


d'où 


^^__{y'  —  ax'—bfûn^^ 

a*-i-'2acosô-|-1   '  ^ 

iy'  —  ax' — &)sinG 
v/a'+2acosÔ4-l  ^  ^ 


Cas  PÀiiTicuLiERs.  —  Si  la  droite  donnée  est  l'axe  des  x^  on 
trouve,  en  faisant  a =0  et  6=0, 

Pr=d=î/'sinô. 

Si  la  droite  donnée  est  Taxe  des  y,  en  divisant  les  deux  termes 
par  a  et  faisant  ensuite  a=:oo  et  6  =  0,  on  trouve 

P=:zba;'sinO. 

96.  Dans  le  cas  où  les  axes  sont  rectangulaires,  l'équation 
de  la  perpendiculaire  devient 

y-y'  =  -!^(x-x'),  [7] 

et  l'expression  de  sa  longueur  se  réduit  à 

\i'  —  ax'  —  b 


on  a 
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Lorsque  Téquation  de  la  droite  est  de  la  forme 
kx  +  By  +  G  =  0, 

p .   (A^H-B|/H-C)siriô  Aa/  +  Bî/'  +  C 

Jr  —    '    —  —       QW      p  —  — r"  — — 

V/A2  -f  2AB  cos  6  +  B«  y^A'  +  B*      * 

suivant  que  les  axes  sont  obliques  ou  rectangulaires. 

97.  Remarques.  —  I.  La  valeur  deP  devant  être  essentielle- 
ment positive,  on  adoptera  le  signe  +  ou  le  signe  — ,  suivant 
que  la  valeur  affectée  de  ce  signe  sera  positive  ou  négative. 

II.  La  quantité  y'  —  ax'  —  b  qui  est  au  numérateur  de  P  n'est 
autre  chose  que  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  droite 
mise  sous  la  forme 

y  —  ax  —  b:=0, 

dans  lequel  on  a  remplacé  x  et  y  par  les  coordonnées  du  point 

donné.  Il  en  résulte  que,  si 

le  point  donné   est  sur  la 

droite,  Pexpression  de  P  se 

réduit  à  zéro,  ce  qui  doit 

être. 

III.  Soit  AB   (fig.  40)  la       - 
droite  donnée  et  M  le  point  / 
donné  ;  menons  MP  parallèle                / 
à  OY,  et  qui  coupe  en  N  la 
droite  AB.  On  a  a;'  =  OP;  par  suite  NP: 
quent 

y'^ax'—b=:m^W. 

On  voit  que  cette  quantité  sera  positive  si  le  point  M  est  au- 
dessus  de  la  droite  donnée,  et  négative  si  le  point  M  est  au- 
dessous  de  la  droite.  On  peut  vérifier  que  la  même  conclusion 
subsiste  dans  toutes  les  positions  de  la  droite  et  du  point. 

IV.  La  formule  [6]  peut  s'obtenir  géométriquement.  Dans  le  triangle  rec- 
tangle MNII  (fig.  39)  on  a 


Fig.  40. 

ax'-\~b.  Pcir  consé- 


or 


tang  MINII 


a  4-  cos  0 


Mil    ou    P  =  MNsinMNlI; 

INP  =  7j'  —  ax'  —  h, 
d'où     sinMi\II=: 


MN=:MP 

sin  0 


sinô 


Va^  H-  "^a  cos  6  -r  1 
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et,  par  suite, 

p ±  iy'  —  ax\  —  b)  sin  Q 

Exemple.  —  Soit  proposé  de  mener  par  le  point  dont  les  coordonnées  sont 
x  =  \  etyz=b,  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires,  une  perpendiculaire  à 
la  droite  qui  a  pour  équation 

et  d'en  déterminer  la  longueur. 
On  trouvera  pour  Téquation  de  la  perpendiculaire  ^ 

et  pour  l'expression  de  sa  longueur 

p^  I  5  +  1  +  2^51 

s/^  +  1         5* 

V.  Quand  l'équation  de  la  droite  est  donnée,  en  coordonnées 
rectangulaires,  sous  la  forme 

X  COS  a  -H  î/  sin  a  —  p  =0, 

le  premier  membre  de  cette  équation  exprime  immédiatement 
la  distance  du  point  (x,  y)  à  la  droite  (96),  si  le  point  est  au  delà 
de  la  droite  par  rapport  à  l'origine  ;  s'il  était  du  môme  côté 
de  la  droite  que  l'origine ,  il  faudrait  prendre  la  quantité 
xcosoL-hy  sin  a — ]}  en  signe  contraire.  On  reconnaîtra  aisément 
que  cette  convention  répond  à  tous  les  cas. 

98.  Problème  V.  —  Etant  données  les  équatmis  de  deux  droites ^ 
trouver  les  équations  des  bissectrices  des  angles  formés  par  ces 
droites. 

Soient 

yz=iax-\-b    et    y=ia'x-hb' 

les  équations  des  droites  données.  Si  l'on  désigne  par  X  et  Y  les 
coordonnées  d'un  point  quelconque  de  l'une  des  bissectrices, 
on  aura  pour  l'expression  de  ses  distances  à  chacune  de  ces 
deux  droites  (95) 

n      _^(Y  — aX  — 5)sin0      ^     ^,  (Y  — a'\  —  b')  sïn^ 

V^a'-h2acos6-i-1  v/«"  +  2  a' cos  6 -h  1 

Or,  d'après  la  propriété  caractArislique  des  bissectrices,  ces  dis- 
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tances  doivent  être  égales.  On  aura  donc,  si  l'on  prend  les  deux 
distances  avecle  même  signe, 

Y  —  a\  —  b  X  —  a'\  —  h' 


et,  si  on  les  prend  avec  un  signe  contraire, 

iY^a\  —  h  Y—a'l—b' 

v/a'+ 2a  cos  6-1-1       y  a"  +  ^  a' cos  6 -f- 1 

Telles  sont  les  équations  des  deux  bissectrices. 

ï        En  posant,  pour  abréger, 


0,      [9] 


=  0.     [10] 


\/a^  -h  U  cos  e  +  1  —  R    et    \Ja'*  +  2a'  ces  6  +  1  =i  R', 

et  remplaçant  les  grandes  lettres  X  et  Y  par  de  petites,  x  et  y,  ces  équations 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

aR'  — a'R         bW  —  b'K  aR' +  «'R         &R'  +  6'R       ,,,, 

Exemple.  —  Soient,  par  exemple, 

y  — _i.^_f_l     et    y=z-^x  —  ^ 
les  équations  des  deux  droites  en  coordonnées  rectangulaires,  auquel  cas 

R  =  s/a-  +  1     et    R'  =  v^a'^-4-l, 
on  aura 

a  =  -|,R  =  |,    a'=l,,   R^z=iJ,    b  =  \,    h'=z-% 

et,  par  suite,  on  trouvera  pour  les  équations  des  deux  bissectrices  : 

y  —  U-'-^    et    î/=:-ia;-||. 

II.  On  peut  résoudre  celte  question  d'une   aulre  manière, 
en  partant  de  l'équation 

[y  —  ax—b)  —  m  (y  —  a'x  —  b')^=Oy 

qui  représente  toutes  les  droites  qui  passent  par  le  point  d'inter- 
section des  deux  droites  données  (89),  et  en  déterminant  m  de 
manière  que  cette  équation  représente  une  droite  qui  fasse  des 
angles  égaux  avec  chacune  des  droites  données. 

III.  Si  les   droites  données  sont  les  axes  coordonnés  eux- 
mêmes,  il  faut  daiis  les  équations  [9]  et  [10]  faire  a  =  oo  ,  t=0, 
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a'  =  0,  b'  =  0  (en  ayant  soin  de  diviser  préalablement  par  a  les 
deux  termes  de  la  fraction  où  entre  cette  lettre) .  iki  trouve  ainsi 
pour  les  équations  des  deux  bissectrices 

—  X— Yr=r:0     et     -  X  +  Y  =  0 
ou 

y=z  —  X    et    ij=:-i-x, 

équations  qui  auraient  pu  être  obtenues  directement.  La  se- 
conde représente  la  bissectrice  de  l'angle  YOX  et  de  son  opposé; 
la  première  représente  la  bissectrice  de  l'angle  YOX'  et  de  son 
opposé. 

Remarques.  —  I.  On  peut  vérifier  sur  les  équations  [11]  que  les  bissectrices 
qu'elles  représentent  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

II.  Quand  on  connaît  les  inclinaisons  a  et  a'  des  deux  droites  sur  l'axe  des  a; 
et  les  coordonnées  x"  et  y'  de  leur  point  d'intersection,  on  peut  mettre  les  équa- 
tions des  bissectrices  sous  la  forme  très-simple 

^  —  ^'     __    y— y'       g^       ^—^'     _        y  —  y'    . 


COSi(a4-a')       sin|(a-t-a')  sin  ^  (a  +  a')  ~       C0s|(a-+-a')' 

on  reconnaît  qu'elles  sont  perpendiculaires  entre  elles. 

99.  Une  équation  du  m"""  degré  à  une  seule  inconnue  repré- 
sente m  droites  parallèles  [réelles  ou  imaginaires) . 

Soitf(a;)=0  une  équation  du  degré  m,  et  soient  a,b^  c...,  /, 
ses  m  racines.  On  sait  que  cette  équation  équivaut  aux  m  équa- 
tions 

lesquelles  représentent  m  droites ,  réelles  ou  imaginaires,  pa- 
rallèles à  l'axe  des  y. 

±00.  Une  équation  homogène  f(x,y)=Ot/w  m™^  degré  repré- 
sente un  faisceau  de  m  droites  (réelles  ou  imagi7iaires)  passant  par 
l'origine. 

En  effet,  l'équation  proposée  étant  homogène  et  du  degré  m, 
peut  être  mise  sous  la  forme 

si  l'on  divise  ses  deux  membres  par  x^.  En  la  résolvant  par  rap- 
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porta  -,  on  ^m  valeurs  réelles  ou  imaginaires  a,  &,  c...,  et  on 

pourrait  remplacer  la  proposée  par  les  équations 

y=ax,    y  =  bx,    y  =  cx,  ... 

qui  représentent  m  droites,  réelles  ou  imaginaires,  passant  par 
Torigine. 

toi .  Problême  YII.  —  Trouver  Véquation  qui  représente  les  deux  bissectrices 
des  angles  formés  par  les  deux  droites  représentées  par  Véquation  homogène 

Ax«  +  Ba;î/  +  Cî/«=0. 

On  a  vu  (tOO)  que  les  coefficients  angulaires  de  ces  droites  sont  les  racines  m 
et  m'  de  cette  équation,  résolue  par  rapport  à  -.  Ces  droites  seront  réelles  et 

X 

distinctes,  confondues  en  une  seule,  ou  bien  imaginaires,  suivant  que  la  quan- 
tité B'*  — 4AG  sera  positive,  nulle  ou  négative.  Supposons-les  réelles  et  dis- 
tinctes, et  soit 

y  =  lx 

réquation  de  Tune  des  bissectrices,  en  supposant  les  axes  rectangulaires.  Pour 
déterminer  X  on  aura  la  condition  (93) 

X  —  m         m'  —  X 


1  -^  X  w      1  -f  X  m' 
ou 

(m  +  m')  X»  —  2  (mm' —  1  )  X  —  (m  4- m')  =  0  ; 
mais 

m-\-m'=:z—  ~    et    mm'  =  p  , 

il  vient  donc 

Remplaçant  X  par  - ,  on  obtient 
c'est  l'équation  demandée. 

g   3.    EXERCICES  ET   APPLICATIONS. 

iOS.    Exemples  de  théorèmes  de  Géométrie  démontrés  par  le  calcul.  — 

I.  Théorèmk.  —  Les  médianes  AU,  Bl,  CO d'un  triangle  quelconque  ABC  (fig.  41) 
concourent  en  un  même  point. 
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Prenons  pour  axes  le  côté  AB  et  la  médiane  CO;  il  faut  démontrer  que  les 
1^  deux  autres  médianes  «upent  l'axe  des 

y  en  un  même  point. 

Soient 

OA=OB=:rm    et    CO  =  h. 


Les  coordonnées  du  point  II,  milieu 
de  BG,  seront  x  =  -—im  et  y  =  \h; 
celles  du  point  A  sont  d'ailleurs  x  =  m 
et  î/  =  0.  L'équation  de  la  droite  AH 
qui  passe  par  ces  deux  points  est  donc 
(83) 


Fig.  41. 


ï/-o_ 


0  — i/t 


d'où     î/  =  ^—  (^  —  m  ) . 


Les  coordonnées  du  point  I,  milieu  de  AG,  sont  a^  =  |??i  et  i/  =  ^  h;  celles 
du  point  B  sont  d'ailleurs  xz=—m  et  i/=  0.  L'équation  de  BI  est  donc 


y-0  _ 


0-i/i 


d'où 


!'=3S-,(^+'"' 


Si  dans  ces  deux  équations  on  fait  a:  =  0,  on  trouve  y  =  i.  Les  deux  mé- 

dianes  AH  et  BI  coupent  donc  la  médiane  OC  en  un  mêmepointK  ;  et  ce  point 

est  au  tiers  de  OG  à  partir  du  point  0. 

II.  TnÉORÊME.  —  Les  perpendiculaires 
iP,  BQ.  CO  (fig.  42)  abaissées  des  sommets 
d'un  triangle  ABG  sur  les  côtés  opposés 
toncourenten  un  même  point. 

Prenons  pour  axe  le  côté  AB  et  la  per- 
pendiculaire CO.  n  faut  démontrer, 
comme  ci-dessus,  que  les  deux  droites 
AP  et  BQ  coupent  Taxe  des  y  au  même 
Fig.  42.  point,  ou  qu'elles  ont  la  même  ordon- 

née à  l'origine. 


Soient 


OA  =  m,  OB  =  ?i,  CO  =  /t. 


L'équation  de  la  droite  BG  est  ["99) 


1     ou     y=:~X-\-h. 

^       n 


L'équation  de  AP,  qui  lui  est  perpendiculaire  et  qui  passe  par  le  point  A,  dont 
les  coordonnées  sont  a;=:  m  etî/=  0,  sera  donc  (96) 


y  =  —i:\{^-^)' 


w 


EXERCICES  ET  APPLICATIONS.  89 

r équation  de  la  droite  AG  sera  de  même 

^H =  1       ou      11=: x-i-h. 

h      m  ^  m 

L'équation  de  BQ,  qui  lui  est  perpendiculaire  et  qui  passe  par  le  point  B,  dont 
les  coordonnées  sont  x  =  —  nety  =  0,  sera  donc 

y  =  f^{^-^n).  [2] 

Si  dans  les  équations  [1]  et  [2J  on  fait  x=Q  pour  avoir  l'ordonnée  à  l'ori- 
gine, on  trouve 

mn 

Les  perpendiculaires  AP  et  BQ  coupent  donc  la  perpendiculaire  OG  en  un 
même  point  K.  On  voit,  de  plus,  que  la  distance  OK  est  une  quatrième  propor- 
tionnelle aux  longueurs  OC,  OA  et  OB. 

Remarque.  —  Ceci  suggère  une  démonstration  géométrique  du  théorème.  En 
effet,  soit  R  le  point  d'intersection  de  APavec  GO;  le  triangle  BOK  est  semblable 
au  triangle  BQA,  qui  est  lui-même  semblable  à  COA;  on  a  donc 

OK_OA 
^  BO~"OG*      . 

Soit  K'  le  point  d'intersection  de  BQ  avec  GO  ;  le  triangle  AOK'  est  semblable 
au  triangle  APB,  qui  est  lui-même  semblable  à  GOB  ;  on  a  donc 

OK'^BO  2i'_2^ 

OA  "OG    ^"    BO  ~0G* 

Comparant  cette  proportion  à  la  première,  on  en  déduit  0K'=  OK.  Donc  AP 
et  BQ  rencontrent  GO  en  un  même  point. 

103.  Ces  théorèmes,  et  beaucoup  d'autres  théorèmes  analogues,  peuvent  être 
démontrés  par  une  méthode  plus  large  et  à  l'aide  de  calculs  plus  symétriques. 

I.  Soit  à  démontrer  que  les  perpendiculaires  élevées  sur  le  milieu  des  côtés 
d'un  triangle  concourent  en  un  même  point.  Désignons  par  A',  A",  A"'  les  trois 
sommets  du  triangle;  par  x',  y':  x'\  y";  x"',  y"'  les  coordonnées  de  ces  sommets 
rapportés  à  deux  axes  rectangulaires.  La  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu 
de  A'A"  étant  le  lieu  des  points  également  distants  de  A'  et  de  A'^  o~n  aura  son 
équation  en  posant  (tO) 

{x-x')^-{-{y-y')^^{x-x")^-h{y-y'')^ 
ou 

2{x^—x")x  +  ^{y'  —  y")y-hx'"'  —  x'^-\-y"^  —  y'^=0.         [IJ 

On  trouvera  de  même  pour  Tes  équations  des  deux  autres  perpendiculaires 

2  {x"  —  x"')x  +  2  {y'  —  y"')  y  +  x"'^  —  x"^  +  y'"*  —  y"^  =  0 
et 

2  {x'"  —  x')x  +  2  (t/"'—  t/')  y  4-  xr*  —  x"'^-\-y'*  —  y'"*=0. 

Or,  si  Ton  additionne  membre  à  membre  ces  trois  équations,  tous  les  termes 
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s'entre-détruisent,  et  Ton  trouve  0  =  0.  Donc  les  trois  perpendiculaires  con- 
courent (90). 

IL  Soit  à  démontrer  que  les  bissectrices  des  trois  angles  d'un  triangle  con- 
courent en  un  même  point.  Soient  en  coordonnées  rectangulaires 

xcos  a  -f-  y  sin  a  —  p  =  0,     a:cos  P  4-  î/  sinp  —  9  =  0, 

a;  cos  "Y  4-  y  sin  7  —  r  =  0, 

les  équations  des  trois  côtés  du  triangle,  que,  pour  abréger,  nous  représente- 
rons par 

A=0,  B  =  0,  C=:=0. 

Le  trinôme  A  et  le  trinôme  B  représentent  (96,  V)  respectivement  les  distances 
du  point  X,  y  aux  deux  premiers  côtés  du  triangle;  la  bissectrice  de  l'angle  de 
ces  deux  côtés  aura  pour  équation 

A  — B  =  0 

si  l'on  a  pris  l'origine  en  dehors  du  triangle.  On  aura  de  même  pour  les  équa- 
tions des  autres  bissectrices 

B  — C  =  0    et    G  — A=:0. 

Or,  si  Ton  ajoute  membre  à  membre  les  équations  de  ces  trois  droites,  on 
trouve  0  =  0;  donc  (90)  les  trois  bissectrices  sont  concourantes. 

On  modifiera  facilement  les  signes  des  polynômes  A,  B,  G  pour  étendre  la 
démonstration  aux  bissectrices  des  angles  supplémentaires  ou  extérieurs  du 
triangle. 

m.  Soit  à  démontrer  que  les  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  d'un 
triangle  sur  les  côtés  opposés  concourent  en  un  mêmepoint.  Soit  ABC  (fig.43)  le 
triangle  proposé  ;  et  soient,  en  coordonnées  rectangulaires, 

A  =  0,    B  =  0,    G  =  ô 

les  équations  respectives  des  côtés  BG,  AC,  AB.  Soit  enfin 
AP  perpendiculaire  à  BG.  L'équation  B  —  ).  G  =:  0  repré- 
sente toutes  les  droites  qui  passent  au  point  A  (89).  Or, 
les  distances  du  point  A  aux  droites  AB  et  AG  ayant 
pour  valeur  APcosB  et  APcosG.ies  distances  d'un  point 
'c  quelconque  de  AP  aux  deux  côtés  AB  et  AG  sont  dans  le 
rapport  de  cosB  à  cosG.  L'équation  de  AP  est  donc 

Fig.43.  B-^.C=0 

cosB 
ou 

BcosB  — GcosC  =  0. 

On  trouvera  de  même  pour  les  équations  des  deux  autres  perpendiculaires 

GcosC  — AcosA  =  0 
et 

AçosA— BcosB  =  0. 
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Or,  si  l'on  additionne  ces  trois  équations  membre  à  membre,  on  trouve  0  =  0  ; 
donc  les  trois  perpendiculaires  concourent  en  un  même  point. 

La  méthode  employée  dans  ces  deux  exemples  est  connue  sous  le  nom  de 
méthode  des  notations  abrégées;  nous  aurons  plusieurs  fois  l'occasion  de  l'em- 
ployer dans  le  cours  de  cet  ouvrage. 

104.  Exemples  de  lieux  géométriques.  —  I.  Trouver  le  lieu  des  points 
tels,  que  la  différence  entre  les  distances  de  chacun  d'eux  à  deux  droites  fixes 
soit  une  quantité  constante.  Prenons  les  droites  fixes  pour  axes;  soit  6  leur  angle. 
Les  distances  du  point  [x,  y)  aux  deux  axes  auront  respectivement  pour  va- 
leurs (95)  y  sin  6  et  a;  sin  ô.  Par  conséquent,  en  appelant  C  la  constante  donnée, 
on  aura 

Q 

wsinô  — X  sinôr=:G      ou      î/  =  a;H--r— r, 
-^  ^  smô 

équation  d'une  parallèle  à  la  bissectrice  de  l'angle  YOX. 

H.  Un  triangle  OAB  (fig.  44),  dont  un  sommet  0  est  fixe,  tourne  autour  de  ce 
sommet  en  variant  de  grandeur,  mais  en  restant  semblable  à  lui-même;  si  le 
sommet  A  décrit  une  droite  IIL,  quel  sera  le  lieu  du  point  B  î 


Fig.  u. 

Prenons  le  point  0  pour  origine,  Taxe  des  x  parallèle  à  HL,  et  l'axe  des  y  per- 
pendiculaire à  l'axe  desx.  Soient  tangAOX^a,  tangB0X  =  6,  tangAOB  =  m, 

OR 
011=.  h,  et  0^=^,  d'où  0B=:^.0A,  ou  bien 


L'angle  AOB  étant  la  différence  des  angles  AOX  et  BOX,  on  a 


[1] 


mz=- r,   dou  o  — 


l  +  ab' 


i-bm' 


ou,  comme  b 


_!/ 


a=y-±I!^     et     ^^^-^y. 


X  —  my 


«      y-\-mx 
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Mettant  cette  valeur  dans  la  relation  [1],  on  obtient 


\Jx*-i-y^  =  ^h 


sJ{y-\-mx)^  +  {x-my)^_^j^sJ{x^-^y^){i  + 


y  -i-  mx  y  -i-mx 

Faisant  disparaître  le  dénominateur,  et  divisant  les  deux  membres  par 


^x*-i-y*,  ce  qui  revient  à  supprimer  la  solution  algébrique  x*  +  i/*  =  0,  étran- 
gère à  la  question,  il  vient 


y  -i-mx=z^h  sj\  -i- 


ou 


î/  ==:  —  mx  -h  8h  yl  4- m^. 


C'est  l'équation  d'une  droite  qui  fait,  avec  la  partie  positive  de  l'axe  des  x, 
un  angle  égal  au  supplément  de  l'angle  constant  AOB.  Pour  construire  l'ordon- 
née à  l'origme,  il  suffit  évidemment  de  faire  l'angle  HOA'  égal  à  AOB,  et  de 
prendre  OB'=^.OA'. 

Si  l'angle  AOB  était  nul,  on  aurait  m  =^  0,  et  l'équation  du  lieu  se  réduirait  à 
y=:Sh,  ce  qui  représente  une  parallèle  à  HL,  comme  on  devait  s'y  attendre. 

Si  l'angle  AOB  était  droit,  on  au- 
rait în=:<>o,  et,  en  divisant  préa- 
lablement l'équation  du  lieu  par  m 
et  faisant  ensuite  m  infini,  on  trou- 
verait 

0=z  —  x-\-^h    ou    x  =  ^h, 

équation  d'une  perpendiculaire  à 
la  droite  donnée  HL. 

III.  Dans  un  quadrilatère  quel- 
conque ABCD  (fig.  45),  on  inscrit 
Fig  ^M  un    parallélogramme   PQRS   dont 

les  côtés  sont  parallèles  aux  dia- 
gonales AC  et  BD  ;  on  demande  le  lieu  du  point  de  rencontre  M  des  diagonales 
PR  et  QS  de  ce  parallélogramme. 
Prenons  pour  axes  les  diagonales  du  quadrilatère  donné.  Faisons 


OA: 


On  a 


a, 

0C  = 

a\ 

OB  =  h, 

0D  = 

^h\ 

BP 
AB^ 

BQ 
"BG' 

DR 
"DG^ 

DS 
~DA— 

m. 

AP 

ab' 

CQ 
-BG" 

GR 
"GD^ 

AS 
~AD~ 

m', 

et,  par  suite, 

m-\-m'=i\. 

Les  points  P,  Q,  R,  S  auront  respectivement  pour  coordonnées 


m 


P, 

Q, 

R, 

x:=ma, 

,x=z  — ma', 

x  =  '-  ma', 

X 

y  =  m' h 

yz=m'h, 

y  =  —  m' h' 

y 

m'/t' 


I 
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Par  suite,  Téqualion  de  PR  est 

y  —  m'h  X  —  ma  y  —  m'h  x  —  ma  .^. 

— rr=' ■      OU      — ^ ^^=  •  1''^ 

m'h  •+■  m,'h'      ma'  4-  mh'  m'  [h-\-h')      m  {a-\-a')  '-"^ 

De  même,  Téquation  de  QS  est 

y  —  m'h  x  +  ma'  y  —  m'h  x-\-ma'  „-i 

-4- — r=r ; OU     -~-T-i r7\  = 1 7T'         W 

m'h  -f-  m'h'      —  ma'  —  ma         m'  [h -{-h')  m  [a -j-a')        "■  -■ 

Pour  obtenir  l'équation  du  lieu,  il  reste  à  éliminer  m  et  m'  entre  les  équa- 
tions [l],  [2]  et  [3]. 

Pour  cela,  retranchons  d'abord  [i]  de  [3]  membre  à  membre;  il  vient,  en 
supprimant  le  dénominateur  commun, 

X 

2x  —  7iia-hma'=0,      d'où       ni=:—( r\- 


Si,  au  contraire,  on  les  ajoute  membre  à  membre,  il  vient 

2w  — 2m'/i  j       ..   .        ,  V 

m'{h-i-h')  i(^h  —  h') 

Substituant  ces  valeurs  de  m  et  de  m'  dans  [1],  on  a  enfin 


'  T.^n^.  =  ^-  W 


Cette  équation  est  celle  d'une  droite  qui  a  pour  coordonnées  à  l'origine 
~[a—  a')  et  {[h  — h'),  c'est-à-dire  qu'elle  passe  par  les  milieux  I  et  K  des 
diagonales  AC  et  BD  du  quadrilatère  proposé. 

105.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  questions  suivantes  (faire  les  figures): 

Trouver  le  lien  des  points  tels,  que  les  distances  de  chacun  d'eux  à  deux  droites 
fixes  sont  dans  un  rapport  constaiit. 

Trouver  le  lieu  du  sommet  de  l'angle  droit  d'une  cquerre,  mohile  dans  son 
plan,  et  dont  l'hypoténuse  est  assujettie  à  s'appuyer,  par  ses  extrémités,  sur 
deux  droites  rectangulaires. 

Étant  donnés  deux  droites  OA  et  OB  et  un  point  P,  on  mène  par  ce  point  une 
sécante,  telle  que  PIC,  on  fait  l'angle  BIM  =  OIP,  et  Ion  prend  IM  =  IC;  on  de- 
mande le  lieu  du  point  M. 

Dans  un  quadrilatère  quelconque  ABCD,  on  inscrit  un  trapèze  PQRS  dont  les 
bases  PS  et  OR  sont  parallèles  à  l'une  des  diagonales  BD  ;  07i  demande  le  lieu 
du  point  de  rencontre  M  des  côtés  non  parallèles  de  ce  trapèze. 
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§   4.   —  DIVISION    HARMONIQUE.    —  POLES    ET   POLAIRES    PAR  RAPPORT   A 

DEUX   DROITES. 

i06.  Division  harmonique.  —  Étant  donnés  sur  une  droite  indéfinie  XX' 
(fig.  46)  deux  points  fixes,  A  et  B  et  un  point  variable  G  situé  entre  A  et  B,  le 

r  K 

rapport  —  de  ses  distanœs  aux  deux 


^'     ^'         ^        0    c     B        D       X     points  fixes  peut  varier  d  une  ma- 
Pig  4g  niére  continue  depuis  zéro  jusqu'à 

l'infini.  Si  D  est  un  second  point  va- 
riable situé  à  droite  du  point  B,  le  rapport  ^  de  ses  distances  aux  deux 

points  fixes  peut  varier  d'une  manière  continue  depuis  l'infini  jusqu'à  l'unité. 

D'A 
Enfin,  si  le  point  D  était  en  D',  à  gauche  de  AB,  le  rapport  ^  pourrait    va- 
rier depuis  zéro  jusqu'à  l'unité.  11  résulte  de  ces  remarques  qu'étant  donné  un 
nombre  quelconque  m,  on  pourra  toujours  placer  les  points  G  et  D,  de  telle 
sorte  qu'on  ait  à  la  fois,  en  valeur  absolue, 

GA  ,     DA  ,,  ,     GA      DA 

^^  =  m     et     j^  =  m,     d  ou     ^^=^.  [1] 

Le  point  G  sera  toujours  situé  entre  A  et  B  ;  quant  au  point  D,  il  sera  à  droite  ou 
à  gauche  de  AB  suivant  que  m  sera  supérieur  ou  inférieur  à  1.  Si  m  était  égal 
à  1,  le  point  G  serait  en  0,  au  milieu  de  AB,  et  le  point  D  serait  situé  à  l'infini; 
et  réciproquement. 

Lorsque  quatre  points  A,  B,  C,  D,  en  ligne  droite,  satisfont  à  la  proportion  [1] , 
on  dit  qu'ils  forment  une  division  haj'monique,  expression  tirée  de  certaine  di- 
vision des  cordes  sonores.  Les  points  G  et  D  sont  dits  harmoniques  conjugués 
des  points  A  et  B.  Réciproquement  les  points  A  et  B  sont  harmoniques  conju- 
gués des  points  G  et  D;  car  de  la  proportion  [1]  on  tire 

BD_AD 
BC  "~  AG* 

lO*.  Gonnaissant  les  deux  points  A  et  B,  si  l'on  se  donne  le  nombre  m, 
on  peut  construire  les  points  G  et  D;  et  réciproquement.  Il  en  résulte  que, 
connaissant  trois  des  points  qui  forment  une  division  harmonique,  on  peut 
construire  le  quatrième. 

108.  Pour  généraliser  les  formules,  on  convient  quelquefois  de  regarder 
les  distances  GA,  GB,  DA  et  DB,  comme  positives  ou  négatives,  suivant  que  les 
points  G  et  D  sont  placés  à  droite  ou  à  gauche  des  points  A  et  B.  Ainsi  GB  est 
négatif  et  la  relation  [1]  doit  s'écrire 

—  GB~DB       ^"     GB'DB"  ^^ 
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Si,  au  lieu  du  point  D,  on  considérait  le  point  D',  les  distances  D'A  et  D'B  se- 
raient négatives  ;  on  devrait  donc  écrire 

CA_  — D'A  ?A.!^— _1 

_CB~— D'B  ^"    Cb'd'B" 

i09.  Théorème.  —  Si  quatre  points  A,  B,  C,  D  (fig.  40)  forment  une  division 
harmonique,  les  distances  CO  et  DO  des  points  C  et  D  au  milieu  0  de  AB  ont 
pour  moyenne  proportionnelle  la  moitié  de  AB. 

En  effet,  en  posant 

AO  =  OB  =  a,    CO  =  x,    W  =  y, 
la  relation  fondamentale  [IJ  peut  s'écrire 


a  —  X      y  —  a' 


dou     —  =  -^, 
X        a 


ou    xy  =  a' 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 
Remarque.  —  Si  Ton  pose 

kB=d,    AC 
la  relation  [1]  devient 

P     _     9' 


P,     AD=:p' 


d'où     —  +  —,= 


m 


Réciproquement,  si  entre  les  distances  AC,  AB,  AD  d'un  point  A  à  trois  autres 
points  situés  sur  la  même  droite  il  existe  la  relation  [3J,  ces  quatre  points  for- 
ment une  division  harmonique. 

ilO.  Faisceau  harmonique.  —  Si  l'on  joint  un  point  0  (fig.  47)  à  quatre 
points  A,  B,  G,  D  formant  une  division  harmo- 
nique, les  quatre  droites  OA,  OB,  OC,  CD  for- 
ment ce  que  l'on  appelle  un  faisceau  har- 
monique ;  et  ces  droites  elles-mêmes  sont  les 
rayons  qui  forment  le  faisceau. 

Remarque.  —  Si  le  point  D  était  rejeté  à  l'in- 
lini,  le  point  G  serait  alors  au  milieu  de  AB, 
et  le  rayon  OD  serait  parallèle  à  XX'. 


Fig.  47. 


Théorème.  —Dans  un  faisceau  harmonique,  le  rapport  des  segments  interceptés 
par  les  quatre  rayons  est  égal  au  rapport  des  sinus  des  angles  formés  par  les 
rayons  correspondants.  Désignons,  en  effet,  par  h  la  perpendiculaire  abaissée 
du  point  0  (lig.  47)  sur  XX';  on  aura 

2.surf  AOG  =  CA./i  =  OA.OC    sin  AOC> 

2.surfG0B=::GB./ii=0B.0G.  sin  BOC  ; 
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d'où,  en  divisant  membre  à  membre, 

CA      OA     sin  AOC 


On  trouvera  de  même 


CB~"OB   'sinBOG 
DA     OA     sin  AOD 


DB~~OB     sinBOD 
et,  en  divisant  membre  à  membre  ces  deux  relations, 

CA      DA  _  sin  AOC  ,  sin  AOD 
CB  '   DB  ~  sin  BÔG  *  sin  BOD' 


[i] 


Cette  relation  est  vraie,  quels  que  soient  les  rayons  OA,  OB,  OC,  OD.Mais  si  le 
quatre  points  A,  B,  C,  D  forment  une  division  harmonique,  on  a 

CA  .  M__ 
CB  •  DB~~         ' 
donc  aussi 

sin  AOC       sin  AOD 


sin  BOC       sin  BOD 


==-i.         .  [2] 


Réciproquement,  si  la  relation  [2J  a  lieu,  en  vertu  de  la  relation  [1]  les  quatre 
points  A,  B,  C,  D  forment  une  division  harmonique,  et  par  conséquent  les 
quatre  rayons  forment  un  faisceau  harmonique. 

fil.  Théorème.  —  Un  faisceau  harmonique  divise  harmoniquement  toutes  ses 
transversales.  Supposons,  en  effet,  que  les  quatre  droites  OA,  OB,  OC,  OD  (fig.  40) 
forment  un  faisceau  harmonique  ;  et  soit  XX'  une  transversale  quelconque  qui 
coupe  les  rayons  aux  points  A,  B,  C,  D.  Les  quatre  rayons  formant  un  faisceau 
harmonique,  on  aura  la  relation  [2]  ci-dessus;  mais  alors,  en  vertu  de  la  rela- 
tion [1],  on  aura  aussi 

CA  ^  M__    . 

CB  *  EB  ~         ' 

donc  la  transversale  XX'  est  divisée  harmoniquement. 

112.  Problème.  —  Étant  donnés  trois  rayons  d'un  faisceau  harmonique,  con- 
struire le  quatrième.  Coupez  les  trois  rayons  donnés  par  une  transversale  quel- 
conque, et  soient  A,  B,  C  les  points  d'intersection  ;  déterminez  sur  la  transversale 
le  point  D,  conjugué  harmonique  de  C  par  rapport  à  A  et  B  (iOl),  et  joignez  OD  ; 
ce  sera  le  rayon  demandé. 
Mais  on  peut  donner  de  ce  problème  une  autre  solution  fondée  sur  une  pro- 
priété remarquable.  Soient  OA,  OB,  OC,  OD  (fig.  48) 
quatre  droites  formant  un  faisceau  harmonique,  me- 
nons une  transversale  AX  parallèle  au  rayon  OD  ;  le 
point  d'intersection  de  ce  rayon  avec  la  transversale 
sera  rejeté  à  l'infini,  et  son  conjugué  harmonique  C  sera 
le  milieu  de  AB  (lOe).  Si  donc  les  directions  des  trois 
rayons  OA,  OB,  OC  sont  données,  on  obtiendra  la  di- 
rection de  OD  en  menant  par  le  point  0  une  parallèle  à  la  direction  d'une 
transversale  AB  divisée  en  deux  parties  égales  au  point  C,  direction  que  l'on 
sait  obtenir. 
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Si  les  trois  directions  données  sont  OB,  OC  et  OD,on  obtiendra  la  direction 
OA  en  menant  BG  parallèle  à  CD,  prenant  CA::=CB  et  joignant  CA. 

Remarques.  —  I.  Les  côtés  d'un  angle,  la  bissectrice  de  cet  angle  et  celle  de 
l'angle  supplémentaire  forment  un  faisceau  harmonique.  Car  si  Ton  mène  une 
transversale  perpendiculaire  à  la  première  bissectrice,  elle  est  parallèle  à  la 
seconde,  et  les  parties  interceptées  par  les  côtés  de  Tangleet  la  première  bis- 
sectrice sont  égales  ;  on  reproduit  donc  ainsi  une  disposition  analogue  à  celle 
de  la  figure  48. 

II.  Pour  que  deux  droites  menées  par  Torigine,  et  dont  les  équations  seront 
conséquemmentdelaforme  y  =ax  et  ij  =  a'x,  forment  avec  les  axes  un  fai- 
sceau harmonique,  il  faut  et  il  suffit  qu'on  ait  a'=  —  a.  Car  si  l'on  mène  une 
transversale,  parallèle  à  l'axe  des  x>  il  faut  que  les  segments  interceptés  par 
les  deux  droites  et  par  l'axe  des  y  soient  égaux  et  situés  de  part  et  d'autre  de 
l'axe  des  y.  Cela  revient  à  dire  que  pour  une  même  valeur  de  y  les  deux  équa- 
tions ci-dessus  doivent  donner  pour  x  des  valeurs  égales  et  de  signe  contraire, 
ce  qui  exige  que  a'  soit  égal  à  —  a. 

113.   Pôles  et  polaires  par  rapport  à  deux  droites.  — 

Problème.  —  Étant  données  deux  droites  fixes  OJ.et  OY  (fig.  49), 
et  un  point  fixe  P  dans  le  plan  de  ces 
droites,  on  mène  par  ce  point  deux  sé- 
cantes quelconques  PCA,  PDB  ;  on  joint 
AD  et  CB  ;  dn  demande  le  lieu  du  point  I 
oîi  les  droites  de  jonction  se  rencon- 
trent. 

Prenons  pour  axes  les  droites  fixes 
OX,  OY,  et  soient  a  et  ^  les  coordonnées  Fig  49^ 

du  point  fixe  P. 

L'équation  de  la  droite  PCA  est  de  la  forme 

y  —  fjz=:m(x  —  a)  ; 
et,  en  y  faisant  alternativement  x=^0  cA  y  =  0,  on  trouve 

OC=z^-ma    et    0K=:'^^^^—^. 

m 

On  a  de  même,  pour  une  seconde  sécante  PDB, 

OD  =  p-^m'a    et    0B=  ^^^'^~^ 

nv 

Maintenant,  l'équation  de  AD  est 

y        X        ,  y  mx  , 

OD      OA  P  —  nVoL      moL  —  (i 
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et  réquation  de  CB  est 

y        X        .  ij  m'x  , 

— — ! =  i     on ! =  1 

OC      OB  (^_ïna      m'a  — g 

Si  Ton  retranche  ces  équations  membre  à  membre,  qu'on 
fasse  disparaître  les  dénominateurs  et  qu'on  réduise,  on  obtient 

(m  —  m')Uy  -h?ix)^0,  d'où  1/  =  — -oj, 

équation  indépendante  de  m  et  de  m',  et  qui  est  par  conséquent 
l'équation  du  lieu.  On  voit  que  c'est  une  droite  qui  passe  par 
l'origine.  Pour  la  construire,  il  suffit  de  mener  PP  parallèle  à 
OX,  de  prendre  P'H  =  PH,  et  de  joindre  0P^ 

Le  point  P  est  dit  le  pôle  de  la  droite  OP',  et  celle-ci  est  ap- 
pelée la  polaire  du  point  P. 

3 
Remarques.  —  I.  La  droite  OP  a  pour  coefficient  angulaire  -, 

lequel  est  égal  et  de  signe  contraire  à  celui  de  OP'.  Donc  OP  et 
OP'  forment  avec  les  axes  un  faisceau  harmonique  (11^,  II). 

iï.  La  polaire  OP'  d'un  point  P  par  rapport  à  deux  droites  OX 
et  OY  peut  donc  être  considérée  comme  le  lieu  géométrique  des 
points  harmoniques  conjugués  de  P  par  rapport  aux  points 
d'intersection  des  sécantes  menées  de  ce  point  aux  droites  OX 
et  OY.  Cette  propriété  pourrait  être  démontrée  géométrique- 
ment. 


g  5.    —   APPLICATIONS   A  l'ÉTUDE   DE    PLUSIEURS  PHÉNOMÈNES  PHYSIQUES. 

1 14.  On  a  vu,  aux  n°'  t»  et  23,  comment  on  pouvait  représenter  par  une 
courbe  une  loi,  maLhématique  ou  empirique,  qui  lie  entre  elles  deux  variables 
et  il  peut  arriver,  dans  certains  cas,  qu'au  lieu  d'une  courbe  on  obtienne  une 
ligne  droite. 

C'est  ce  qui  arrive  (fig.  8,  pi.)  pour  la  chaleur  latente  de  la  vapeur  d'eau  en 
fonction  de  la  température  ;  elle  est  représentée  par  une  ligne  droite.  Il  est 
facile  alors  d'obtenir  la  loi  mathématique  qui  lie  les  deux  variables.  Si  Ton  ap- 
pelle y  la  chaleur  latente,  et  x  la  température,  on  voit  que  pour  a;  =  0  on  a 
î/— {,07,8,  et  que  pour  a;  =:  230°  on  a  î/  — 442,9;  il  reste  donc  à  trouver 
réquation  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  dont  nous  venons  de 
donner  les  coordonnées.  En  appliquant  la  foimuledu  n°  83  on  aura  donc 

«-907,8  x-0  ,=_o,717x+.e07,8, 


607,8  —  442,9      0-.;50 
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formule  qui  représente  avec  une  exactitude  suffisante  les  résultats  de  l'expé- 
rience. 

Pareille  chose  arrive  encore  (fig.  11,  pi.)  pour  la  solubilité  du  chlorure  de 
potassium  et  du  chlorure  de  sodium  en  fonction  de  la  température.  En  appe- 
lant toujours  X  la  température,  et  ij  la  solubilité  du  premier  sel,  ou  la  quantité 
de  ce  sel  dissoute  dans  100  parties  d'eau  en  poids,  on  voit  que  pour  a;=  0  on 
a  î/  =  29,  et  pour  x=:i'iO°,  ?/  =  62,2;  la  loi  de  solubihté  de  ce  sel  sera  donc 
exprimée  par  la  formule 

2T=lï-2=0^     ""    J/  =  0,2766.^  +  29. 

On  trouverait  de  même  pour  le  second  sel, 

î/  =  0,04167.'c  +  55,o. 

Pœmarque.  —  Dans  ces  exemples  et  dans  tous  les  exemples  analogues,  le 
coefficient  angulaire  de  la  droite  montre  comment  la  fonction  y  croît  ou  décroît 
pendant  que  la  variable  .x  augmente.  S'il  s'agit,  par  exemple,  de  la  solubilité 
du  chlorure  de  sodium,  le  coefficient  angulaire  0,04167  de  la  droite  qui  la  re- 
présente étant  positif  et  très-faible,  on  en  conclut  que  la  solubilité  croît  lente- 
ment lorsque  la  température  augmente.  Pour  le  chlorure  de  potassium,  le 
coefficient  angulaire  étant  0,2706,  on  voit  que  la  solubilité  croît  d'une  manière 
plus  rnpide.  Pour  la  chaleur  latente,  le  coefficient  angulaire  étant  négatif, 
—  0,717,  il  en  résulte  qu'elle  décroît  lorsque  la  température  augmente. 

115.  L'ordonnée  d'une  droite  inclinée  sur  l'axe  des  x  peut  passer  par  tous 
l 'S  étnts  de  grandeur,  depuis  l'infini  négatif  jusqu'à  l'infini  positif;  il  en  ré- 
sulte qu'une  droite  ne  peut  représenter  d'une  manière  rigoureuse  les  lois  d'un 
phénomène  qu'autant  que  les  quantités  considérées  peuvent  passer  aussi  p.ir 
tous  les  états  de  grandeur.  Or,  c'est  ce  qui  n'a  pas  lieu  en  général,  et  la  loi 
d'un  phénomène  ne  peut,  le  plus  souvent,  être  représentée  par  une  droite  que 
dans  une  certaine  étendue.  Prenons  pour  exemple  la  formule 

qui  représente,  d'après  Gay-Lussac,  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  volume  d'un 
gaz  en  fonction  de  la  température  (la  pression  restant  la  même).  Dans  cette 
formule  Vq  est  le  volume  à  la  température  0,  V  est  le  volume  à  la  tempéra- 
ture t,  et  a  est  le  coefficient  de  dilalalion,  qui  pour  l'air  est  égal  à  0,00307. 

Cette  équation,  étant  du  premier  degré  en  Y  et  f,  peut  être  remplacée  par 
une  ligne  droite,  en  prenant  t  pour  abscisse  et  V  pour  ordonnée;  il  est  facile 
de  voir  que  cette  droite  serait  inclinée  sur  l'axe  des  x.  Elle  couperait  cet  axe 

1 
pour  i  =  —    ,  et  passerait  au-dessous  pour  des  valeurs  de  t  algébriquement 

inférieures,  c'est-à-dire  que  le  volume  V  du  gaz  pourrait  devenir  nul  et  même 
négatif,  ce  qui  est  évidemment  absurde.  Cette  remarque  suffit  pour  faire  voir 
que  la  loi  de  dilatation  des  gaz,  exprimée  par  l'équation  ci-dessus,  n'est  vraie 
qu'entre  certaines  températures,  et  que  ce  n'est  par  conséquent  qu'une  loi  ap* 
proximative. 


100  GEOMETRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

11  n'en  est  pas  de  même  de  la  loi  du  mouvement  uniforme  d'un  point  sur 
une  droite  : 

e=zeo-hvt, 

équation  dans  laquelle  Cq  est  la  distance  du  mobile  à  Torigine  lorsque  t=0, 
csa  distance  à  Torigme  au  bout  du  temps  t,  et  v  la  vitesse  du  mobile,  ou  Tes- 
pace  qu'il  parcourt  dans  l'unité  de  temps.  Comme  il  ne  s'agit  ici  que  d'une 
concej)lion  de  l'esprit,  que  rien  n'empêche  de  prolonger  le  mouvement  indé- 
finiment par  la  pensée,  soit  avant  t^Q,  soit  après,  et  que  le  mobile  peut  oc- 
cuper toutes  les  positions  à  droite  ou  à  gauche  de  l'origine,  il  s'ensuit  que 
Téquation  ci-dessus  exprime  d'une  manière  complète  la  loi  du  mouvement 
considéré. 

Celte  équation  étant  du  premier  degré  en  e  et  t,  peut  être  remplacée  par  une 
ligne  droite,  en  prenant  t  pour  abscisse  et  e  pour  ordonnée;  et  cette  droite, 
qui  peut  avoir  des  positions  très-diverses  suivant  la  grandeur  et  le  signe  des 
quantités  Cq  et  v,  représentera  aussi  d'une  manière  complète  la  loi  du  mouve- 
ment dont  il  s'agit. 

«Ifi.  On  peut  obtenir  par  la  Géométrie  les  solutions  communes  à  deux 
équations  du  premier  degré  à  deux  inconnues.  En  effet,  si  Ton  considère  dans 
chaque  équation  les  inconnues  comme  des  variables,  chacune  de  ces  équations 
représentera  une  droite,  et  les  solutions  communes  aux  deux  équations  ne  se- 
ront autre  chose  que  les  coordonnées  du  point  commun  aux  deux  droites.  En 
discutant  sous  ce  point  de  vue  le  système  des  deux  équations 

ax-ï-by=:c    et    a'x-i-b'y=^c\ 

on  retrouverait  toutes  les  circonstances  de  la  discussion  qui  a  été  faite  en  Al- 
gèbre élémentaire  *.  Nous  conseillons  cet  exercice  aux  élèves,  nous  ne  nous  y 
arrêterons  pas. 

Mais  supposons  que  sur  une  même  droite  se  meuvent  deux  points  maté- 
riels, dont  le  mouvement  soit  exprimé  par  les  équations  respectives 

e=:eQ-hvt    et    e=e^/-]-v't; 

le  problème  qui  consiste  à  déterminer  le  lieu  et  l'instant  de  leur  rencontre 
pourra  être  résolu  en  cherchant  l'interseclion  des  deux  droites  représentées 
})ar  ces  deux  éciuations,  et  la  discussion  de  ce  problème  géumctrique  repro- 
duira toute  la  discussion  du  problème  des  courriers  '^. 

Si  l'on  avait  trois  mobiles  au  lieu  de  deux  et  que  l'on  se  proposât  de  trouver 
la  condilion  nécessaire  i>our  qu'ils  puissent  se  renconlrer  en  un  même  point; 
au  même  instant,  ce  problème  reviendrait  à  chercher  la  condition  pour  que  les 
droites  représentées  par  les  trois  équations 

ez=CQ-\-vt,    ez=  e^/  -h  v't,    e  =  Cq"  -h  v"t, 

aient  un  point  commun.  En  appliquant  la  règle  du  if  8»,  on  trouverait 


«^0 


V  —  V" 


*  Voy.  notre  Algèbre  élcmcnlaire  ;  2°  édition,  p.  lOi)  et  suiv. 
^  Ibid.,  p.  103  et  suiv. 
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ce  qu'on  peut  exprimer  en  disant  que  les  vitesses  relatives  des  deux  mobiles 
doivent  être  proportionnelles  à  leurs  distances  relatives  initiales. 

Celte  condition  serait  remplie,  par  exemple,  pour  trois  mobiles  animés  de 
mouvements  uniformes  représentés  respectivement  par  les  équations 

e  =  -2G'«4- 10"'^,     e  =  20™  +  6»'^     e  —  UO^  —  W. 

Ils  se  rencontreraient,  au  bout  de  10  secondes,  à  80  mètres  de  l'origine,  du 
côté  positif. 

119.  L'équation  de  la  ligne  droite  est  encore  susceptible  d'un  autre  genre 
d'applications. 

Supposons  que  dans  un  phénomène  physique  deux  variables,  x  et  y,  soient 
liées  entre  elles  par  une  équation  de  la  forme 

y  =  ax"^  H-  bx^-P,  [1] 

et  qu'il  s'agisse  de  déterminer  les  coelficients  a  elb  d'après  un  certain  nombre 
n  d'expériences  donnant  autant  de  systèmes  de  valeurs  correspondantes  de  x 
et  de  y.  Si  les  résultats  de  Texpérience  pouvaient  être  considérés  comme  rigou- 
reusement exacts,  il  suffirait  de  substituer,  dans  l'équation  [1],  deux  quelcon- 
ques des  systèmes  de  valeurs  correspondantes  de  x  et  de  ?/ fournis  par  l'obser- 
vation, et  Ton  aurait  ainsi  deux  équations  du  premier  degré  en  a  et  b  pour 
déterminer  ces  coefficients.  Mais  les  résultats  de  l'expérience  ne  pouvant  être 
qu'approchés,  il  pourrait  arriver  que  les  valeurs  de  a  et  de  b,  calculées  ainsi 
pour  deux  systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y,  ne  convinssent  pas  aux  autres 
systèmes.  Ou  doit  donc  faire  concourir  à  la  détermination  de  a  et  de  b  tous  les 
systèmes  de  valeurs  de  x  et  de  y  qui  ont  été  fournis  par  l'expérience.  Voici 
comment  on  procède  : 

Divisons  l'équation  [1]  par  x^-p,  ce  qui  donne 

J         ri  fi)      1-  ^1 


x^-P       ■           ' 

et  posons 

d'où 

xP  =  \      et       ,^„=:Y, 

[2] 

Ayant  n  systèmes  de  valeurs  correspondantes  de  a;  et  de  y,  on  en  déduira  n 
systèmes  de  valeurs  correspondantes  de  X  et  de  Y. 

Cela  posé,  traçons  dans  un  plan  deux  axes  rectangulaires,  et  construisons  les 
n  points  qui  ont  pour  coordonnées  par  rapport  à  ces  axes  les  valeurs  de  X  et 
de  Y.  L'équation  [2]  étant  du  premier  degré  en  X  et  Y,  tous  les  points  ainsi  ob- 
tenus devraient  être  en  ligne  droite  si  les  résultats  de  l'expérience  étaient  ri- 
goureux. Cela  n'arrivera  pas  en  général;  mais  ces  n  points  s'éloigneront  peu 
d'une  ligne  droite  (autrement  féquation  [IJ  ne  représenterait  pas  avec  une 
exactitude  suffisante  les  données  de  l'expérience).  On  prendra  alors  un  fil  fin 
que  l'on  tendra  par  les  deux  bouts,  et  on  l'appliquera  sur  l'épure  en  faisant 
varier  sa  direction  jusqu'à  ce  que  les  n  points  s'en  écartent  le  moins  possible, 
les  uns  en  dessous,  les  autres  en  dessus.  On  marquera  sur  l'épure  les  extré- 
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mités  du  fil  dans  cette  position,  on  mesurera  les  coordonnées  de  ces  extrémités, 
et  l'on  cherchera  l'équation  de  la  droite  qui  passe  par  ces  deux  points.  En  la 
mettant  sous  la  forme  [2J,  on  aura  la  valeur  des  coelficients  a  et  b. 

Cette  métliode  a  été  employée  par  M.  de  Prony,  datis  ses  recherches  sur  le 
mouvement  des  eaux.  C'est  au^si  celle  que  nous  avons  employée  pour  obtenir 
la  droite  (fig.  8,  pL),  qui  représente  les  expériences  de  M.  Regnault  sur  la  cha- 
leur latente  de  la  vapeur  deau  en  fonction  de  la  température. 

On  remploierait  encore  si  la  loi  du  phénomène  étudié,  au  lieu  d'être  expri- 
mée par  l'équation  [1] ,  l'était  par  une  équation  de  la  forme 

cp  et  4^  désignant  des  fonctions  quelconques  dont  les  coefficients  sont  supposés 
connus.  En  divisant  par  '^  [x]  et  posant 

VW=X    et    ç|j  =  Y, 

on  mettrait  encore  l'équation  sous  la  forme 

Y  =  al-hb, 

et  l'on  opérerait  comme  il  vient  d'être  dit  plus  haut  pour  déterminer  les  coef- 
ficients inconnus  a  et  &. 


CHAPITRE  lY 

DE    LA   CIRCONFÉRENCE    DE   CERCLE 

g  1 .  —  ÉQUATION  DU  CERCLE.  CERCLES  SATISFAISANT  A  DES  CONDITIONS 
DONNÉES.  EXERCICES 

118.  Conditions  pour  qu'une  équation  du  second  degré 
à  deux  variables  représente  une   circonférence  de  cercle. 

—  Nous  avons  trouvé  (13)  que  la  circonférence  de  cercle  rap- 
portée à  des  axes  obliques  a  pour  équation  générale 

{x  —  aY-]-{y  —  ?.Y-i-2{y  —  i^){x  —  a)cosO  =  r\       [1] 

0  désignant  l'angle  des  axes,  a  et  g  les  coordonnées  du  centre  et 
r  le  rayon.  Cette  équation  étant  du  second  degré,  il  est  naturel 
de  chercher  tout  d'abord  comment  on  peut  reconnaître  qu'une 
équation  du  second  degré  à  deux  variables  représente  une  cir- 
conférence rapportée  à  un  système  d'axes  obliques. 

Prenons  Téquation  générale  du  second  degré  à  deux  varia- 
bles, laquelle  peut  toujours  se  ramener  à  la  forme 

^x'  +  Bxy  +  Gif  H-  Dx  -f-  Ey  -H  F  =:  0.  [2] 

Pour  que  cette  équation  représente  une  circonférence  de 
cercle  rapportée  à  des  axes  faisant  entre  eux  l'angle  Ô,  il  faut  et 
il  suffit  évidemment  qu'il  existe  des  valeurs  de  a,  g  et  r,  finies  et 
déterminées,  pour  lesquelles  les  équations  [1]  et  [2]  aient  les 
mêmes  solutions.  Or  on  démontre  en  Algèbre  que  pour  que 
deux  équations  à  deux  variables  aient  les  mômes  solutions,  il 
faut  et  il  suffit  que  leurs  coefficients  soient  proportionnels. 
Donc,  pour  que  les  équations  [i]  et  [2]  représentent  la  même 
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circonférence,  on  doit  avoir 

ABC  D  E 


1       2  cos  0      1  2  (a  +  g  cos  ô)  2  (g  4-  a  cos  6) 

F 


d'où  l'on  tire 


A  =  C,     B:==2Acosô, 


a  +  pcose=:  — — ,     [3]       g  +  acosO==— ^,     [4] 
a^  H-  g^  +  2  ag  cos  9  —  r'  =  j.      [5] 

Mais  les  deux  premières  de  ces  équations,  étant  indépendantes 
de  a,  g  et  r,  doivent  être  vérifiées  d'elles-mêmes;  donc,  pour 
qu'une  équation  du  second  degré  à  deux  variables  puisse  repré- 
senter une  circonférence  de  cercle  rapportée  à  des  axes  obliques 
donnés,  il  faut  :  1"  que  les  coefficients  des  carrés  des  variables 
soient  égaux  et  de  même  signe;  2°  que  le  coefficient  de  xy  soit  égal 
au  double  produit  du  coefficient  de  Vun  des  carrés  des  variables 
par  le  cosinus  de  V angle  des  axes. 

Toutefois,  ces  conditions  nécessaires  ne  sont  pas  suffisantes 
pour  que  l'équation  représente  un  cercle  réel;  il  faut  encore 
qu'il  existe  des  valeurs  réelles  et  déterminées  de  a,  (5  et  r  qui  vé- 
ritient  les  équations  [3],  [4]  et  [5].  Les  équations  [3]  et  [4]  sont 
du  premier  degré,  et  Ton  peut  s'assurer  qu'elles  donnent  tou- 
jours pour  a  et  p  des  valeurs  finies  et  déterminées  ;  ces  valeurs, 
portées  dans  l'équation  [5],  font  connaître  la  valeur  de  r.  Mais 
l'équation  [5]  étaiit  du  second  degré,  la  valeur  de  r  pourra  être 
réelle,  nulle  ou  imaginaire.  Selon  que  l'un  ou  l'autre  de  ces  trois 
cas  aura  lieu ,  l'équation  [2]  représentera  une  circonférence 
réelle.,  évanouissante^  ou  imaginaire.  Sicile  représente  un  cercle 
réel,  les  valeurs  trouvées  pour  a  et  g  seront  les  coordonnées  du 
centre,  et  la  valeur  trouvée  pour  r  sera  celle  du  rayon. 

Au  lieu  de  déterminer  le  centre  par  ses  coordonnées,  comme 
nous  venons  de  le  dire,  on  peut  le  construire  graphiquement. 

En  effet,  de  la  seconde  équation  de  condition  on  tire  cos  ô  =  ^,  et 
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en  substituant  cette  valeur  dans  les  équations  [3]  et  [4],  on  ob- 
tient les  deux  relations 

2Aa-f-BgH-D=:0    et    Ba  +  2C3-i-E  =  0. 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  sont  les  dérivées  par 
rapport  h  x  ei  k  y  au.  premier  membre  de  l'équation  [2],  dans 
lesquelles  on  a  remplacé  x  ei  y  par  a  et  g.  Ainsi  donc,  étant 
donnée  une  équation  du  second  degré  f(x,y)  =  0  représentant 
un  cercle,  on  obtiendra  les  coordonnées  du  centre  en  résolvant 
les  deux  équations 

fj{x,y}  =  0    et    f,;(x,y)=::0, 

et  l'on  construira  le  centre  lui-même  en  construisant  (77)  les 
droites  représentées  par  ces  deux  équations. 

Exemple.  —  Suit  proposée  réquation 

x^  -h  xy  +  y^  —  ^x  —  '5ij  -\-  \  =^0 

rapportée  à  des  axes  faisant  entre  eux  un  angle  de  60\  Cette  équation  repré- 
sente un  cercle,  car  les  deux  premières  équations  de  condition  sont  satisfaites. 
Les  coordonnées  du  centre  sont  fournies  par  les  deux  équations 

2x-j-y  —  2=:0    et    x-^2y  —  'ù  =  0, 
qui  donnent 

1        ;  4 

a;  =  -      et     7/  =  -  . 

L'équation  [5]  donne  ensuite 

.— ?_y? 

5 

L'équntion  proposée  représente  donc  un  cercle  réel. 

119.  Lorsque  les  axes  sont  rectangulaires,  l'équation  géné- 
rale de  la  circonférence  de  cercle  est 

(x-,:f-^(y  —  i^Y=r'', 

et,  en  l'identifiant  avec  l'équation  [2],  on  trouve  que,  pour 
qu'une  équation  du  second  degré  à  deux  variables  puisse  repré- 
senter une  circonférence  de  cercle  rapportée  à  des  axes  rectan- 
gulaires, il  faut  encore  que  les  coefficients  des  carrés  des  variables 
soient  égaux  et  de  même  signe,  mais  elle  doit  manquer  du  terme 
en  xy. 
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Pour  avoir  les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon,  il  suffit  de 
compléter  les  carrés  des  deux  termes  en  x  et  des  "deux  termes  en 
1/  dans  l'équation  proposée.  En  effet,  toute  (!K]nation  qui  satisfait 
aux  conditions  précédentes ,  après  que  Ton  a  divisé  ses  deux 
membres  par  le  coefficient  de  l'un  des  carrés  des  variables, 
prend  la  forme 

X-  -^-'f-^-ax  +  %  +  c  =  0. 
Cette  équation  peut  s'écrire 


Or  le  premier  membre  exprime  le  carré  de  la  distance  d'un 
point  quelconque  (a;,  ij)  à  un  point  déterminé  (  —  ^,  —  -^  ) .  Cette 


2'      '1 

distance  élant  constante,  l'équation  [6]  représente  une  circon- 
férence réelle,  évanouissante,  ou  imaginaire,  suivant  que  la 

quantité  • — y c,  qui  exprime  le  carre  du  rayon,  est  posi- 
tive, nulle,  ou  négative. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  se  familiariser  avec  les  diverses 
formes  de  l'équation  de  la  circonférence  de  cercle,  suivant  les 
positions  diverses  de  cette  courbe  par  rapport  aux  axes  de  coor- 
données. 

Exemple.  —  Soit  donnée,  en  coordonnées  rectangulaires,  Téquation 

ox-  +  oif  —  5.x  4-  2?/  +  2  =  0. 

Les  deux  conditions  A  =  C  et  B=:  0  étant  remplies,  l'équation  représente  un 

5  i 

cercle.  On  trouvera  pour  les  coordonnées  du  centre  a;=-|-^    et    ?/  =  —  ^, 

et  pour  le  rayon  r  =  y . 

ISO.  Cercles  satisfaisant   à  des  conditions  données.   — 

L'équation  du  cercle  peut  être  mise  sous  la  forme 

X-  -h  2  cos  0  X  y -{- y-  -h  ax  -h  hjj  -h  c  =:  0  [  1  ] 

ou 

o;^  +  î/^  +  ax  ■^by-]-c  =  0,  [2] 
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suivant  que  les  axes  sont  obliques  ou  rectangulaires.  Elle  ren- 
ferme trois  paramètres  «,  &,  c,  auxquels  il  faut  donner  des  va- 
leurs particulières  pour  que  l'équation  représente  un  cercle  dé- 
terminé. Ces  paramètres  seront  connus  si  l'on  a  trois  relations 
entre  eux,  ce  qu'on  exprime  en  disant  qu'il  faut  trois  conditions 
pour  déterminer  une  circonférence  de  cercle.  Nous  en  donne- 
rons quelques  exemples. 

I.  Trouver,  en  coordonnées  rectangulaires,  V équation  d'un  cercle  passant  par 
V origine  et  tangent  à  Vaxe  des  y. 

La  condition  que  l'origine  soit  un  point  de  la  courbe  exige  que  l'équa- 
tion [2J  ne  renferme  pas  de  ternie  indépendant  des  coordonnées  x  et 
y;  on  doit  donc  avoir  c  =  0.  Le  cercle  étant  tangent  à  l'axe  des  y,  son 
centre  doit  être  sur  l'axe  des  x,  ce  qui  exige  ^=0.  Enfin,  la  distance  du 

centre  à  l'origine  étant  alors  égale  au  rayon,  on  doit  avoir  —  ^  =r. 

L'équation  cherchée  est  donc 

X-  +y^-—1rx=0. 

11  est  facile  de  vérifier  qu'elle  remplit  les  conditions  demandées. 

IL  Trouver,  en  coordonnées  rectangulaires,  Véquation  d'un  cercle  de  rayon 
donné  passant  par  deux  points  donnés. 

Soit  r  le  rayon  donné,  x' ,  t/  et  x",  y"  les  coordonnées  des  deux  points  don- 
nés; a  et  p  les  coordonnées  du  centre.  On  devra  avoir 

[x'  —  a)2  +  [y'  -  p)^-i  —  r^     et     {x"  —  a)"^  +  [y"—  ^Y  =  r^.        [1] 

On  en  tire,  en  développant  et  retranchant  ensuite  membre  à  membre, 

2  [x'  —  x")  a  +  2  [7/  —  ?/")  pj  +  x"^  —  xf'  4-  y"'  —  y""  =0.        [2] 

En  combinant  cette  équation  du  premier  degré  avec  Tune  des  équations  [\], 
on  obtj^dra  les  valeurs  de  a  et  de  p.  11  y  aura,  en  général,  deux  solutions;  il 
n'y  en  aurait  qu'une  si  la  distance  des  deux  points  donnés  était  égale  à  2r;  si 
elle  était  supérieure  à  2r,  le  problème  serait  impossible. 

III.  Trouver,  en  coordonnées  rectangulaires,  Véquation  d'un  cercle  passant 
par  trois  points  donnés. 

Soit  r  le  rayon,  a,  p  les  coordonnées  du  centre,  x',  y'  ;  x",  y"  ;  x/'%  y" 
les  coordonnées  des  trois  points  donnés,  on  devra  avoir 

(^'_42_^(y--P)-^=.rS  [3] 

On  en  tirera,  comme  dans  le  précédent  exemple,  ^ 

2  (j;'  —  a;"  )  a  +  2  [y'  —  y")<^-{-  x"  '-  —  x'-  +  ])"'  —  y"'  —  0 

et  de  même  [4] 

2  {x!  —  X'")  a  +  2  [y'  -  x'")  p  4-  x'"'^  —  x'-^  +  %j"'^  —  y '-^1=0. 
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Ces  deux  équations  du  premier  degré  fourniront  a  et  p  ;  Tune  des  équa- 
tions [3j  donnera  ensuite  le  rayon  r. 

Les  équations  [4]  ne  sont  autre  chose  [10]  que  les  équations  des  perpendicu- 
laires élevées  sur  le  milieu  des  droites  qui  joignent  le  point  {x\  i/)  aux  points 
{x",y'')  et  {x'",y'").  Le  problème  deviendrait  impossible  si  les  trois  points 
donnés  étaient  en  ligne  droite;  car  alors  les  coefficients  de  a  et  {i  seraient 
proportionnels  dans  les  deux  équations  [A\ . 

121.  Théorèmes  sur  la  circonférence  du  cercle.  —  Pour  habituer  le 
lecteur  aux  procédés  de  la  Géométrie  analytique,  nous  allons  démontrer,  au 

moyen  de  Téquation  de  la  circonférence  du 
cercle,  quelques  théorèmes  bien  connus. 

I.  L'équation  de  la  circonférence  0  (fig.  50), 
rapportée  à  des  axes  rectangulaires  passant 
par  le  centre,  est 


-hy''=rK 


[7J 


Cette  équation  étant  symétrique  par  rap- 
port k  X  elh  y,  \\  en  résulte,  1°  que  le  dia- 
mètre AA'  divise  la  circonférence  et  le  cercle 
Fig-  50»  en  deux  parties  égales;  2"  que  le  rayon  OA' 

perpendiculaire  à  la  corde  MM'   divise  cette 
corde  et  Varc  qu'elle  sous-tend  en  deux  parties  égales. 

II.  De  l'équation  [7j  on  tire 

î/2=:r"  —  x^^^(r  +  x)(r  —  x), 

et  si  Ton  suppose  a:  =  OP,  d'où  î/  =  MP,  il  vient 

MP'=PA.A'P. 

Donc  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  de  la  circonférence  sur  un  diamètre 
est  moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments  de  ce  diamètre. 


III.  Le  triangle  rectangle  MAP  (fig.  50)  donne  AM*  : 
M  étant  sur  la  circonférence  [7J,  on  aMP'  =  r^— x- 
AP:i=:r-|-a;,  il  vient 


:MP'  +  ÂP^  Le  point 
et  comme  d'ailleurs 


AM^ 


2r(r  +  j;)  =  AA'.AP, 


Donc,  dans  une  circonférence,  toute  corde  est  moyenne  proportionnelle  entre 
sa  projection  sur  le  diamètre  qui  passe  par  une  de  ses  extrémités  et  ce  diamètre 
lui-même. 


IV.  Tous  les  angles  inscrits  dans  un  même  segment  de  cercle  sont  égaux  à  la 
moitié  de  l'angle  au  centre  qui  correspond  au  même  segment. 

Prenons  la  corde  AB  (tig.  51)  pour  axe  des  x,  et  le  diamètre  perpendicu- 
laire à  cette  corde  pour  axe  des  y,  et  posons  AB  =  2c,  OC  =  p  ;  réquation  de 
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la  circonférence  sera  x^  -\-{ij —  {6Y=zrK  Désignons  par  x'  et  ?/' les  coor- 
données  d'un   point  M   de   celte  courbe  ;    les 
coefficients   angulaires   de   AM   et   de  BM   va- 

v'  y' 

lant  respectivement      ^         "* 


c-{-x, 


et 


0/' 


nous 


avons  (93) 


lang  AMB: 


"Ici/ 


x'^'  +  y" 


d'où,  en  exprimant  que  le  point  [x',  y')  appar- 
tient à  la  circonférence,  et  en  remarquant  que 
c^zrrr^  — p^  il  vient 


Fig.  li. 


tan.L^  AMB: 


ce  qui  démontre  le  théorème. 


tangOCB; 


§2. 
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±22.  Pour  obtenir  l'équation  d'une  tangente  MT  (fig.  52)  à 
la  circonférence  C,  on  considère  cette 
tangente  comme  la  limite  des  positions 
que  prend  une  sécante  MN,  qui  tourne 
autour  du  point  de  contact  M,  jusqu'à 
ce  que  le  second  point  d'intersection  N 
vienne  se  confondre  avec  le  point  M. 

D'après  cela,  si  l'on  désigne  para;,  ij 
les  coordonnées   du  point  M,  et  par 
x-hhj])-[-k  celles  du  point  N,  l'é- 
quation de  la  sécante  MN  étant  (83),  ^'°-  ^- 
en  désignant  par  X  et  Y  les  coordonnées  courantes, 


Y-y=;;(x-x), 


celle  de  la  tangente  MT  est 


Y-y  =  \un~(\~x) 


Or  lim  T,  quand  h  tend  vers  zéro^  est  la  dérivée  de  l'ordonnée 

y  de  la  circonférence,  considérée  comme  fonction  de  l'abscisse 
.X-,  dérivée  dans  laquelle  on  remplace  a;  et  y  par  les  coordon- 
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nées  du  point  de  contact  M.  Donc  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  en  un  point  d'une  circonférence  est  égal  à  la  dérivée 
de  l'ordonnée  de  la  courbe  prise  par  rapport  à  Vabscisse,  dérivée 
dans  laquelle  on  remplace  les  coordonnées  courantes  par  les  coor- 
données du  peint  de  contact. 

Soit 

{x  —  aY  ■+•  (tj  —  [ù)'  -h  2  (.r  —  a)  {y  —  g)  cos  0  =  r^     [5] 

Féquation  de  la  circonférence  C.  La  dérivée  de  î/,  déduite  de 
cette  équation,  est 

X  —  a-h  {y  —  p)  cos  Q 

y  —  g  +  (x— a)cosô* 

Donc  l'équation  de  la  tangente  MT  est 

Y  _  y  =  _  £-i5 +ilL=J)^«  (X  -  X'). 

y  —  ^ù -\-  (X  —  a,}  cos  ô  ;  ' 

On  a  en  même  temps  la  relation 

{x  —  a)-  4-  (?/  —  P)--l-  2(x  —  ^){y  —  p)  cos  ô  — r% 

qui  exprime  que  le  point  de  contact  M  (x,  y)  est  sur  la  circonfé- 
rence. 

1S3-  Lorsqu'on  prend  des  axes  rectangulaires  passant  par 
le  centre,  l'équation  de  la  circonférence  est  x^^-h  y-  =  f-;  on  en 

X 

tire pour  la  dérivée  de  y  par  rapport  à  ^,  et  l'équation  de 

la  tangente  au  point  (x,  y)  devient 

OU,  en  réduisant, 

Yy-hlx:=:r'\  [0] 

On  voit  que  la  droite  représentée  par  cette  équation  est  bien 
tangente  à  la  circonférence,  car  elle   est  perpendiculaire  au 

rayon  Y  =  —  X  qui  passe  par  le  point  de  contact. 
Remarque.  —  Si  l'on  désigne  par  a  l'angle  que  le  rayon  mené  an  point  de 
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contact  fait  avec  Taxe  des  x,  on  peut  mettre  Téquation  [6]  sous  la  forme  [86] 

X  cos  a  4-  Y  sin  a  —  )•  =  0 

qui  peut  représenter  toutes  les  tangentes,  en  y  faisant  varier  a,  et  qu'il  est 
utile  de  connaître. 

194.  Équation  d'une  tangente  parallèle  à  une  direction 
donnée.  —  Soit  ij:=mx  l'équation  de  la  droite  à  laquelle  la 
tangente  doit  être  parallèle,  et  soit 

a;^-hî/=r'  [7] 

l'équation  de  la  circonférence.  L'équation  de  la  tangente  sera  de 
la  forme 

yz=:mx-^n.  [8] 

On  peut  déterminer  ?i,  soit  en  identifiant  l'équation  [8]  avec  l'é- 
quation [6]  de  la  tangente,  soit  en  exprimant  que  la  droite  [8] 
est  à  une  distance  du  centre  égale  à  r,  ou  qu'elle  n'a  qu'un  seul 
point  de  commun  avec  la  circonférence  [7].  C'est  cette  dernière 
méthode  que  nous  allons  suivre.  En  éliminant  ij  entre  les  équa- 
tions [7]  et  [8],  on  trouve  l'équation 

(  m-  4-  1  )  x'  -h  2  mnx  -{-  x'^ — r'^  :=  0 , 

dont  les  racines,  quand  elles  sont  réelles,  sont  les  abscisses  des 
points  d'intersection  de  la  droite  avec  la  circonférence.  En  expri- 
mant que  ces  racines  sont  égales,  on  trouve  n  =  dzr  \J  \  -\-m\ 
La  double  valeur  de  n  tient  à  ce  qu'il  existe  deux  tangentes  pa- 
rallèles à  la  direction  donnée.  Les  équations  de  ces  tangentes 
sont  donc 


En  faisant  varier  m,  fuue  quelconque  de  ces  deux  équations  re- 
présentera toutes  les  tangentes  à  la  circonférence. 

1S5.  Problème.  — Mener  unéjangenle  à  une  circonférence  de 
cercle  par  un  point  extérieur. 
Soit 

x^-\-if  =  r' 

l'équation  de  la  circonférence,  et  (a,  (^)  le  point  extérieur  d'où 
l'on  veut  mener  la  tangente.  Le  problème  serait  résolu,  si  l'on 
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connaissait  les  coordonnées  (x.  y)  du  point  de  contact.  Or,  ce 
point  étant  sur  la  circonférence,  on  a 

x^^-^f  =  r\  [9] 

D'un  autre  côté,  la  tangente  demandée  a  pour  équation 
Xoî -H  Yy  =  f ^  ;  donc  cette  équation  doit  ê!re  Yérifiée  par  les  co- 
ordonnées a  et  p  du  point  donné,  ce  qui  fournit  la  relation 

ax-\-f^y=zr\  [10] 

Les  équations  [9]  et  [10]  feront  connaître  les  valeurs  des  coor- 
données X,  y  du  point  de  contact.  Le  calcul  et  la  discussion  ne 
présentent  aucune  difficulté. 

On  reconnaîtra  que  le  problème  admet  deux  solutions,  et  que 
les  coordonnées  des  deux  points  de  contact  sont  réelles  et  dis- 
tinctes, réelles  et  égales,  ou  bien  imaginaires,  suivant  que  le 
point  (a,  g)  est  situé  hors  du  cercle,  sur  sa  circonférence  ou 
dans  l'intérieur. 

136-  Corde  des  contacts.  —  Si  l'on  regarde  les  coordon- 
nées X,  y,  des  points  de  contact  comme  des  coordonnées  cou- 
rantes, l'équation  [9]  représente  la  circçnférence  donnée,  et 
l'équation  [10]  une  droite  qui  passe  par  les  points  de  contact. 
On  aura  donc  les  points  de  contact  en  construisant  cette  droite 
et  en  déterminant  ses  points  d'intersection  avec  la  circonfé- 
rence. A  cause  de  cela,  l'équation  [10]  est  dite  l'équation  de  la 
corde  des  contacts,  relative  au  point  (a,  g).  Il  est  important  de 
remarquer  que  l'équation  de  la  corde  des  contacts  relative  à  un 
point  s'obtient  en  remplaçant,  dans  l'équation  de  Ja  tangente, 
les  coordonnées  courantes  par  les  coordonnées  de  ce  point. 

On  peut  remarquer  que,  bien  que  les  coordonnées  des  points 
de  contact  soient  imaginaires  quand  le  point  (a,  g)  est  intérieur 
au  cercle,  la  corde  des  contacts  n'en  est  pas  moins  réelle.  Cela 
tient  à  ce  que  lesdeux  valeurs  de  x  sont  alors  imaginaires  con- 
juguées, et  il  en  est  de  même  des  valeurs  correspondantes 
dey  (84). 

12îf .  On  forme  aisément  l'équation  du  second  degré  qui  représente  à  la  fois 
les  deux  tangentes  issues  d'un  môme  point  {a,p).  L'équation  d'une  tangente 
faisant  avec  l'axe  des  x  un  angle  dont  la  tangente  est  m,  est,  comme  on  Ta  vu, 


Y  =  m\±rsjl-i-m^'. 
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Le  point  (a,  P)  devant  être  sur  cette  droite,  on  doit  avoir 
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p  =z  m  a  ±  r  \j\  +  m-     ou     (a^  —  r^)  m^  —  2  a3m  -h  {^'^  —  r'^)  =  0 .       [1  ] 
Mais,  si  (X,  Y)  sont  les  coordonnées  d'un  point  de  la  tangente,  on  doit  avoir 

Y-fi 

A  —  a 

Mettant  pour  m  cette  valeur  dans  l'équation  [1]  et  chassant  les  dénominateurs, 
on  obtient 


(X~ 


0: 


(a2  _  r^)  (Y  -  3)2  -  2  ap  (X  _  a)  (Y  -  p)  H-  (^^ 
c'est  l'équation  cherchée. 

iS8.  Pôles  et  polaires.  —  Pour  construire  la  corde  des 
contacts,  dont  l'équation  est 

ctx  4-  pj/  =  r% 

cherchons  ses  coordonnées  à  l'origine.  Si  nous  faisons  d'abord 

î/  =  0,  il  vienta:;^:— .  Cette  abscisse,  étant  indépendante  de  g, 

est  la  même  pour  toutes  les  cordes  des  contacts  des  tangentes 
menées  à  la  circonférence  par  les  points  de  la  droite  x-=.(i,  pa- 
rallèle à  l'axe  des  i/;  toutes  ces  cordes  se  coupent  donc  en  un 
môme  point  situé  sur  l'axe  des  x>.  Ce  point  tixe  se  nomme  le  ^b\e 
de  la  parallèle  a;=a,  et  celle-ci  est  appelée  la  polaire  dupoint  fixe. 

Les  longueurs  a:;  et  a  étant  liées  par  la  relation  aa;  =  r%  l'une 
se  déduit  de  l'autre  par  une  troisième  proportionnelle. 

11  en  résulte  deux  conséquences.  1"  Si  par  les  différents  points 
(Tune  droite  on  mène  des  couples 
de  tangentes  à  un  même  cercle, 
les  cordes  de  contact  vont  se  cou- 
per, sur  le  diamètre  perpendicu- 
laire, en  un  même  point,  qui  est  le 
pôle  de  la  droite  donnée. 

2°  Si  par  un  point  fixe  P  on  mène 
à  un  cercle  0  (fig.  55)  des  sécantes 
telles  que  PAB  ,  et  que  par  les 
points  d'intersection  A.  et  B  de 
chaque  sécante  avec  le  cercle  on  lui  mène  des  tangentes,  ces  cou- 
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2)les  de  tangentes  se  couperont  sur  une  perpendiculaire  MI  au  dia- 
mètre OP,  laquelle  sera  la  polaire  du  point  P. 

Quant  aux  positions  relatives  du  pôle  et  de  la  polaire,  elles  se 
déduisent  immédiatement  de  la  relation  aa;=r\  Si  le  pôle  est 
extérieur  au  cercle,  la  polaire  est  une  sécante  ;  si  le  pôle  s'é- 
loigne du  cercle,  la  polaire  se  rapproche  du  centre  ;  elle  passe 
par  le  centre  quand  le  pôle  est  à  l'infini.  Si  le  pôle  est  sur  la 
circonférence,  la  polaire  est  la  tangente  menée  par  le  pôle;  si  le 
pôle  devient  intérieur,  la  polaire  ne  coupe  plus  le  cercle  ;  elle 
s'en  éloigne  à  mesure  que  le  pôle  se  rapproche  du  centre  ;  quand 
le  pôle  est  au  centre,  la  polaire  est  rejetée  à  l'infini. 

139.  Théorème.  —  La  polaire  d'un  point  extérieure  (fig.  55)  est 
le  lieu  du  conjugué  harmonique  G  de  ce  pôle,  par  rapport  aux  in- 
tersections A  et  B  du  cercle  avec  une  sécante  quelconque  menée  par 
le  point  P. 

Cette  propriété  peut  être  démontrée  de  diverses  manières; 
nous  adopterons  la  suivante,  parce  qu'elle  est  fondée  sur  une 
méthode  utile  à  connaître.  Soient  x' ,  y'  les  coordonnées  du 
pointe,  et  a?,  y  celles  de  l'un  des  points  d'intersection  de  la  sé- 
cante avec  le  cercle.  Les  coordonnées  du  point  A  seront,  en  ap- 
pelant m  le  rapport  de  AG  à  AP  (85), 

x'  -h  ma      ^  y' 


1  +  m  *^      i-i-m 

ces  coordonnées  devant  satisfaire  à  l'équation  du  cercle,  on 
aura 

{x'-hmaY         y"      _^  2 

(1  -hm)^  '^  (i  -h7ny 
d'où 

(a^— r')m*-h2(aa;'  — r^)m-i-^'^-hî/''  — r'=:0.        [1] 

Pour  passer  du  point  A  au  point  B,  il  suffît  de  changer  le  signe 
de  m,  puisque  le  rapport  de  BC  à  BP  est  égal,  par  hypothèse,  au 
rapport  de  AC  à  AP.  On  arrive  ainsi  à  une  relation  qui  ne  diffère 
de  [1]  que  par  le  signe  de  m,  et  qui  doit  avoir  lieu  en  même 
temps.  Pour  cela,  il  faut  que  les  termes  du  premier  degré  en  m 
disparaissent  d'eux-mêmes,  et  qu'on  ait  ax'  =  r^.  Par  consé- 
quent le  point  G  est  sur  la  polaire. 
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Si  la  sécante  devenait  tangente,  les  points  A  et  B  se  confon- 
draient avec  le  point  de  contact  T.  Il  en  résulte  que,  pour  obtenir 
lajwlaire^  on  peut  mener  par  le  pôle  P  une  tangente;  le  point  de 
contact  appartient  à  la  polaire. 

130.  Problème.  —  Trouver  les  équations  des  tangentes  com- 
munes à  deux  circonférences  de  cercles. 

Soient  R  et  ries  rayons  des  deux  circonférences,  d  la  distance 
de  leurs  centres  ;  prenons  pour  origine  le  centre  0  de  la  pre- 
mière et  faisons  passer  Taxe  des  x  par  le  centre  0'  de  la  se- 
conde, supposée  placée  à  droite  de  la  première.  L'équation 
d'une  tangente  à  la  première  circonférence  pourra  être  mise 
sous  la  forme  (133) 

Xcosa-{-Ysina^R  =  0.  [1] 

Pour  que  cette  équation  représente  en  même  temps  une  tan- 
gente à  la  seconde  circonférence,  il  faut  que  le  centre  0'  de 
celle  ci  soit  à  une  distance  r  de  cette  tangente. 

Si  nous  considérons  d'abord  une  tangente  extérieure,  0'  et  0 
seront  du  même  côté  de  cette  tangente  ;  on  devra  donc  avoir, 
puisque  d  ei  zéro  senties  coordonnées  du  point  0', 

R  — r 

—  (d  COS  a  —  R)  =:  r,      d'où      COS  a  =: 


Pour  que  cette  tangente  existe,  il  faut  donc  qu'on  ait 

5z:r<i,d'où     d>R-r, 
d    —  — 

c'est-à-dire  que  les  deux  circonférences  doivent  être  extérieures^ 
tangentes  extérieurement,  ou  sécantes.  En  mettant  pour  cos  a 
et  sin  a  leurs  valeurs  dans  la  relation  [1],  on  obtiendra  l'équa- 
tion de  la  tangente  extérieure  considérée;  et  Féquation  delà 
seconde  s'en  déduira,  à  cause  de  la  symétrie,  en  changeant  a 
en  —  a.  Dans  le  cas  où  tl^R  —  r,  on  a  cos  a  =  l,  sina  =  0,  et 
l'équation  se  réduit  à  a;  =  R,  qui  représente  les  deux  tangentes 
confondues  en  une  seule. 
Si  nous  considérons  ensuite  une  tangente  intérieure,  0'  et  0 
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seront  situés  de  part  et  d'autre  de  la  tangente,  on  devra  donc 
poser 

RH-r 


4- (rf  ces  a  —  R)  =  r,       d'où       cosa:^ 


Le  problème  sera  impossible  si  l'on  a  d<,K-hr;  il  n'aura 
qu'une  solution  pour  d  =  ^-{-r,  attendu  que  sina  sera  nul;  et 
Ton  aura  deux  solutions  pour  (i  >  R  -t-  r,  c'est-à-dire  quand  les 
circonférences  seront  extérieures.  Les  équations  des  deux  tan- 
gentes s'obtiendront  comme  il  a  été  dit  plus  haut. 


§3.  —  PUISSAIN'CE  d'un  point  PAR  RAPPORT  A  UN  CERCI.E.  INTERSEC- 
TION ET  CONTACT  DES  CIRCONFÉRENCES  DE  CERCLES.  AXES  RADICAUX. 
EXERCICES. 

131,  Supposons  que  par  un  point  fixe  on  mène  deux  sécantes  à  un  cercle. 
Si  l'on  prend  ces  sécantes  pour  axes,  Téquation  du  cercle  sera  (13) 

(a;  — a)2  +  {y  —  p)^  +  2(a;  — a)  [ij  —  ^j]  cos  ô  —  r^  =  0.  [1] 

En  faisant  y=:0  on  obtient  une  équation  du  second  degré  en  x  dont  les  ra- 
cines sont  les  segments  (additifs  ou  soustractifs)  interceptés  par  la  circonfé- 
rence sur  Taxe  des  x  ;  et  l'on  trouve  pour  le  produit  de  ces  racines 

a2  +  p2_,_2aj3  cosô  — r^      ou      d^  —  r^-, 

en  appelant  d  la  distance  du  centre  à  Torigine.  Si  l'on  fait  x  =  0,  on  obtient  de 
même  une  équation  du  second  degré  en  y,  ayant  pour  racines  les  segments  inter- 
ceptés sur  l'axe  des  y;  et  l'on  trouve  pour  le  produit  de  ces  racines  la  même 
quantité  d^-^r-.  Cette  quantité  étant  indépendante  de  6,  on  voit  que  le  produit  des 
deux  segments  interceptés  sur  une  sécante  quelconque  menée  par  le  point  fixe 
est  une  quantité  constante.  On  retrouve  ainsi  une  propriété  connue  du  cercle; 
mais  on  voit,  en  même  temps,  que  cette  quantité,  constante  en  valeur  ab- 
solue, est  en  réalité  positive  ou  négative  suivant  que  d  est  supérieur  ou  infé- 
rieur à  r,  c'est-à-dire  suivant  que  le  point  fixe  est  extérieur  ou  intérieur  à  laj 
circonférence. 
Si  le  point  fixe  n'était  pas  l'origine,  l'expression  précédente  deviendrait 

(x,  -  a)^  +  [y,  -  ^Y  +  2  cos  6  [x,  -  a)  [y,  -  P)  -  r\  [2] 

en  appelant  x^  et  y^  les  coordonnées  du  point  fixe  ;  mais  elle  ne  cesserait  pas 
d'avoir  pour  valeur  d^—  r^. 

On  peut  remarquer  que,  si  le  point  fixe  est  extérieur  au  cercle,  cette  quan- 
tité d^  —  r^  représente  le  carré  de  la  tangente  menée  du  point  fixe  à  la  cir- 
conférence. Si  ce  point  est  intérieur,  r^  —  d'^  représente  le  carré  de  la  moitié 
de  la  corde  minimum  menée  dans  le  cercle  par  ce  point. 
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132.  On  npTpeWe  puissance  d'un  point  par  rapport  à  un  cercle  le  produit 
constant  des  segments  interceptés  par  la  circonférence  sur  une  sécante  issue  de 
ce  point.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  cette  puissance  a  pour  valeur  l'ex- 
pression [2]  si  Xi  et  î/i  sont  les  coordonnées  du  point  considéré,  c'est-à-dire 
quelle  a  pour  valeur  le  premier  membre  de  V équation  [1]  du  cercle,  dans  le- 
quel on  a  remplacé  les  coordonnées  courantes  par  celles  du  point  considéré. 

On  peut  remarquer  encore  que  Téquation  [1]  du  cercle  exprime  que  cette 
courbe  est  le  lieu  des  points  dont  la  puissance  par  rapport  à  ce  cercle  est 
nulle. 

133.  Positions  relatives  de  deux  circonférences  de  cercle  —  Pre- 
nons pour  axe  des  x  la  ligne  des  centres  et  pour  axe  des  y  la  perpendicu- 
laire à  cette  ligne  passant  par  le  centre  de  la  plus  grande  des  deux  circonfé- 
rences. Si  nous  désignons  par  D  la  distance  des  centres  et  par  R  et  ries  rayons, 
les  équations  des  deux  circonférences  sont 

a;"-4-î/^=zR2      et       (a;  — D)^  H-i/'-rrrr^. 

Pour  obtenir  les  coordonnées  de  leurs  points  d'intersection,  il  faut  résoudre 
ces  équations  en  y  regardant  x  ei  y  comme  les  inconnues.  D'abord,  en  les  re- 
tranchant membre  à  membre,  y  est  éliminé,  et  Ton  trouve 

D'^  +  R^^  — r2 
x^=^ 


2D 

d'où  il  suit  que  les  deux  points  d'intersection  sont  sur  une  même  perpendicu- 
laire à  la  ligne  des  centres.  Maintenant,  si  Ton  porte  cette  valeur  dex,  qui  est 
toujours  réelle,  dans  Tune  des  deux  équations,  il  vient,  toutes  réductions 
faites, 


î/=±V'(D  +  l^  +  r)  (D  +  R  — r)  (D  +  r  -  R)  (R  +  r  — D). 

D'après  cela,  si  les  valeurs  de  y  sont  réelles,  comme  elles  sont  égales  et  de 
signe  contraire,  on  voit  que  les  deux  circonférences  se  coupent  en  deux  points 
symétriquement  placés  par  rapport  à  la  ligne  des  centres.  Pour  que  y  soit  réel, 
comme  les  deux  premiers  facteurs  sont  positifs,  d  faut  que  les  deux  autres 
soient  de  même  signe.  On  doit  donc  avoir  en  même  temps 

D  +  r  — R>0      et      R4-r--D>0 
ou 

D  +  r  — R<1)      et      R  +  r  — D<0. 

Les  secondes  conditions  sont  incompatibles,  car  il  en  résulterait  2r  <  0.  Il 
s'ensuit  que  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  deux  circonfé- 
rences se  coupent  sont 

D<R  +  r      et      D>R  — r; 

c'est-à-dire  qu'il  faut  que  la  distance  des  centres  soit  comprise  entre  la  somme 
et  la  différence  des  rayons. 

On  obtiendrait  de  même  les  conditions  pour  que  deux  circonférences  fussent 
tangentes  extérieurement,  tangentes  intérieurement,  extérieures  ou  inté- 
rieures l'une  à  l'autre. 
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134.  Axes  radicaux.  —  La  droite  représentée  parTéquation 

02  H-  R2  _  ^.2 


2D 


[8] 


trouvée  dans  le  numéro  précédent,  droite  qui  joint  les  points  d'intersection 
des  deux  circonférences  quand  elles  se  coupent,  jouit  de  la  propriété  remar- 
quable d'être  le  lieu  géométrique  des  points  cVoh  les  tangentes  menées  aux  deux 
circonférences  sont  égales  ou,  plus  généralement,  le  lieu  des  points  d'égale 
puissance  par  rapport  aux  deux  circonférences.  En  effet,  les  équations  des 
deux  circonférences  étant  mises  sous  la  forme 

a^2  +  îy2_R2  — 0,       [x—D)^  +  y''  —  r^  =  0, 

les  premiers  membres  expriment  la  valeur  des  carrés  des  tangentes  aux  deux 
circonférences,  menées  par  le  point  {x,  y),  ou  les  puissances  de  ce  point  par 
rapport  aux  deux  circonférences.  Or,  en  égalant  ces  carrés,  on  trouve  l'équa- 
tion [8].  La  droite  représentée  par  cette  équation  est  donc  bien  le  lieu  géo- 
métrique en  question.  Cette  droile  se  nomme  V axe  radical  di^s  deux  circon- 
férences. 

En  général,  on  nomme  axe  radical  de  deux  circonférences  de  cercle  le  lieu 
des  points  par  lesquels  on  peut  leur  mener  des  tangentes  égales ,  que  ces  cir- 
conférences se  coupent  ou  qu'elles  ne  se  coupent  pas.  Si  les  deux  cercles  se 
coupent,  la  partie  intérieure  de  la  corde  commune  est  le. lieu  des  points  par 
lesquels  on  peut  mener,  dans  les  deux  cercles,  des  cordes  dont  les  segmenis 
donnent  un  produit  constant. 

On  voit  facilement  que  l'axe  radical  de  deux  circonférences  est  toujours  per- 
pendiculaire à  la  ligne  des  centres,  quels  que  soient  les  axes  et  la  position  des 
deux  circonférences  par  rapport  à  ces  axes,  et  que  son  équation  s'obtient  tou- 
jours en  retranchant  les  équations  des  deux  circonférences,  après  qu'on  a  fait 
passer  tous  les  termes  dans  un  même  membre.  Il  en  résulte  que  si  î;=0 
est  l'équation  d'une  circonférence,  et  m=0  celle  d'une  droite,  l'équatîon 
v-|-Xw=0  est  l'équation  générale  de  toutes  les  circonférences  qui  ont  cette 
droite  pour  axe  radical. 

Remarque.  —  Lorsque  les  deux  circonférences  se  coupent,  les  points  de 
l'axe  radical  intérieurs  aux  deux  circonférences  jouissent  delà  propriété  d'être 
les  milieux  des  cordes  égales  de  longueur  minima. 

135.  Les  axes  radicaux  de  trois  circonférences  de  cercle  se  coupent  en  un 
même  point. 

Soient,  pour  abréger,  R  =  0,  R'  =  0,  R"=:0  les  équations  des  trois  circon- 
férences. D'après  ce  qui  précède,  les  équations  de  leurs  axes  radicaux  sont 

R  — R'r=0,      R  — R''=:0      et      R'— R"  =  0. 

Or  chacune  de  ces  équations  est  une  conséquence  des  deux  autres  :  donc  cha- 
que axe  radical  passe  par  le  point  d'intersection  des  deux  autres;  ce  qui  dé- 
montre le  théorème. 

Corollaires.  —  I.  Lorsque  trois  circonférences  de  cercles  se  coupent  deux  à 
deux,  leurs  cordes  communes  se  coupent  en  un  même  point.  Si  ces  trois  cir- 
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conférences  ont  un  point  commun,  ce  point  est  le  point  de  concours  des  cor- 
des communes. 

IL  Lorsque  trois  circonférences  de  cercles  sont  tangentes  deux  à  deux,  leurs 
tangentes  communes  intérieures  se  coupent  en  un  même  point. 

III.  La  propriété  qui  vient  d'être  démontrée  fournit  un  moyen  très-simple 
de  construire  taxe  radical  de  deux  cercles  qui  ne  se  coupent  pas.  II  suffit  pour 
cela  de  couper  ces  deux  cercles  par  un  troisième;  le  point  de  rencontre  des 
deux  cordes  communes  appartient  à  Taxe  radical  des  deux  cercles  donnés;  il 
suffit  donc,  pour  avoir  cet  axe,  d'abaisser  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur 
la  ligne  des  centres. 

136.  On  appelle  centre  radical  de  trois  cercles  donnés  le  point  de  rencontre 
de  leurs  axes  radicaux.  Ce  point  est  toujours  extérieur  ou  intérieur  à  la  fois 
aux  trois  cercles,  puisque  sa  puissance  par  rapport  à  chacun  d'eux  a  la  même 
valeur  absolue  et  le  même  signe. 

On  appelle  cercle  radical  de  trois  cercles  donnés,  le  cercle  décrit  du  centre 
radical  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la  racine  carrée  de  la  puissance  de 
ce  centre  par  rapport  aux  trois  cercles.  Le  cercle  radical  est  réel,  imaginaire, 
ou  évanouissant  suivant  que  le  centre  radical  est  extérieur  aux  trois  cercles, 
ou  intérieur  aux  trois  cercles,  ou  situé  sur  les  trois  cercles,  puisque,  selon  ces 
trois  cas,  la  puissance  du  point  considéré  est  positive,  négative  ou  nulle. 

Lorsque  le  cercle  radical  est  réel,  il  coupe  ortliogonalement  les  trois  cercles 
donnés.  Car  le  rayon  du  cercle  radical  étant  alors  égal  à  la  longueur  de  la 
tangente  menée  du  centre  radical  au  premier  cercle,  le  cercle  radical  passe 
par  le  point  de  contact,  et  rencontre  à  angle  droit  la  circonférence  de  ce  cercle. 
On  en  peut  dire  autant  pour  les  deux  autres. 

tSîf.  Exercices.  —  I.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  angle  de 
grandeur  iîivariable  qui  se  meut  dans  wi  plan  de  manière  que  ses  côtés  passent 
toujours  par  deux  points  fixes. 

Soient  A  et  B  les  deux  points  fixes  (le  lecleur  est  prié  de  faire  les  figures  qui 
manquent),  et  m  la  tangente  de  l'angle  donné.  Prenons  pour  axe  des  x  la 
droite  AB  et  pour  axe  des  y  la  perpendiculaire  menée  par  le  milieu  de  AB,  et 
soit  }\{x,  y)  un  point  du  lieu  demandé.  Si  Ton  fait  AB  r::^:  2c,  les  coefficients  an- 
gulaires de  AM  et  de  B)l  sont  respectivement  égaux  (83,  rem.  I)  à  — —  et 


-^,  et  l'on  a 


93 


y 


X—  c    x-h  c                 ,,   ,         „  ,     a      2cw        „      „ 
=zm,      dou      x^  +  y^ ^  —  c-=0. 

Telle  est  l'équation  du  lieu.  Ce  lieu  est  une  circonférence  de  cercle  dont  le 
centre  est  situé  sur  l'axe  des  y.  Si  l'angle  est  droit,  on  a  m  =  oo  et  l'équa- 
tion se  réduit  h  x^-\-y'^  =  c^.  Le  lieu  est  donc  alors  une  circonférence  décrite 
sur  AB  comme  diamètre. 

II.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  angle  invariable  qui  se  meut  de 
manière  que  ses  côtés  soient  toujours  tangents  à  une  circonférence  de  cercle. 


120  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

Prenons  des  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre,  et  soient 

y  —  mx  +  r  \/l  +  m^     et    y  =  m'x  4-  )Vl  +  m''^  [IJ 

les  équations  des  côtés  de  l'angle.  En  exprimant  que  la  tangente  de  cet  angle 
est  égale  à  une  quantité  constante  K  (93),  on  trouve  l'équation 

Kmm'-f- (m  — m') -f-K  =  0;  [2] 

et  en  éliminant  m  et  m'  entre  cette  équation  et  les  équations  [1],  on  obtiendra 
l'équation  du  lieu. 

Pour  effectuer  cette  élimination,  il  faut  d'abord  faire  disparaître  les  radicaux 
des  équations  [1] .  Or,  en  faisant  disparaître  le  radical  de  la  première,  il  vient 

(r^  —  x^-)  m^  4-  ^xym  +  r^  —  y^  —  0  ;  [3] 

et  en  faisant  disparaître  le  radical  de  la  seconde,  on  aurait  une  équation  qui  ne 
différerait  de  Téquation  (3)  qu'en  ce  que  ??i  serait  changé  en  m'.  D'où  il  suit 
que  les  valeurs  de  m  et  m' sont  les  deux  racines  de  l'équation  [3J.  D'après  cela, 
on  a 

r ^  —  V'                               'irJx^  -H  î/^  —  r'^ 
mm'=-, ^      et     m-—m'=—^ — ^ — ^ , 

et,  en  substituant  dans  l'équation  [2] ,  on  trouve,  toutes  réductions  faites, 
R2  {x^-  +  y^f  —  4  r^  (1  +  K^)  [x^  +  y^~)  —  4r*  (1  +  K'-^)  =  0 . 
Cette  équation  se  décompose  dans  les  deux  suivantes  : 


K2 

Celles-ci  représentent  deux  circonférences  concentriques  à  la  proposée.  L'une 
de  ces  circonférences  est  le  lieu  demandé,  et  l'aulre  le  lieu  des  sommets  d'un 
angle  supplémentaire  de  l'angle  donné  et  dont  les  côtés  seraient  également 
tangents  au  cercle  donné. 

III.  Étant  données  deux  circonférences  concentriques,  on  mène  des  tangentes 
à  la  circonférence  intérieure,  et  par  les  points  d'intersection  de  chacune  de  ces 
tangentes  avec  la  circonférence  extérieure  on  mène  des  tangeîites  à  cette  der- 
nière circonférence.  Ces  couples  de  tangentes  se  coupent  en  des  points  dont  on 
demande  le  lieu. 

Prenons  des  axes  rectangulaires  passant  par  le  centre  et  désignons  par  r  etR 
les  rayons  des  deux  circonférences.  Considérons  un  point  du  lieu  {x,  y)  et  soit 

lx-hYy  =  l{^ 

l'équation  de  la  corde  des  contacts  relative  à  ce  point,  équation  dans  laquelle  X 
et  Y  représentent  les  coordonnées  courantes.  Cette  corde  devant  être  tangente 
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à  la  circonférence  intérieure,  sa  distance  à  Torigine  doit  être  égale  à  r.  Cette 

distance    étant  égale   à  .  (95),  on  a  donc 

;  =  r       ou     x'  -\-  y^  =  -^ 


Le  lieu  demandé  est  donc  une  circonférence  concentrique  aux  deux  circonfé- 
rences proposées  et  dont  le  rayon  est  égal  à  — . 

Questions  proposées.  —  I.  Décrire  une  circonférence  qui  coupe  trois  circon- 
férences données  en  des  points  diamétralement  opposés. 

II.  Si  d'un  point  pris  dans  le  plan  d'un  cercle  on  tire  deux  sécantes  perpen- 
diculaires Vune  à  Vautre,  la  somme  des  carrés  des  distances  de  ce  point  aux 
quatre  points  d'intersection  de  la  circonférence  et  des  sécantes  est  constant. 

III.  On  donne  un  triangle  ABC.  Du  centre  du  cercle  inscrit  à  ce  triangle,  avec 
un  rayon  arbitraire,  on  décrit  une  circonférence;  on  joint  un  point  quelconque 
M  de  cette  circonférence  aux  trois  sommets  du  triangle,  et  on  demamle  de  prou- 
ver que  l'expression 

ÂM '  X  a  +  M'  X  &  +  CM'  X  c 
est  constante,  a,  b,  c  désignant  les  trois  côtés-. 

IV.  On  donne  deux  circonférences  concentriques,  et  on  demande  le  lieu  des 
points  tels,  qu'en  menant  de  chacun  d'eux  des  tangentes  aux  deux  circonférences 
ces  tangentes  soient  perpendiculaires . 

V.  On  donne  trois  cercles,  et  on  propose  de  trouver  le  lieu  des  points  tels, 
que  les  cordes  de  contact  des  tangentes  menées  de  chacun  d'eux  à  ces  trois  cer- 
cles concourent  en  un  même  point. 

138.  Après  la  ligne  di  oile  et  le  cercle,  il  conviendrait  d'élu- 
dier  sur-le-champ  les  courbes  du  second  degré  ;  mais,  pour  faci- 
liter cette  étude,  et  en  même  temps  pour  éviter  des  redites  inu- 
tiles, il  est  d'usage  aujourd'hui  d'exposer  d'abord  quelques 
propriétés  générales  des  courbes.  Ce  sera  l'objet  des  deux  cha- 
pitres qui  vont  suivre. 
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THEORIES  GENERALES.  —   TANGENTES   ET    NORMALES. 
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ASYMPTOTES  RECTILIGNES.   —  CENTRES  ET  DIAMÈTRES 


J  1 .    DES    TANGENTES    ET   DES   NORMALES. 

139.  Définitions.  —  On  appelle  tangente  à  une  courbe  AB 

(fig.  54)  en  un  point  déterminé  M  de  cette  courbe,  la  limite  MT 

des  positions  que  prend 
une  sécante  MS  passant  par 
ce  point,  lorsqu'on  la  fait 
tourner  autour  de  ce  point 
de  manière  qu'un  second 
point  d'intersection  M'  se 
rapproche  indéfiniment  du 
premier. 

Nous  disons  un  second 
point  d'intersection ,  car 
la  courbe  peut  être  telle, 

qu'elle  soit  coupée  en  plus  de  deux  points  par  une  droite. 

Dans  ce  cas,  il  arrive  fréquemment  qu'une  même  droite  MT, 

tangente  en  un  point  M,  est  en  même  temps  sécanle  en  un 

autre  point  N. 
Soient  x  et  y  les  coordonnées  OP  et  MP  du  point  M,  et  m  le 

coefficient  angulaire  de  la  tangente  MT  ;  son  équation  sera  de  la 

forme 

Y  —  yz=m(\-x), 

en  désignant  par  X  et  Y  les  coordonnées  courantes  ;  et  il  reste 
à  déterminer  la  valeur  du  coefficient  m. 

Remarque.  —  On  peut  quelquefois  considérer  une  tangente  comme  la  limite 
des  positions  d'une  sécante  qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même  jusqu'à  ce 


Fig.  54. 
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que  deux  points  d'intersection  se  confondent  en  un  seul.  Mais  cette  méthode, 
applicable  surtout  aux  courbes  du  second  degré,  n'est  pas  générale  et  pourrait 
être  en  défaut  dans  beaucoup  de  cas. 

140.  Théorème.  —  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est 
égal  à  la  dérivée  de  V ordonnée  du  point  de  contact,  considérée 
comme  une  fonction  de  son  abscisse. 

Menons  l'ordonnée  MT',  et  MQ  parallèle  à  OX;  faisons,  pour 
abréger,  UQ=h  et  M'Q^/c;  les  coordonnées  du  point  M'  sont 
x-hh  et  y  -{-k.  Par  conséquent  l'équation  de  la  sécante  MS  qui 
passe  par  les  points  M  et  M'  est  (83) 

Y-|y^|(X-a;). 

Cela  posé,  faisons  tourner  la  sécante  autour  du  point  M,  de 

manière  que  M'  s'en  rapproche  indéfiniment  ;  k  eih  tendront 

k 
tous  deux  vers  zéro,  mais  le  rapport  j-  tendra  en  général  vers 

une  limite  déterminée,  qui  n'est  autre  chose  que  m,  d'après  la 
définition  de  la  tangente.  On  a  donc 

,.       k 

m  —  hm.  y. 

Il 

Mais  k  étant  l'accroissefnent  de  l'ordonnée  y  correspondant  à 
l'accroissement  h  de  l'abscisse  x,  la  limite  du  rapport  de  ces 
deux  accroissements  est  la  valeur  que  prend  la  dérivée  de  l'or- 
donnée de  la  courbe,  considérée  comme  une  fonction  de  l'abscisse, 
quand  on  donne  à  l'abscisse  la  valeur  x,  et  par  suite  à  l'or- 
donnée la  valeur  y  ;  le  théorème  se  trouve  donc  démontré. 

Si  l'équation  de  la  courbe  peut  être  mise  sous  la  forme  î/r=rç(a;), 
on  aura,  en  général,  pour  le  point  dont  l'abscisse  est  x, 

m=:<y  (x). 

Ainsi  l'équation  de  la  tangente  en  ce  point  est 

Y-ij  =  ç'(^)(X-^), 

équation  à  laquelle  il  faut  joindre  la  relation  î/  =  cp  (^),  qui  lie 
les  coordonnées  du  point  considéré. 

141.  Si  l'équation  de  la  courbe  ne  peut  pas  être  mise  sous  la 
forme  1/  =  9  (a;),  soit,  en  général,  t'(x^y)  =  0  ceiie  équation. 
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Considérons  y  comme  tenant  lieu  de  sa  valeur  en  fonction 
de  X,  et  prenons  la  dérivée  des  deux  membres,  en  ayant  égard 
à  la  règle  des  fonctions  composées  et  à  celle  des  fonctions  de 
fonctions,  nous  aurons 

d'où 

•^'~    fvi^.y)' 

Ainsi  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  s^obtient  en  divi- 
sant la  dérivée  du  premier  membre  de  F  équation  de  la  courbe  par 
rapport  à  x  par  sa  dérivée  par  rapport  à  y,  et  en  prenant  le  quo- 
tient en  signe  contraire. 

L'équation  de  la  tangente  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
X  ciy  est  donc 

^       tyi^^y)^       ' 

ou  bien 

'^fy(^,y)-^^fz(x^y)=yfv(x.y)-hxf;{x,y),     [5] 

équation  à  laquelle  il  faut  toujours  joindre  la  relation  f(x,  y)=0, 
qui  lie  les  coordonnées  x  et  y. 

Prenons  pour  exemple  la  courbe  dont  l'équation  est 

y^  —  2xy  +  a;3  =  0, 

et  proposons-nous  de  lui  mener  une  tangente  au  point  qui  a  pour  abscisse 
x=:\.  Nous  aurons 

f'x[x,y)  =  —  '-2y  +  5a;^ ,     fy  [x,  y)  =  7)y^  —  1x  ; 

et  en  désignant  par  y  Tordonnée  qui  correspond  àa;:=l,  on  trouve  pour 
réquation  de  la  tangente, 

(Y  —  t/)  (3î/2  — '2x)  +  (X  —  a;)  (3a;«  —  22/)  =  0, 

à  laquelle  il  faut  joindre  l'équation 

î/5  — 2t/-hl  =  0. 

Cette  équation  a  ses  trois  racines  réelles,  et  Ton  trouve 

!/==!     et    y^. ^-iU. 

En  prenant,  par  exemple,  z/  — 1,  on  trouve  pour  l'équation  de  la  tangente 
(Y-l)(5-2)-t-^X-l)(3-2)  =  0    ou     V=:.-X4-2. 
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RemafxQUe.  —  Si  l'équation  de  la  courbe  est  algébrique  et  du 
degré  m,  l'équMtion  [5]  de  la  tangente  est  du  degré  m  en  a;  et  y; 
mais,  en  vertu  de  la  relation  f[x^y)=:0,  elle  s'abaisse  au  degré 
m — l.  En  effet  le  théorème  des  fonctions  homogènes  (33) 
donne 

^  fx{^,  y)  -^yfy  (^.  y)  =mf(x,  y). 

Soit  tpm  l'ensemble  des  termes  du  degré  m  dans  f(x,  y),  q^_^ 
l'ensemble  des  termes  du  degré  m —  1,  9„j_2  l'ensemble  des 
termes  du  degré  m  —  2,  et  ainsi  de  suite.  Le  théorème  que  nous 
venons  de  rappeler  s-'appliquant  à  chacun  de  ces  groupes  de 
termes,  on  aura 

^fx(!^,y)-\-yfy{Xy  y)  =  rno,r,-h{m  —  \)<f^_,-h  {m  —  1)o„_, 
ce  qu'on  peut  écrire 

—  [?m-l4-2ç;„_2-h39„_3...-l-(??l—  'I)9i  +  Wçj. 

Or  la  première  parenthèse,  qui  est  égale  à  f(x,y),  est  nulle; 
il  reste  donc  dans  le  second  membre  une  fonction  qui  n'est  plus 
que  du  degré  m  —  1  en  ic  et  y. 

14:9.  Équation  de  la  tangente  en  coordonnées  homo- 
gènes. —  On  peut  encore  présenter  l'équation  de  la  (angentc 
aux  courbes  algébriques  sous  une  forme  symbolique  qu'il  est 
utile  de  connaître.  Dans  l'équation  f(x^  ij)  =  0,  remplaçons xeiy 

X  11 

par  -  et    -,  afin  de  rendre  le  premier  membre  homogène;  il 

suffira,  à  la  fin  du  calcul,  défaire  z^=\.  Soit  donc  ({x^  y,  %)=i^ 
l'équation  ainsi  transformée;  l'équalion  [3]  de  la  tangente 
deviendra 

if^^Yf;-^zf:=xn-^yf;^zn;  [4] 

mais,  en  vertu  du  théorème  sur  les  fonctions  homogènes,  on  a 

xrz  +  y''„-^^^fz  =  rnf{x,y,  z); 
le  second  membre  de  l'équation   [4]  devient  donc  nul  ;  il  en 
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sera  de  même  du  premier;  par  conséquent  l'équation  de  la  tan- 
gente se  réduira  à 

x/;HhYf;+zf;=o,  [5] 

équation  dans  laquelle  on  devra  faire  Z=l  et  ;s  =  l. 

Reprenons  pour  exemple  Téquation  x^  —  'ixy  +  î/^  =  0.  déjà  traitée. 
En  la  rendant  homogène,  on  a 

x^  —  2a;î/2  +  ?/^  =  0- 
On  en  déduit 

f;  =  '5x^-2yz,    fij=-<2xz-hZy\    fz  =  -'2xy; 

l'équation  de  la  tangente  est  donc 

X  (3a;«  —  '2yz)  +  Y  (Sî/^  —  '2xz)  —  l.'2xy  =  0, 

ou,  en  faisant  Z=:l  et  z  =  \,  et  divisant  par  5, 

X  (3j;2  —  2î/)  4-  y  {3î/'-  —  'Hx)  —  2xy  =z  0. 

Pour  x^\,  d'où  î/  =  l  (par  exemple),  on  obtient 

X  +  Y  — 2  =  0, 
comme  plus  haut. 

143.  Sous- tangente.  — On  nomme  sous-tangente  la  àisianœ 
du  point  où  la  tangente  rencontre  l'axe  des  x  au  pied  de  l'ordon- 
née du  point  de  contact. 

La  longueur  de  la  sous-tangente,  correspondant  à  un  point 

de  la  courbe  dont  les  coordonnées  sont  a;,î/,est  exprimée  parla 

valeur  de  X  —  x,  tirée  de  l'équation  de  la  tangente  à  la  courbe 

en  ce  point,  après  y  avoir  fait  Y  =  0.  Elle  a  donc  pour  expres- 

f 
sion  y  —- 

144.  Normale  et  sous-normale.  —  On  appelle  normale  à 
une  courbe  en  un  de  ses  points  la  perpendiculaire  à  la  tangente 
menée  à  la  courbe  en  ce  point. 

L'équation  de  la  normale  à  la  courbe  représentée  par  l'équation 
f{x,y)  =  0  au  point  {x,  y)  est,  d'après  cela, 

Y-,  =  |(X-.),    ou    Y-,=:|=|-^;(X-.), 

suivant  que  les  axes  sont  rectangulaires  ou  obliques. 
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La  sous-normale  est  la  distance  du  point  où  la  normale  ren- 
contre l'axe  des  x,  au  pied  de  l'ordonnée  du  point  de  contact. 

La  longueur  de  la  sous-normale  est  exprimée  par  la  valeur 
de  X  — a;,  tirée  de  l'équation  de  la  normale,  après  y  avoir  fait 

Y=0.  Elle  a  donc  pour  expression  —  y-j,- 

îy 

145.  Problèmes  relatifs  aux  tangentes.  —  Ce  qui  précède 
permet  de  résoudre  par  le  calcul  tous  les  problèmes  relatifs  aux 
tangentes. 

Problême  I.  —  Mener  par  un  point  extérieur  (x',  y')  une  tan- 
gente à  la  courbe  qui  a  pour  équation  f  (x,  y)  =  0. 

Soit  toujours  (x,  y)  le  point  de  contact  ;  le  point  (x\  y')  étant 
sur  la  tangente,  ses  coordonnées  doivent  satisfaire  à  l'équation 
de  cette  droite  ;  on  a  donc 

Mais,  le  point  (x,  y)  appartenant  à  la  courbe,  on  a  aussi 

f{x,y)=--0. 

Ces  deux  équations  détermineront  ic  et  1/ ;  et  il  existera  autant 
de  tangentes  passant  par  le  point  donné  qu'il  y  aura  de  systèmes 
de  valeurs  réelles  de  a;  et  de  y  satisfaisant  à  ces  deux  équations. 
Si  l'équation  de  la  courbe  est  du  m'^"""  degré,  celle  de  la  tangente 
estdu  (m  —  1)*^"'%  et  le  nombre  de  ces  solutions  est  au  plus 
m  (m — 1).  Dans  le  cas  des  courbes  du  second  degré, ce  nombre 
est  égal  à  2. 

Comme  exemple,  proposons-nous  de  mener,  par  le  point  dont  les  coor- 
données sont  y'  =  0  et  a;'  =  15,  une  tangente  au  cercle  qui  a  pour  équation 

a;2  +  î/  =  25. 

Les  deux  équations  à  résoudre  seront 

{Q  —  y).2y  +  {\^  —  x).'2x  =  0    et    a;2  +  ?/  =  25, 
ou 

a;*4-î/«  — 13x  =  0     et    a;*  +  i/«  =  25. 

On  en  tire  facilement 

x  =  %    d'où    y  =  ±f,. 
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Ce  problème  peut  aussi  se  résoudre  graphiquement,  comme 
dans  le  cas  du  cercle,  en  construisant  les  lignes  représentées 
par  les  deux  équations  précédentes  quand  on  y  considère  x  et 
y  comme  des  coordonnées  courantes.  Les  points  d'intersection 
de  ces  deux  lignes,  dont  l'une  est  la  ligne  proposée  et  l'autre  une 
ligne  d'un  ordre  moindre  au  moins  d'une  unité  si  la  première 
est  algébrique,  sont  les  points  de  contact  cherchés. 

146.  Nouvelle  classification  des  courbes  algébriques.  —  Les  valeurs 
imaginaires  de  x  ei  de  y  correspondent  à  des  droites  imaginaires  que  Ton 
convient  quelquefois  de  regarder  comme  autant  de  tangentes  imaginaires.  En 
admettant  cette  manière  de  voir,  on  peut  dire  que,  par  un  point  extérieur  à 
une  courbe  algébrique  donnée  du  degré  m,  on  peut  mener  m  (m  —  1)  tangentes 
réelles  ou  imaginaires. 

Dans  ce  sens,  on  classe  les  courbes  algébriques  d'après  le  nombre  des  tan- 
gentes réelles  ou  imaginaires  qu'on  peut  leur  mener  par  un  point  extérieur,  et 
l'on  dit  qu'une  courbe  de  degré  in  est  de  la  classe  mlm  —  1).  En  particulier 
une  couTrbe  du  deuxième  degré  est  aussi  de  la  deuxième  classe. 

147.  Problême  II.  —  Mener  à  une  courbe  ,dont  V équation  est 
f(x,  y)  =  0  une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée  y=:mx; 
ce  qui  revient  à  trouver  F  équation  de  la  tangente  en  fonction  de 
son  coefficient  angulaire  m. 

La  tangente  devant  être  parallèle  à  la  droite  repré.sentée  par 
Y  =  mX,  son  équation  sera  de  la  forme 

Y=77îX-i-n, 

et  il  s'agit  de  déterminer  n. 

Soient  toujours  x  el  y  les  coordonnées  du  point  de  contact, 
l'équation  de  la  tangente  en  fonction  de  ces  cordoiinées  étant 

ou 

pour  que  cette  équation  soit  identique  à  la  première,  on  doit 
avoir 

/'^<*'!''-m    cl     y+I^^^yK^U;  [a] 


d'ailleurs,  on  a 


f(x,y)=0,         ■  [b] 
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puisque  le  point  de  contact  est  sur  la  courbe.  Ces  trois  équations 
serviront  à  déterminer  x,  y  et  n.  Il  y  aura  autant  de  tangentes 
parallèles  à  la  direction  donnée  qu'il  y  aura  de  systèmes  de  va- 
leurs réelles  de  a;  et  de  y  satisfaisant  à  la  première  et  à  la 
troisième. 

Ceci  suppose  que  la  direction  donnée  n'est  pas  parallèle  à 
l'axe  des  y;  si  elle  lui  était  parallèle,  l'équation  de  la  tangente 
serait  Xii=ic,  et  l'on  n'aurait  plus  que  deux  équations  à  résou- 
dre, savoir  : 

f:j{x,y)=0     et     f(x,y)  =  0', 

la  première  résulte  de  l'hypothèse  m  =  oo  . 

Si  entre  les  équations  [a]  et  [b]  l'on  élimine  x  et  y  pour  cal- 
culer les  valeurs  de  ?i,  on  aura  les  équations  des  tangentes  en 
fonction  du  coefiicient  angulaire  m. 

Comme  exemple,  supposons  qu'il  s'agisse  de  mener  au  cercle  dont  Téqua- 
tion  est  x'^ -\- y^  =  25  une  tangente  parallèle  à  la  droite  représentée  par  Téqua- 
tion  y  —  —  f^x.  Les  équations  à  résoudre  sont 

On  en  tire 

x  =  ±%    d'où  y  =  ±^,   puis    n  =  ±f|, 

valeurs  dans  lesquelles  les  signes  se  correspondent. 
Les  équations  des  deux  tangentes  sont  donc 

148.  Problème  III.  —  Mener  une  tangente  commune  à  deux 
courbes  dont  les  équations  sont  f  (x,y)  z=:Oet  (^  (x,y)  =  0. 

Soit  Y  =  mX-i-?i  l'équation  de  la  tangente  commune,  et 
soient  a;',  r/  les  coordonnées  du  point  où  elle  touche  la  première 
courbe,  et  x",  y"  les  coordonnées  du  point  où  elle  louche  la  se- 
conde. On  aura,  en  avant  égard  au  contact  avec  la  première, 


W^ 


fx  (x\ij')  +  mf'y  (x\y'}  =  0,     y'=mx'-i-n,     f(x\y')  =  0, 
et,  en  ayant  égard  au  contact  avec  la  seconde, 

1^:{x\y')^mo;(x\y")  =  0,     if  =  mx"^n,     ?(^%!/")  =  0. 


Ces  six  équations  serviront  à  déterminer  les  inconnues  x'^  y', 

GLO.M.   A\A1..    SON.NKT   KT   FUOXTliRA  9 
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x\  y'\  m  et  n.  En  éliminant  x'  et  y'  entre  les  trois  premières, 
puis  x"  et  if  entre  les  trois  dernières,  on  obtient  deux  équa- 
tions en  m  et  n  qui  déterminent  ces  inconnues,  et  par  suite 
toutes  les  autres. 

Prenons  pour  exemple  les  deux  cercles  représentés  par  les  équations 

x'-{-y'  =  J\^  et   (;r  — a)2  +  î/2  =  r2. 

Les  six  équations  à  résoudre  sont  : 

x'  +  7711/  =0     y'z=  77ix'  H-  n,     x'"^  4-  y'^  =  R^, 

[x"  —  a)  -h  my"  =  0,    y"  =  ttix"  +  n,    [x"  —  a)'^  +  y"^  =^  r^. 

Les  twcis  premières  donnent  : 

-^       1  +  m^  14-  in-  ^  ' 

Les  trois  dernières  donnent  de  même  : 

y"=  .       ■   ,,  a;"  — a  = ^, ^^    w-f  ma  ^  =  r'^  1  4.^^  . 

^         1  4-  m-  1  4-  m*       ^  '  ^  ' 

Des  deux  équatiions  en  m  et  n,  on  tire,  en  éliminant  n, 

R±r 


m  = 


V/a-*  — (Rit; 


valeurs  dans  lesquelles  r  doit  être  affecté  du  même  signe  au  numérateur  et  au 
dénominateur.  Ces  valeurs  sont  au  nombre  de  quatre,  comme  cela  doit  être, 
puisque  Ton  sait  qu'il  y  a  en  général  quatre  tangentes. 

Connaissant  m,  on  en  déduit  immédiatement  n  =  ±R\/l  4- wi^,  et  par 
suite  toutes  les  autres  inconnues.  La  discussion  de  leurs  valeurs  ne  présente 
aucune  difliculté,  et  elle  reproduit  toutes  les  circonstances  connues  du  pro- 
blème géométrique  dont  nous  nous  occupons. 

On  peut  même  déduire  de  ces  valeurs  la  construction  géométrique  ordinaire. 
Si  l'on  cherche,  en  effet,  le  point  où  la  tangente  coupe  la  ligne  des  centres, 
qui  est  ici  Taxe  des  x,  on  n'a  qu'à  faire  Y=  0  dans  l'équation  Y  =:  mX  4-  n,  ce 
qui  donne  pour  l'abscisse  de  ce  point 

m 
ou,  en  mettant  pour  m  et  n  leurs  valeurs  et  simplifiant, 

Ra 


Ritr 

Ces  deux  valeurB  de  X  conduisent  à  la  construction  connue. 


I. 
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149.  Problème  IV.  —  Une  courbe  passe  par  l origine^  et  on 
demande  de  trouver  la  tangente  en  ce  point. 

L'équation  delà  tangente  étant  alors  de  la  forme  y  =  ma;,  le 

coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'origine  est  égala  la  li- 

w 
mite  vers  laquelle   tend  le  rapport  -,  tiré  de  l'équation  de  la 

courbe,  quand  x  tend  vers  zéro. 

Soit,  par  exemple, 

y=s\nx^ 

on  aura 

,.    w      ,.    sino;      , 
lim-  =  lim =1. 

X  X 

Donc  la  tangente  à  la  sinusoïde  à  l'origine  est  la  bissectrice  de 
l'angle  des  axes. 

Remarques.  I.  — Il  sera  quelquefois  plus  commode  de  chercher 
lim  -  et  d'en  prendre  l'inverse. 

y 

II.  Une  courbe  algébrique  peut  avoir  plusieurs  branches  qui 
passent  à  l'origine;  on  obtient  toutes  les  tangentes  en  ce  point 
en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du  degré  le  moins 
élevé,  et  en  prenant  pour  inconnue  le  rapport  dey  hx.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  cet  ensemble  de  termes  soit  du  degré 
n;  si  l'on  pose  y  =  ax^  toute  l'équation  deviendra  divisible  par 
x'^;  et  si,  après  cette  division,  on  iaitx  =  0,  tous  les  termes  dis- 
paraîtront, à  l'exception  de  ceux  qui  étaient  du  degré  n,  lesquels 
donneront  pour  déterminer  a  une  équation  du  degré  n.  Il  y 
aura  autant  de  tangentes  réelles  à  l'origine  que  celte  équation 
aura  de  racines  réelles. 

Soit,  par  exemple,  réquation 

y^x  —  'iyx''  +  î/^  —  x-y"  —  'iyx^  =  0. 

En  faisant  y=iaxei  divisant  par  x'\  il  restera 

a^x-  —  2a.x'  +  a^  —  a^  —  2a  =r  0  , 

et,  en  faisant  a;  =:0, 

a3_a2  — 2a  =  0, 
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équalion  qui  a  pour  racines 

a=0,    a—-. —  1     et    a  =  2. 

Il  y  a  donc  trois  tangentes  à  l'origine,  dont  les  équations  sont 

î/  =  0,     y  =  —  X    et    y^^'ix. 

150.  Les  problèmes  analogues  relatifs  aux  normales  se 
traitent  comme  les  problèmes  relatifs  aux  tangentes  ;  mais  iis 
donnent  lieu,  en  général,  à  des  calculs  plus  compliqués.  Nous 
ne  nous  y  arrêterons  pas. 


§2.    —    CONVEXITÉ   ET    COINCWITÉ    DES    COURBES.    ORDONNÉES    MAXIMUMS 

ET    MINIMUMS. 

151.  Variation  de  l'ordonnée. —  On  démontre  en  Algè- 
bre qu'une  fonction  de  x  est  croissante  ou  décroissante,  à  par- 
tir d'une  valeur  x=a,  suivant  que,  pour  cette  valeur,  sa  dérivée 
première  est  positive  ou  négative.  Si  donc  une  courbe  est  repré- 
sentée par  l'équation  y=zf(x),  l'ordonnée  y  sera  croissante  ou 
décroissante,  à  partir  d'une  valeur  a;  =  «,  suivant  que  f'{a)  sera 
positif  ou  négatif,  c'est-à-dire  suivant  que  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangenle,  au  point  dont  l'abscisse  est  a,  sera  positif 
ou  négatif.  Nous  examinerons  plus  bas  le  cas  où  f'(a)  serait 
nul  ou  infini. 

153.  Convexité  et  concavité.  —  Un  arc  de  cercle  est  con- 
cave du  côté  de  sa  corde  et  convexe  du  côté  où  les  tangentes  à 
ses  exlrémités  se  rencontrent.  On  en  peut  dire  autant  d'un  arc 
de  courbe  quelconque,  s'il  est  suffisamment  petit  pour  que,  dans 
son  étendue,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  ne  change 
pas  de  signe.  Or,  on  sait  que  cela  est  toujours  possible,  et 
qu'étant  donnée  une  fonction  continue  f(x),  on  peut  toujours 
faire  croître  x  d'une  quantité  assez  petite  pour  que  f  (x)  con- 
serve son  signe. 

Cela  posé,  considérons  sur  une  courbe,  dont  l'équation  est 
y=zf{x),  deux  poinls  très-voisins  M  et  M'  et  supposons  que  la 
tangente  en  M  ne  soit  pas  parallèle  à  l'un  des  axes.  Il  ne  pourra 
se  présenter  que  quatre  cas.  Si,  comme  dans  la  figure  55,  les 
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tanf^entes  en  Met  en  M'  se  coupent  au-dessous  de  l'arc,  celui-ci 
tourne  sa  convexité  vers  les  y  négatifs.  En  même  temps,  le 
coefficient  angulaire  de  la  tangente  IT'  est  plus  grand  que  celui 
de  IT;  ce  coefficient  angulaire  est  donc  croissant,  c'est-à-dire 


Fig.  55. 


Fig.56. 


que  f  (x)  est  une  quantité  croissante;  donc  sa  dérivée  f"  (x)  est 
positive. 

Si,  comme  dans  la  figure  56,  les  deux  tangentes  se  coupent 
au-dessus  de  l'arc  MM',  cet  arc  tourne  sa  convexité  vers  les  y 
positifs.  En  même  temps,  le  coefficient  angulaire  de  IT'est  plus 
petit  que  celui  de  IT,  c'est-à-dire  que  f'(x)  est  décroissant  ;  donc 
sa  dérivée  f"  (x)  est  négative. 

Dans  ces  deux  exemples,  l'ordonnée  était  croissante.  Exami- 
nons de  même  les  cas  où  elle  est  décroissante. 

Si,  comme  dans  la  figure  57,  les  deux  tangentes  se  coupent 
au-dessous  de  l'arc,  cet  arc  tourne  sa  convexité  vers  les  y  néga- 


Fig.  57. 


Fig.  58. 


tifs.  En  même  temps,  le  coefficient  angulaire  de  IT'est  moindre 
que  celui  de  IT  en  valeur  absolue;  et,  comme  ils  sont  négatifs 
tous  deux,  ce  coefficient  angulaire  croit  algébriquement;  donc 
f"  (x)  est  positif. 

Enfin  si,  comme  dans  la  figure  58,  les  deux  tangentes  se 
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coupent  au-dessus  de  l'arc,  celui-ci  tourne  sa  convexité  vers 
les  y  positifs.  En  môme  temps,  le  coeflicient  angulaire  de  IT' 
est  plus  grand  que  celui  de  IT  en  valeur  absolue  ;  et,  comme  ils 
sont  tous  deux  négatifs,  ce  coefficient  angulaire  décroît  algé- 
briquement ;  donc  f"  (x)  est  négatif. 

Ainsi,  lorsque  la  tangente  au  point  considéré  M  n'est  pas 
parallèle  à  l'un  des  axes,  c'est-à-dire  lorsque  le  coefiicient  angu- 
laire de  la  tangente  en  ce  point  n'est  ni  nul  ni  infini,  la  courbe, 
à  partir  de  ce  point,  tourne  sa  convexité  vers  les  y  négatifs  ou  vers 
les  y  positifs,  suivant  que  la  dérivée  seconde  de  V ordonnée,  consi- 
dérée comme  une  fonction  de  V  abscisse,  est  positive  ou  négative  pour 
r abscisse  du  point  M. 

Remarque.  —  Dans  les  figures  55,  56,  57  et  58,  le  point  M  est 

placé  dans  le  premier  angle  des  axes  ;  on  arriverait  aux  mêmes 

conclusions  s'il  était  placé  dans  l'un  des  trois  ai:|^res  angles  ; 

car  les  raisonnements  sont  indépendants  de  la  position  de  ce 

.  point. 

153.  Maximum  et  minimum  de  l'ordonnée.  —  Considé- 
rons maintenant  le  cas  où  la  tangente  en  M  est  parallèle  à  l'axe 
des  X  et  où  l'on  a,  pour  ce  point,  f  (a;)  =  0.  On  reconnaît,  par 
les  mêmes  raisonnements  que  la  règle  énoncée  ci-dessus  pour 
déterminer  le  sens  de  la  convexité  subsiste  encore.  Mais  il  S6 
présente  alors  une  autre  circonslance. 

Si,  comme  dans  la  figure  59,  les  points  M'  et  M",  très-voisins 
du  point  M,  sont  tous  deux  au-dessous  de  la  tangente  MT,  l'or- 


Fisr.  59. 


Fis.  60. 


donnée  du  point  M  est  plus  grande  que  les  ordonnées  des  points 
qui  précèdent  ou  qui  suivent  immédiatement  le  point  M;  on  dit 
alors  que  cette  ordonnée  est  un  maximum.  En  même  temps,  la 
convexité  de  la  courbe  étant  tournée  vers  les  y  positifs,  f"(x) 
est  négatif. 

Si,  comme  dans  la  figure  60,  les  deux  points  M'  et  M"  sont 
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tous  deux  au-dessus  de  la  tangente  MT,  l'ordonnée  du  point  M 
est  plus  petite  que  les  ordonnées  des  points  qui  précèdent  ou 
qui  suivent  immédiatement  le  point  M;  on  dit  alors  que  cette 
ordonnée  est  un  minimum.  En  môme  temps,  la  convexité  de  la 
courbe  étant  tournée  vers  les  y  négatifs,  f"  (x)  est  positif. 

Ainsi  le  maximum  et  le  minimum  ont  pour  caractère  commun 
f  [x):=0^  c'est-à-dire  qu'au  point  considéré  la  tangente  est  pa- 
rallèle à  l'axe  des  x  ;  mais  ils  se  distinguent  l'un  de  l'autre  en 
ce  que,  dans  le  cas  du  maximum,  f"  (x)  est  négatif,  tandis  que, 
dans  le  cas  du  minimum,  f"(x)  est  positif. 

Il  pourrait  arriver  que  les  deux  points  M'  et  M",  très-voisins 
de  M,  l'un  à  droite,  l'autre  à  gauche,  fussent  situés  de  part  et 
d'autre  de  la  tangente  MT,  comme  le  montre  la  figure  61 .  Dans 
ce  cas,  l'ordonnée  du  point  M  n'est  ni  un  maximum  ni  un  mi- 
nimum; le  sens  delà  convexité  de  la  courbe  change  à  partir  du 
point  M  ;  f"  (x)  change  de  signe  en  passant  par  zéro  ou  par  l'in- 
fini. On  a  donc  alors,  au  point  M,  f(x}=:0,  avec  f"(x)  nul  ou 
infini.  Lorsque  au  point  considéré  la  courbe  passe  ainsi  d'un 
côté  à  l'autre  de  sa  tangente,  on  dit  que  le  point  M  est  un  point 


Fis.  61. 


Fig.  62. 


dHnflexion.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujet  en  traitant 
des  points  singuliers. 


154.  Il  reste  à  examiner  le  cas  où  la  tangente  en  M  serait 
parallèle  à  l'axe  des  ?/,  et  où  l'on  aurait  f  (j:)  =  oo  .  On  reconnaît 
que  la  règle  relative  au  sens  de  la  convexité  subsiste  encore. 

Si,  comme  dans  la  figure  62,  les  arcs  AM  et  MB  qui  précèdent 
et  suivent  le  point  M  tournent  leur  convexité  vers  les^  négatifs, 
l'ordonnée  du  point  M  est  un  maximum.  En  môme  temps,  f  (x) 
passe  du  positif  au  négatif. 

Si,  comme  dans  la  figure  63)  les  arcs  AM  et  MB  tournent  leur 
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convexité  vers  les  ij  positifs,  l'ordonnée  du  point  M  est  un  mini- 
mum. En  même  temps,  f  (x)  passe  du  négatif  au  positif. 
Il  pourrait  arriver  enfin  que  les  arcs  AM  et  MB  (fig.  64)touriias- 


0  X 

Fig.  65. 
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Fiff.  64. 


sent  leur  convexité  dans  des  sens  différents;  il  y  aurait  alors  une 
inflexion  au  point  M  ;  et  f"(x)  changerait  de  signe  en  passant  par 
zéro  ou  par  l'infini.  Mais  f  (x)  conserverait  son  signe  sur  les 
deux  arcs. 


155.  Les  circonstances  que  nous  venons  d'énuinérer  embras- 
sent tous  les  cas  qui  peuvent  se  présenter;  et  comme  les  carac- 
tères analytiques  qu'elles  présentent  sont  distincts,  les  réci- 
proques se  trouvent  par  là  même  démontrées.  On  peut  donc 
former  le  tableau  mnémonique  suivant  : 

f  (x)  =  0  ;  f"  (x)  <  0,  maximum. 

f  (x)=  0  ;  f"  (j;)  >  0,  minimum. 

f  (x)  =  0  ;  f"  (a;)  ==:  0  ou  oo  ,  inflexion. 

f  (a;)  =:  oo  ,  passant  du  positif  au  négatif  maximum. 

/■'  (ic)  iiz::  00  ,  du  négatif  au  positif  minimum . 

f  (a;)  ^  00  ,  conservant  son  signe  inflexion. 

156.  Pour  éclaircir  ces  règles,  nous  les  appliquerons  à  l'exemple  sui- 
vant : 


On  en  déduit  d'abord 


y=-X-^—X. 


7j' z=x- — 1     eL     y"  =  '2x. 


Dex:=—  oo  hx=zO,  y"  est  négatif.  Dans  cette  partie  de  la  courbe,  la  con- 
vexité est  donc  tournée  vers  les  y  positifs,  he  x—-0  h  x=-{-oo  ,y"  est  positif, 
la  courbe  tourne  donc  alors  sa  convexité  vers  les  tj  négatifs.  Pour  x  =  0  on  a 
y"=zzO;  l'origine  est  un  point  d'inflexion.  La  première  dérivée  s'annule  pour 
x=—\  et  pour  X =+ 1  ;  la  première  de  ces  valeurs  donne  î/"=—  2,  quan- 
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tité  négative;  l'ordonnée  correspondante  est  donc  un  maximum;  la  seconde 
donne/ =  4- 2,  quantité  positive;  l'ordonnée  correspondante  est  donc  un 


Fis.  65. 


minimum.  Ces  circonstances  répondent  à  la  forme  indiquée  par  la  figure  65. 


g    5.    —    DES    ASYMPTOTES  RECTILIGNES. 

157.  Définition.  —  Une  droite  est  dite  asymptote  d'une 
courbe,  lorsque  celle-ci  a  une  branche  infinie  qui  s'approche 
indéfiniment  de  la  droite,  c'est-à-dire  que  la  distance  d'un  point 
de  la  courbe  à  la  droite  s'approche  indéfiniment  de  zéro 
quand  on  s'avance  de  plus  en  plus  sur  la  branche  infinie  con- 
sidérée. 

158.  Asymptotes  parallèles  à  Taxe  des  y.—  Cherchons  d'à 
bord  les  asymptotes  parallèles  à 
l'axe  desi/.  Soit  BC  (fig.  66)  une 
branche  de  courbe  qui  a  pour 
asymptote  une  droite  AL  parallèle 
à  l'axe  des  y.  Soient  i\l  un  point 
quelconque  •  de  la  branche  de 
courbe  considérée,  et  MPla  per- 
pendiculaire abaissée  de  ce  point 
sur  l'asymptote;  menons  en 
outre  MQ  parallèle  à  l'axe  des  x. 
En  désignant  par  6  l'angle  des 
axes,  nous  aurons  MP=:MQsin  ô;  ou,  en  nommant  x  l'abscisse 
dn  point  M,  et  d  celle  du  point  Q, 

M  =  (x— cl)  s'm^. 

D'après  la  définition  de  l'asymptote,  cette  distance  doit  tendre 


Fig.  C6. 
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vers  zéro  à  mesure  que  le  point  M  s'élève  sur  la  courbe.  On  doit 
donc  avoir  a;  —  d  pour  î/=oo  ,  caractère  qui  permet  de  trouver 
l'asymptote  connaissant  l'équation  delà  courbe,  qu'elle  soit  al- 
gébrique ou  transcendante. 

Si  l'équation  est  algébrique,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

iff(x)  +  f%(x)  ^f-%{x)  -H  ....  H-  U{x)  -  0,       [1] 

les  expressions  f(x),l[{x),  f^{x)....,f„(x)  représentant  des  fonc- 
tions algébriques  et  entières  de  x. 
En  divisant  pari/'*  on  obtient 

f(^)H-Jf.W+,jJ.W  +  ....+,^/«(^)-0.  [9] 

Or,  si  l'on  fait  a;==:  (i  et  y  =  oo  ,  les  quantités  /^ (d) ,  fa (rf) . . . ,  fn(d) 
restant  finies,  tous  les  termes  à  partir  du  second  disparaissent, 
et  il  reste  simplement 

f(d)  =  0.  .         _  [3] 

Soient  c?p  c^,  (/.,  etc.,  les  racines  réelles  de  cette  équation;  la 
courbe  aura  pour  asymptotes  les  parallèles  à  l'axe  des  y  ayant 
pour  équation 

x  =  d^,    x=d^,     x:=d^,     etc., 

pourvu  toutefois  qu'à  ces  valeurs  de  a;  correspondent  des  valeurs 
de  y  réelles,  quoique  infinies,  c'est-à-dire  pourvu  que?/ soit  réel 
pour  des  valeurs  de  x  peu  différentes,  soit  en  dessus,  soit  en 
dessous,  de  f/^,  d^,  c/_,  etc. 

Exemple.  x-y-  -  xy^  —  2y-  —  x  —  2  =  0. 

On  a  ici 

f[d)  =  d'—d—2  =  0,    d'où    di  =  ^    et    ^2=  — 1. 

On  tire  de  l'équation  de  la  courbe 


y  = 


y  [x-h'\){x-'-2) 


Ces  valeurs  sont  réelles  pour  a;=2  -f-  e  et  pour  x=z — 1  —  e,  £  désignant  une 
quantité  positive  aussi  petite  que  Ton  voudra  ;  la  courbe  a  donc  pour  asymp- 
totes les  parallèles  à  Taxe  des  y  ayant  pour  équations 

«  =  2    et    a;  =  ^l; 
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en  coordonnées  rectangulaires,  elle  a  la  forme  indiquée  par  la  figure  07. 
Soit,  au  contraire,  Téqualion 

Y 

On  a  dans  ce  cas 


f{d)=:d'=:0,      d'où      d=:0; 

mais  on  tire  de  l'équation  de  la 
courbe 


— H  y/^ 


et  si  Ton  fait  x=z±:z,  s  étant 
toujours  une  quantité  très-pe- 
tite, on  obtient  pour  y  des  va- 
leurs imaginaires.  La  droite  qui  a  pour  équation  x 
des  y  lui-même,  n'est  donc 
point     une     asymptote     de    la  y 

courbe.  En  coordonnées  rectan- 
gulaires, cette  courbe  a  la  forme 
indiquée  par  la  figure  OS. 

ISO.  Remarques.  I.  —  Si 
f(x)    se    réduisait    à    une  ^ 

constante,  il  n'y  aurait  au- 
cune asymptote  parallèle 
à  l'axe  des  y. 


Fis.  67. 


0,  c'est-à-dire  l'axe 


Fis    G8. 


II.  Pour  se  rendre  compte  de  la  position  de  la  courbe  par  rapport  aux 
asymptotes  parallèles  à  l'axe  des  y,  on  emploie  les  considérations  suivantes. 
On  peut  admettre  d'abord  que  lorsque  les  coefficients  d'une  équation  varient 
d'une  manière  continue,  ses  racines  varient  aussi  d'une  manière  continue;  ce 
théorème  pourrait  se  démontrer  à  l'aide  de  la  série  de  Taylor.  On  peut  en 

1 
conclure  que,  puisque  pour  a;  =  d  l'équation  [2]  admet  pour  -  la  valeur  zéro, 

si  l'on  donne  à  x  une  valeur  peu  différente  de  d  et  qu'on  le  fasse  tendre 

1 
vers  d,  l'équation  [2]  en  -  aura  une  racine  peu  différente  de  zéro,  et  tendant 

vers  zéro. 

Cela  posé,  soit  d  une  racine  simple  de  l'équation  [3],  et  admettons  en  pre- 
mier lieu  que  f^{d)  soit  différent  de  zéro;  l'équation  [2]  n'aura  qu'une  racine 
nulle,  qui  sera  évidemment  la  limite  d'une  racine  réelle;  car  si  elle  provenait 
d'une  racine  imaginaire,  celle-ci  aurait  sa  conjuguée  qui  tendrait  en  même 
temps  vers  zéro,  et  l'équation  [2]  admettrait  deux  racines  nulle?,  ce  qui  est 
contraire  à  l'hypothèse.  La  droite  x  =  d  sera  donc  asymptote  à  une  branche 
réelle.  Supposons  qu'on  fasse  varier  xde  d  ~h  à  d  -+-  /t,  h  élant  une  quantité 
assez  petite  pour  que,  entre  ces  deux  limites,  /*  (x)  =  0  n'ait  qu'une  racine  d 
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comprise,  et  qu'en  même  temps  /",  [x)  ne  change  pas  de  signe,  ce  qui  sera 
toujours  possible  puisque,  par  supposition,  ^  {x)  ne  s'annule  pas  \)onrx  =  d. 
Quand  x  passera  par  la  valeur  d,  f[x)  passera  pnr  zéro  et  changera  de  signe, 
tandis  que  /"i  [x)  n'en  changera  pas.  Or,  d'après  un  théorème  connu  d'Algèbre, 

on  peut  toujours  prendre  y  assez  grand,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  -  assez 

y 

petit,  pour  que  Tensemble  des  deux  premiers  termes  de  l'équation  [2]  soit  de 


Fig.  69. 


Fig.  70. 


même  signe  que  son  premier  membre  tout  entier.  Mais,  en  réduisant  le  pre- 
mier membre  à  ces  deux  termes,  on  en  tire 


et  puisque  f{x)  change  de  signe  et  que  f^[x)  n'en  change  pas,  quand  x  passe 

1 
par  la  valeur  d,  -  changera  également  de  signe  en  passant  par  zéro,  ce  qui 

revient  à  dire  que  ij  changera  de  signe  en  passant  par  l'infini.  La  droite  a;  r=rf 
sera  donc  asymptote  à  deux  branches  infinies,  situées  de  part  et  d'autre  de 
l'axe  des  x,  à  gauche  et  à  droite  de  l'asymptote,  comme  on  le  voit  sur  les 
ligures  69  et  70. 
Admettons  en  second  lieu  que  fi{d)  soit  nul,  mais  que  f^[d)  soit  différent 

1 
de  zéro.  L'équation  [2]  donnera  pour  -  deux  valeurs  nulles,  qui  peuvent  pro- 
venir de  deux  racines  imaginaires  ou  de  deux  racines  réelles.  Si  elles  provien- 
nent de  deux  racines  imaginaires,  c'est-à-dire  si,  pour  a;  peu  différent  de  rf, 
l'équation  [2]  a  deux  racines  imaginaires,  les  branches  correspondantes  à 
l'asymptote  obtenue  seraient  elles-mêmes  imaginaires.  Si  les  deux  racines  nul- 
les de  [2]  proviennent  de  deux  racines  réelles,  c'est-à-dire  si,  pour  x  peu  dif- 
férent de  d,  l'équation  [2j  a  deux  racines  réelles  tendant  vers  zéro,  les  bran- 
ches correspondanles  à  l'asymptote  obtenue  seront  elles-mêmes  réelles.  Mais 
elles  seront  toutes  deux  à  gauche  ou  toutes  deux  à  droite  de  l'asymptote.  En 
effet,  quand  x  variera  de  d  —  /i  à  d-\-h,  h  étant  suffisamment  petit,  f{x) 
changera  désigne,  et  f^[x)  n'en  changera  pas.  Or,  le  premier  membre  de  [2] 
est  de  même  signe  que  l'ensemble  de  ses  trois  premiers  termes,  ou  même  que 

1 
l'ensemble  des  termes  f[x)  -h  -j/'ala;),  puisque  fi[x)  s'annule  pour  xz=d. 
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Si  Ton  réduit  le  premier  membre  à  ces  deux  termes,  on  en  tire 

1 
et  l'on  voit  que  si  -  est  réel  pour  x  =  d  —  h,  il  deviendra  imaginaire  pour 

x=^d-{-h,  ou  vice  versa.  Les  deux  branches  réelles  correspondant  à  l'asymp- 
tote sont  donc  situées  toutes  deux  d'un  même  côté  de  celte  asymptote,  comme 
cela  a  lieu  dans  la  cissoïde,  par  exemple. 

Si  l'on  a/i  {d):^0,  f^[d)  =0,  mais/'-(d)  ^0;  Téqualion  [2]  a  trois  racines 
nulles.  L'une  d'elles  étant  nécessairement  réelle,  la  droite  x=:.d  est  asymp- 
tote à  deux  branches  réelles,  situées  comme  dans  les  ligures  71  et  72.  Si  les 
deux  autres  racines  qui  ont  pour  limite  zéro  sont  réelles,  la  courbe  a  en  outre 
deux  autres  branches  infinies,  ayant  pour  asymptote  a;  =:  rf,  et  situées  d'un 
même  côté  de  cette  asymptote. 


Fig.  71. 

in.  Supposons  maintenant  que  dsoM  une  racine  multiple  de  l'équation  f{x). 
Si  Tordre  de  multiplicité  est  impair,  les  résultats  sont  les  mêmes  que  ci- 
dessus.  Mais  si  Tordre  de  multiplicité  est  pair,  ils  sont  un  peu  diflérents. 
Admettons  d'abord  que  f^[d)  soit  différent  de  zéro.  Quand  x  variera  ded  —  h 
h  d-hh,  f{x)  et  /",  [x]  conserveront  leur  signe  ;  il  en  sera  donc  de  même  de  y. 

La  droite  x=zd  sera  donc  asymptote  à  deux  branches  situées  d'un  même 
côté  de  Taxe  des  x,  mais  à  gauche  et  à  droite  de  l'asymptote,  comme  Tindi- 
quent  les  figures  71  et  72. 

Admettons  enfin  qu'on  ait  à  la  fois  f{d)=zO,  et  /"j  {d)  =  0,  mais  que  /^{d) 
soit  difïérent  de  zéro,  f{x)  et  f.,{x]  conservent  leurs  signes  quand  x  varie  de 
d  —  h  à  d-{-h.  Si  ces  signes  sont  les  mêmes,  on  trouve  pour  ij  deux  valeurs 
imaginaires,  et  il  n'y  a  pas  de  branches  réelles  correspondant  à  la  droite  x=zd  ; 
mais  si  ces  signes  sont  différents,  on  trouve  pour  y  deux  valeurs  réelles,  éga- 
les et  de  signes  contraires  ;  la  droite  x=:d  est  donc  asymptote  à  quatre  bran- 
ches infinies,  situées  de  part  et  d'autre  de  Taxe  des  x,  à  gauche  et  à  droite 
de  cette  asymptote. 

Exemples.  1.  Soit  proposée  la  courbe 

{x-^^)y'^  —  {x'  —  ^)y'--hx^y  —  \=0, 
on  a  ici 

f[x,  =  x-^2;     f,{x)  =  x^~A',     U[x)^x\ 
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Pour  xz=2,  on  a 

/•(2)^0,    A(2)  =  0,    A(2)  =  8, 
par  suite, 


ir     V       X- 


quantité  réelle  pour  x  <  2,  et  imaginaire  pour  a;  >  2  ;  on  est  donc  dans  le  cas 
analogue  à  la  cissoide. 
II.  Soit  l'équation 

on  a  ici/",(.r)  ^.-r^— 1 ,  qui  ne  s'annule  pas  pour  x='2,  Texpression  -  =  ^^— 1 

est  négative  pour  .t  <  2  et  positive  pour  a;  >  2  ;  on  est  donc  dans  le  cas  de  la 
figure  70. 

160.   Asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y.  —  Soit 
(fig.  75  ou  74)  EF  une  branche  de  courbe  ayant  pour  asymp- 


V 

l 

P. 

/- 

Q 

A 

(» 

V 

\ 

tote  la  droite  AL,  qui  fait  un  angle  a  avec  l'axe  des  x.  Soit  M 
un  point  quelconque  de  la  courbe;  abaiosons  MG  perpendicu- 
laire sur  Fasymptole;  menons  l'ordonnée  MP  (jui  rencontre 
l'asymptote  en  D  ;  nous  aurons  dans  le  triangle  MCD, 

CM  =  DM  sin  CDM = DM  sin  (0  —  a) , 

6  étant  l'angle  des  axes. 

Or,  d'après  la  définition  de  l'asymptote,  CM  devant  tenrfre 
vers  zéro  à  mesure  que  le  point  M  s'avance  sur  la  branche  EF, 
il  en  doit  être  de  môme  de  DM,  qui  lui  est  proportionnel. 

Cela  posé,  joignons  OM;  menons  OH  parallèle  à  AL,  et  qui  ren- 
contre MP  au  point  Q.  Enfin,  soit  yi=:ax-hb  l'équation  de 
l'asymptote. 

A  mesure  que  le  point  M  s'avance  sur  la  branche  EF  et  se  rap* 


DES  ASYMPTOTES  RECTILIGNES.  143 

proche  de  plus  en  plus  de  l'asymptote,  la  droite  OM,  quelles 
que  soient  d'ailleurs  les  variations  primitives  de  sa  direction, 
tend  à  prendre  celle  d'une  droite  qui  rencontre  AL  à  l'infini, 
c'est-à-dire  que  OM  tend  à  devenir  parallèle  à  AL  et  à  se  con- 
fondre par  conséquent  avec  OH.  Mais  le  coefficient  angulaire  de 
OU  est  a;  et  si  l'on  nomme  c  celui  de  OM,  on  a  MP=c.OP,  ou 
y=cx.  Par  conséquent,  lorsque  a;  tend  vers  l'infini,  on  a 

«=lim.c.=lim.-, 

X 

c'est-à-dire  que  le  coefficient  angulaire  de  l'asymptote  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  le  rapport  de  Vordonnée  de  la  courbe  à  son 
abscisse^  quand  cette  dernière  tend  vers  V'mfini. 

161.  A  mesure  que  le  point  M  s'avance  sur  la  branche 
EF,  la  distance  MD  tendant  vers  zéro,  MQ  tend  de  plus  en  plus 
vers  DQ  ou  vers  son  égal  OB,  qui  est  l'ordonnée  à  forigine  de 
fasymptote,  c'est-à-dire^.  Or  on  aMQ=MP  — PQ;  d'ailleurs, 
MP=y,  et  PQ=:a.OP=a^.  Donc,  lorsque  x  tend  vers  l'infini, 
on  trouve 

&=lim.(î/  —  ax)^ 

c'est-à-dire  que  Vordonnée  à  lorigine  de  l'asymptote  est  la  limite 
vers  laquelle  tend  l'expression  y  ~ax  à  mesure  que  x  tend  vers  lin- 
fmi^  le  coeflicient  a  étant  supposé  déterminé  comme  il  a  été  dit 
ci-dessus. 

163.  Il  résulte  donc  de  ce  qui  précède  que  la  recherche  des 
asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y  d'une  courbe  algébrique 
ou  transcendante  revient  à  la  détermination  des  limites  des 

fonctions  -  et  î/  —  ax,  déduites  de  l'équation  de  la  courbe,  pour 

x  =  -hoo  ou  a;  =  —  00  .  En  général,  pour  cette  valeur  de  x,  ces 

fonctions  se  présenteront  sous  la  forme  —  ou  oo  —  oo  ,  et  leurs 

limites  s'obtiendront  soit  pgr  la  règle  connue,  soit  par  quelque 
artifice  de  calcul. 

Dans  le  cas  de  courbes  algébriques  dont  les  équations  sont 
entières,  on  emploie  la  méthode  générale  suivante. 

Écrivons  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

¥^{x,y)-h-Ym-,(x,y)-{-^m-,(^,y).^.,-heic.=0. 
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F„  désignant  l'ensemble  des  termes  du  degré  m,  F^.^  l'ensemble 
des  termes  du  degré  m  — 1,  et  ainsi  de  suite. 

Remplaçons  y  par  son  égal  ex  ;  tous  les  termes  de  F,^  contien- 
dront le  facteur  a;"';  tous  ceux  de  F,„.i  contiendront  le  facteur 
ic'""^;  et  ainsi  de  suite.  En  sorte  qu'en  divisant  par  ic*",  on  aura 

F.(1,c)-f-^F.,(l,c)+ilv.(l,c)..,  +  etc.:-0. 

iL  OU 

Faisons  x  infini  ;  le  rapport  c  deviendra  égal  à  sa  limite  a  ;  et 
toutes  les  fonctions  F  demeurant  finies,  tous  les  termes  à  partir 
du  second  disparaîtront  ;  il  restera  donc 

K(i,a)=0,  [1] 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  a. 

On  voit  que  pour  former  l'équation  qui  donnele  coefficient  angu- 
laire de  r asymptote,  il  faut  prendre  l'ensemble  des  termes  du  degré 
le  plus  élevé  dans  Véquation  de  la  courbe,  y  remplacer  x  par  1  et 
y  par  a,  et  égaler  le  résultat  à  zéro. 

163.  Représentons  maintenant  par  (3  la  valeur  variable 
dey  —  ax;  et  posons?/  —  ax=^^,  d'où  î/=:«x-f-|B.  Mettons  pour 
y  cette  valeur  dans  l'équation  de  la  courbe,  et  développons 
d'après  les  règles  connues  ;  il  viendra 


=  0, 


toutes  les  dérivées  étant  prises  par  rapport  à  y,  avant  d'y  rem- 
placer y  par  ax. 

Mais  tous  les  ternies  de F,„  contiennent  le  facteur  x^  ;  tous  ceux 
de  F^  et  tous  ceux  de  F„,.i  contiennent  le  facteur  x""'^  ;  tous  ceux 
de  FJ,,  de  F'„,.i  et  de  F,„.2  contiennent  le  facteur  o;'"'^,  et  ainsi  de 
suite. 

En  mettant  ces  divers  facteurs  en  évidence,  on  peut  donc 
écrire 


F, 

.(a; 

a«)  +  F„ 

(X 

ax) 

(i  + 

IK 

(X, 

ax) 

(i^  +  elc. 

+  F„. 

i(x, 

ax) 

+ 

F« 

(X, 

ax} 

p  +clc. 

+ 

Iv. 

{x, 

ax) 

+  elc. 

F,„(l,«).a:'»  +  F„:(1,a)p 
H-F,„.i(l,a) 


|F;(i,a)g^ 

•FV..i(l,fl)p. 


x'"-'-hetc.==0. 


I 
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Or  1^V<(U«)  est  nul,  d'après  Téquation  qui  a  servi  à  déter- 
miner a;  supprimant  donc  ce. terme  et  divisant  par  x^'\  on 
pourra  écrire 

^    P,(1 ,«.)?+  Iv,(l ,  ^/)  +  i  [4  F/(l ,  a)  g'^ -h  F„,i(i , «)  i3  4-  F..,(l ,  a)] 

(ous  les  termes  omis  ayant  en  dénominateur  des  puissances 
de  X. 

Si  l'on  fait  a;=:3o  ,  éprendra  sa  valeur  limite  b;  tous  les 
termes  ayant  x  en  dénominateur  disparaîtront,  et  il  restera 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  b  correspondante  à  la  valeur  de  a  que 
l'on  aura  choisie. 

On  voit  que,  pour  former  l équation  qui  donne  V ordonnée  à  l'ori- 
gine de  l'asymptote^  il  faut  prendre  la  dérivée  par  rapport  à  a  du 
premier  membre  de  l' équation  qui  a  servi  à  déterminer  ce  coefficient 
angulaire;  multiplier  cette  dérivée  par  h]  ajouter  au  produit  T  en- 
semble des  termes  du  degré  m  —  i  dans  lesquels  on  a  remplacé  x 
par  1  et  y  par  a  ;  puis  égaler  le  tout  à  zéro. 

164.  Prenons  pour  exemple  Téquation 

y^  -h  xy~  —  ^x^y  —  xy  —  a^  -f  1  =  0. 
L'équation  [1]  devient 

a^4-a-  — 2a  =  0, 
d'où 

a  =  0,  a=:\  et  a  =  —  2. 

L'équation  [2]  devient 

a  +  1 


(3a-^  +  2a  — 2)t— a  — 1  — 0,   d'où   h: 


3a-  +  2a  —  2 
Pour 

a  =  0    on  trouve    h=:  —  ^, 
a  =  \  b  =  -r'^, 

a  =  -2  b=:-l, 

ce  qui  donne  les  trois  asymptotes  représentées  par  les  équations 

y  =  —  h  !/  =  ^  +  '   et   î/  =  — 2.'r  — |. 

165.  Si  a  était  une  racine  double  de  l'équation  [i],  elle 
annulerait  F'^(l ,  a)  ;  la  valeur  correspondante  de  b  donnée  par 
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l'équation  [2]    serait  donc  infinie,  et  l'asymptote  n'existerait 
pas. 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

y^  —  îxy-  +  x-y  —  2.x?/  —  a;*  +  3  =  0. 

L'équation  [1]  devient  a'^  —  2cû  -\-  a  =  0,  d'où  a==0  et  a=l;  la  seconde 
racine  est  une  racine  double. 
L'équation  [2]  devient 

(3a^  — 4a  +  l)&  — 2a— 1  =  0,   d'où    &  =  ^-?^^±i— -. 

Pour 

rt  =  0    on  trouve    &  =  1 , 

a  =  \  b-.=  oc. 

H  n'y  a  donc  qu'une  asymptote  dont  l'équation  est  y:=^\. 

166.  Si  la  valeur  de  a  qui  annule  F,„(l,a)  et  F'„i(l,  a)  an- 
nulait aussi  Fm_i(l,o),  l'équation  [2]  ne  donnerait  rien.  Mais, 
dans  ce  cas,  on  pourrait,  en  supprimant  les  termes  qui  s'annu- 
lent ainsi  d'eux-mêmes,  diviser  seulement  par  x^^~^  au  lieu  de 
ûs^~^  ;  et  en  faisant  ensuite  x=^oo  ,  il  resterait  pour  déterminer  b 
l'équation  du  second  degré 

|F;(l,a)&^  +  F,_,(l,a)/.-l-Iv_,(l,a)=:0. 

A  une  môme  valeur  de  a  correspondraient  donc  deuxvaleurs 
de  b;  si  elles  étaient  réelles  et  finies,  il  en  résulterait  que  la 
courbe  aurait  deux  asymptotes  parallèles  à  une  même  direc- 
tion. 

Si  les  termes  de  cette  équation  du  second  degré  en  b  dispa- 
raissaient d'eux-mêmes,  il  faudrait  passer  aux  suivants,  et  b 
serait  donné  par  une  équation  du  troisième  degré  ;  et  ainsi  de 
suite.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  donner  des  exemples  de  ces 
cas  tout  à  fait  exceptionnels. 

167.  Lorsque  l'on  a  trouvé  pour  a  uno  valeur  réelle,  et 
que  la  valeur  correspondante  de  b  est  réelle  et  finie,  il  ne  faut 
pas  en  conclure  d'une  manière  absolue  que  l'équation  î/=«^-f-& 
représente  une  asymptote  de  la  courbe;  car  cette  droite  peut 
faire  partie  du  lieu.  On  s'en  assure  en  divisant  le  premier 
membre  de  Féquation  de  la  courbe  par  y  —  ax  —  b. 

Soit,  par  exemple,  l'équation 

y'^  —  xy'^  —  ^xy  +  '2x'^  =  0  ; 
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on  trouve 

a^  —  a^=0,    d'où   a=0    et    a=:\; 
puis 

2a  — 2 


(5a2  — 2a)ft  — 2«-h2=0,   d'où  b. 


3a^  —  2a 
Pour 

a=0    on  a    &=:<x), 

a=\  b=0. 

On  n'a  donc  à  considérer  qu'une  équation,  y=^x.  Or,  si  Ton  divise  le  pre- 
mier membre  de  l'éqiialion  proposée  par  y — x,  on  trouve  pour  quotient  exact 
y*  —  '2x.  Le  lieu  se  compose  donc  de  la  courbe  qui  a  pour  équation  y'^ — 2x=:0, 
et  de  la  droite  y=^x. 

La  méthode  qui  donne  les  asymptotes  rectilignes  devait  donner  cette  droite, 
puisqu'on  peut  la  considérer  comme  étant  elle-même  son  asymptote. 

P  L'observation  que  nous  venons  de  faire  est  particulièremen 
applicable  au  cas  où  le  lieu  ne  se  compose  que  de  droites  ; 
toutes  ces  droites  sont  données  par  la  méthode  des  asymptotes, 
qui  fournit  ainsi  un  moyen  de  décomposer  le  premier  membre 
d'une  équation  algébrique  à  deux  variables  en  facteurs  du 
premier  degré,  toutes  les  fois  que  cette  décomposition  est  pos- 
sible. 

108.  Dans  les  courbes  algébriques,  V asymptote  peut  généralement  être 
considérée  comme  une  tangente  dont  le  point  de  contact  s  est  éloigné  à  Vinfini 
sur  la  branche  de  courbe  correspondante. 

On  peut  s'en  rendre  compte  comme  il  suit. 

Supposons  qu'on  ait  rendu  homogène  Léquation  de  la  courbe,  en  remplaçant 

X        v 
x  et  y  par  -  et  -.On  a,  en  vertu  du  théorème  sur  les  fonctions  homogènes  (33), 

z       z 

xn-^yf;j  +  zf;  =  o,    d'où  _^i=|  +  ^.p. 

Faisons  tendre  x  vers  l'infini;  si  ~  reste  fini,  on  aura  pour  x^oo 

fy 

liml^'-C^Wlim^^a, 


c'est-à-dire  qu'à  la  limite  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  devient  celui  de 
Vasymptotc.  Ceci  démontre  la  proposition  énoncée  plus  haut  :  car,  à  mesure 
que  la  tangente  tend  à  devenir  parallèle  à  l'asymptote,  le  point  de  contact  tend 
à  se  rapprocher  indéfiniment  de  cette  droite;  à  la  limite,  la  tangente  se  confond 
donc  avec  l'asjmptote  elle-même. 
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La  condition  que  ~  reste  fini  est  ordinairement  satisfaite;  le  contraire  ne 
fy 
peut  avoir  lieu  que  pour  des  valeurs  particulières  de  a.  Si,  en  effet,  après  avoir 
fait  2  =  1,  on  divise  les  deux  termes  par  x"»— ^  puis  qu'on  fasse  a;r=:oo  en 

remplaçant  -  par  a,  le  dénominateur  devient  un  polynôme  en  a  qui  peut 
ce 

accidentellement  s'annuler  pour  la  valeur  de  a  que  Ton  considère. 

169.  Pour  terminer  ce  que  nous  avions  à  dire  des  asymp- 
totes, nous  ferons  l'application  de  la  niéthodc  aux  courbes  du 
second  degré. 

L'équation  de  ces  courbes  étant 

Aa;'+Ba;î/  +  C?/  +  Dj;  +  E?/-1-F=0,  [5] 

on  ai,  pour  déterminer  a,  l'équation 

C«^-f-Ba-i-A=0,  [4] 

dont  les  racines  ne  sont  réelles  que  si  l'on  a  B^—  4AG>>0  ou 
B'— 4AC=:0. 
On  a  ensuite,  pour  déterminer  h,  l'équation 

(2Ca  +  B)&-HEa-|-D  =  0.  [5] 

On  tire  de  [4] 

—  Bd=v/B^— 4AC 
«= 2G *■ 

et  en  substituant  dans  [5],  on  obtient 

^_      E    .     BE-2CD 


:iC      2CvB^-4AG 

Dans  ces  valeurs  de  a  et  de  h^  il  faut  prendre  les  signes  supé- 
rieurs ensemble  ou  les  signes  inférieurs  ensemble. 

170.  I.  Si  l'on  a  B'' — 4AG>0,  ces  valeurs  sont  réelles  et 
finies,  il  y  a  donc,  dans  ce  cas,  deux  asymptotes  ayant  pour 
équations 

_-B±v/B^-4AC    _E^    BE~2CD 
^^"~  2G  ^     2G     2Gv/B^  — 4AG 

ou 

B^  +  E  .   1   /     BE  — 2GD\ 

^^  = 2G-^2g(^VB^-4AG  +  -^^==J,   [6] 
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Il  y  a  un  moyen  mnémonique  fort  simple  de  retrouver  ces 
équations.  Pour  cela,  l'équation  de  la  courbe  étant  résolue  par 
rapport  à  ij,  on  remplace,  sous  le  radical,  le  terme  indépendant 
de  X  par  un  autre  qui  rende  le  trinôme  en  x  un  carré  parfait;  on 
en  extrait  la  racine  carrée  et  on  retombe  sur  les  valeurs  de  y 
que  fournissent  les  équations  [6]. 

^       Prenons  pour  exemple  l'équation 

Zx^  —  Sxy  -h  4î/2  +  6a;  —  Ay  —  A  =  0; 
on  en  tire 

I  y  =  x-\-*-±lsJx^  —  ^x-\-h. 

Si,  sous  le  radical,  on  remplace  +5  par  -f-l,  le  trinôme  devient  un  carré 
parfait;  et  en  extrayant  sa  racine,  on  obtient 

y  =  x-i-'^±l{x-\). 

Ce  sont  les  équations  des  asymptotes.  En  les  séparant  on  trouve 

y  =  lx   et   7/=:|a;4-l. 

17f .  II.  Si  l'on  a  B^  —  4ACr=:0,  les  valeurs  de  b  deviennent 
infinies,  et  il  n'y  a  plus  d'asymptotes;  ou,  si  l'on  veut,  il  y  a 
encore  des  asymptotes,  mais  elles  sont  situées  à  des  distances 
infinies. 

Remarque.  —  Si  l'on  avait  à  la  fois  B^  —  4AC=:0  et 
BE  —  2GD  =z  0,  auquel  cas  l'équation  [3]  représente  deux  pa- 
rallèles 

comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  en  la  résolvant  par  rapport  à 
y,  le  premier  membre  de  l'équation  [5]  s'annulerait  indépen- 
damment de  by  c'est-à-dire  qu'on  se  trouverait  dans  le  cas  où  b 
doit  être  donné  par  une  équation  du  second  degré  (166).  Cette 
équation  est  ici 

E    .    1 


C6^  +  Et-HF  =  0,     d'où    &=:  — ^dz^^y/E'— 4CF. 


Par  suite,  les  deux  asymptotes  ont  pour  équations 

1    -  Jî  -+- 1 

2G^     2G"~2C' 


B  E  ^  1     
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et  ne  sont  autre  chose  que  les  deux  parallèles  elles-mêmes  re- 
présentées par  l'équation  du  second  degré  ;  ce  qui  devait  être 
d'après  la  remarque  du  n°  167. 


g    4.    —    DES    CENTRES. 

173.  On  nomme  centre  d'une  courbe  un  point  tel,  que,  si  par 
ce  point  on  mène  une  sécante  quelconque  à  la  courbe,  elle  la 
rencontre  en  des  points  qui  sont  placés  deux  à  deux  à  égale 
distance  du  point  considéré. 

La  détermination  des  centres  des  courbes  est  fondée  sur  le 
théorème  suivant  : 

Si  une  courbe  a  pour  centre  T origine  des  coordonnées,  son  équa- 
tion ne  change  pas  quand  on  y  remplace  x  et -^ par  —  \  et  —  y. 
En  effel,  concevons  une  courbe  qui  ait  pour  centre  l'origine 

0  (fig.  75),  et  soit  M  (x,  y)  un  point 
de  cette  courbe;  si  nous  joignons  le 
point  M  au  centre  0,  et  si  nous 
prolongeons  OM  d'une  longueur  OM' 
égale  à  elle-même,  le  point  M'  ainsi 
obtenu  a  pour  coordonnées  —  x 
et  —  y;  et  comme  ce  point  appar- 
tient à  la  courbe,  en  vertu  de  la 
Fig.  75.  définition  du  centre,  l'équation  de. 

celte  courbe  devra  être  vérifiée 
par  —  a;  et  —  i/  ;  ce  qui  démontre  la  première  partie  du  théo- 
rème. 

Réciproquement,  si  l équation  d'une  courbe  ne  chaîige  pas 
quand  on  y  remplace  x  et  ^  par  —  \  et  — y,  la  courbe  a  pour  cen- 
tre Vorigine  des  coordonnées. 

En  effet,  supposons  que  M  [x.,  y)  et  M'  ( —  ic,  — y)  soient  deux 
points  delà  courbe.  Les  deux  triangles  MOP  et  M'OP' sont  égaux 
comme  ayant  un  angle  égal  compris  entre  deux  côtés  égaux  cha- 
cun à  chacun  ;  par  suite,  OM'  est  le  prolongement  de  OM;  de 
plus,  l'origine  0  est  le  milieu  de  la  corde  MM';  et,  cette  corde 
étant  quelconque  par  hypothèse,  l'origine  0  est  un  centre  delà 
courbe  ;  ce  qui  démontre  la  seconde  partie  du  théorème. 

CoROLLAïuE.  —  Poui'  qu'uuc  courbc  algébrique  soit  l'apportée 
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à  des  axes  passant  par  son  centre,  il  faut  et  il  suffit  que  son 
équation  ne  renferme  que  des  termes  de  même  parité,  c'est-à- 
dire  tous  de  degré  pair  ou  tous  de  degré  impair.  Dans  ce  der- 
nier cas,  l'équation  ne  doit  pas  avoir  de  terme  constant  et  le 
centre  se  trouve  sur  la  courbe. 

17â,  Quand  la  courbe  n'a  pas  pour  centre  l'origine  des  coor- 
données, elle  peut  avoir  un  centre  ailleurs .  Pour  le  déterminer  on 
transporte  les  axes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  un  point  in- 
déterminé (^1,1/1),  et  l'on  cherche  s'il  n'existe  pas  des  valeurs 
de  x^  et  y^  telles,  que  la  nouvelle  équation  soit  vérifiée  quand 
on  y  changea  en  — ^  et  y  en  — y.  Si  l'on  ne  trouve  aucune  va- 
leur de  x^  et  1/^  satisfaisant  à  cette  condition,  la  courbe  n'a  pas  de 
centre  ;  mais,  dans  le  cas  contraire,  la  courbe  a  autant  de  cen- 
tres qu'il  existe  de  couples  de  valeurs  (inies  et  déterminées  de 
^1,  iji-  Quand  il  s'agit  des  courbes  algébriques,  on  détermine  ^^ 
et  y^  en  égalant  à  zéro  les  coefficients  des  termes  de  l'équation 
tranformée  qui  ne  sont  pas  de  même  parité  que  le  degré  de 
l'équation. 

Remarque.  —  Dans  les  courbes  algéhriques  qui  ont  un  centre, 
les  asymptotes,  qui  correspondent  aux  racines  simples  de  l'équa- 
tion F,„(l,  «)  =  0,  passent  toutes  par  le  centre.  Car  si  on  prend 
le  centre  pour  origine,  l'ensemble  des  termes  du  degré  m  — 1 
est  nul,  et  par  suite  les  ordonnées  à  l'origine  des  asymptotes 
sont  toujours  égales  à  zéro  (163) . 

t'y 4.  Soit  l'équation  de  la  cosinusoïde  ?/  =  cosa;.  En  y  changeant i/  en  y  -\-yi 
et  X  en  X  -i-  Xi,  a  vient 

y-\-yir=zcosxcosxi  —  sinrcsina^i.- 
et,  pour  que  cette  équation  ne  change  pas  quand  on  y  change  les  signes  de  x 
et  de  y,  il  faut  que  l'on  ait 

î/^r^O   et  cosa;=0,    d'où    a;i  =  2/cTr±: -. 

La  cosinusoïde  a  donc  une  infinité  de  centres  situés  sur  l'axe  des  x  et  égaleme«t 
espacés. 


fJS.  Théorèmes.  —  I.  Si  une  courbe  a  deux  centres^  elle  en  a  une  infinité 
situés  tous  sur  la  ligne  droite  qui  joint  ces  deux  centres,  et  également  espacés 
sur  cette  ligne. 

Soient,  en  effet,  A  et  B  (fig.  76)  deux  centres  d'une  oiême  courbe.  Soit  M 
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un  point  quelconque  de  la  courbe;  joignons  MA,  MB,  et  sur  leurs  prolonge- 
nrients  prenons  AM'— AM  et  BM"r=  BM;  joignons  de  même-M'B,  et  sur  son  pro- 
longement prenons  BM'"  =  BM';  entîn  joi- 
gnons M"M'",  qui  rencontrera  en  un  point 
C  le  prolongement  de  la  droite  AB. 

Le  point  A  étant  un  centre,  M'  appartient 
à  la  courbe  ;  de  même  le  point  B  étant  un 
centre,  les  points  M"  et  W"  appartiennent  à 
celte  même  courbe.  Or  les  triangles  MBM', 
M"BM'"  étant  égaux ,  les  quatre  points 
M,  M',  M",  M'"  sont  les  sommets  d'un  parallélogramme,  dans  lequel  AB  est  une 
médiane.  Le  point  G  est  donc  le  milieu  de  M"M"'.  Mais  si  Ton  opère  de  même 
pour  un  autre  point  de  'la  courbe  que  le  point  M,  on  obtiendra  une  infinité 
d'autres  cordes  analogues  àM"M'"  dont  le  même  point  C  sera  le  milieu.  Donc 
le  point  C  est  un  centre  ;  et  ce  centre  est  placé  sur  le  prolongement  de  AB, 
à  une  distance  BG=AB;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

Corollaire.  —  Si  une  courbe  a  trois  centres  non  en  ligne  droite,  elle  a  une 
infinité  de  centres  situés  en  quinconce  sur  deux  systèmes  de  droites  pa- 
rallèles. 

Remarque.  —  Il  peut  arriver  que  tous  les  points  d'une  même  droite  jouissent  de 
la  propriété  d'être  des  centres.  Ainsi  l'équation  [ij  —  ax  +  h)  [y  —  ax  —  h')  =.  0 
représentant  deux  droites  parallèles,  la  parallèle  menée  à  égale  distance  de  ces 
deux  droites  jouit  de  la  propriété  que  chacun  de  ses  points  est  un  centre. 


g  5.    —    DES  DIAMÈTRES. 

176.  On  appelle  diamètre  d'une  courbe  le  lieu  géométrique 
des  milieux  de  toutes  les  cordes  parallèles  à  une  môme  direc- 
tion. 

Les  équations  des  diamètres  d'une  courbe  du  ?n^  degré  sont, 

fYl{y}X \  ) 

en  général,  du  degré  • En  effet,  une  telle  courbe  peut 

être  coupée  par  une  droite  en  m  points,  et  ces  points,  combinés 

1  '  j  j  xî^(^ — 1)  1  ,  '  ,mim—\) 
deux  a  deux,  donnent— —^ ^  cordes  et  par  conséquent —^—^ ^ 

milieux.  On  voit  que  les  équations  des  diamètres  sont  d'un  degré 
plus  élevé  que  celle  de  la  courbe,  excepté  dans  le  cas  des  cour- 
bes du  second  degré,  pour  lesquelles  l'équation  des  diamèlres 
est  toujours  du  premier  degré,  et  dont  les  diamètres  sont  par 
conséquent  des  droites. 

177.  Les  équations  des  diamètres  d'une  courbe  peuvent  se 
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déduire  de  l'équation  de  la  courbe  par  plusieurs  méthodes; 
nous  ne  ferons  connaître  que  la  plus  simple. 

Soit  f(x,  y)  =  0  l'équation  d'ime  courbe,  et  proposons-nous  de 
trouver  l'équation  du  diamètre  de  cette  courbe  qui  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes  paral- 
lèles à  la  direction  ij^zmx.  Les 
droites  qui  déterminent  ces  cordes 
ont  pour  équation 

11  étant  un  paramètre  variable.  Con- 
sidérons l'une  de  ces  droites,  et  soit 
MM'(fig.  77)  l'une  des  cordes  qu'elle  Fig.  77. 

détermine. 

Si  l'on  transporte  l'origine  au  milieu  0'  (x^^y^)  de  la  corde 
M\r,  en  remplaçant  a;  par  x-\-Xieiy  par|/-i-i/^,  l'équation  de  la 
courbe  devient 

f(x-+-x,,  y  +  î/J=:0,  [i] 

et  celle  de  MM'  se  réduit  à 

y==mx,  [2] 

puisque  celte  droite  passe  par  la  nouvelle  origine  et  qu'elle 
fait  les  mêmes  angles  avec  les  nouveaux  axes  qu'avec  les 
anciens.  Les  nouvelles  coordonnées  des  points  M  et  M'  devant 
être  égales  et  de  signes  contraires,  l'équation 

f(x-]-x^,  mx-{-y^)=:0, 

obtenue  en  éliminant  y  entre  les  équations  [I]  et  [2],  et  dont 
les  racines  sont  par  conséquent  les  valeurs  des  abscisses  des 
points  d'intersection  de  la  droite  MM'  avec  la  courbe,  devra 
avoir  deux  racines  égales  et  de  signes  contraires.  Cette  condi- 
tion s'exprimera  par  une  relation 

(f(x,,y,,m)  =  Q, 

entre  les  coordonnées  x^  et  y^  du  milieu  de  la  corde  MM'  et  le 
coefticient  angulaire  m  de  la  droite  qui  détermine  cette  corde  ; 
et  cette  relation  étant  indépendante  du  paramètre  n  qui  varie 
seul  avec  la  position  de  la  droite,  sera  l'équation  du  diamètre. 
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Remarque.  —  Au  lieu  d'exprimer  qu'une  équation  algébrique 
et  entière  F  (x)  =  0  a  deux  racines  égales  cl  de  signes  contraires, 
on-peut  exprimer  que  les  deux  équations  F  (a:)  ^  0  et  F  (  —  a:)  =  0 
ont  deux  racines  communes.  Or  ces  dernières  équations  revien- 
nent aux  suivantes  : 

¥(x)-{-Y{-^x)=0    et    V(x)  —  ¥(—x)=:zO, 

dont  l'une  renferme  seulement  les  termes  de  degré  pair  de 
l'équation  proposée  et  J'autre  les  termes  de  degré  impair. 
Celle-ci  sera  toujours  divisible  par  x. 

178.  Diamètres  rectilignes.  —  Les  diamètres  rectilignes 
sont  les  seuls  qu'il  importe  de  considérer  dans  la  discussion  des 
courbes.  La  direction  d'un  diamètre  rectiligne  et  celle  des  cor- 
des qu'il  divise  en  deux  parties  égales  sont  dites  alors  conjuguées 
entre  elles. 

Pour  qu'une  courbe  ait  des  diamètres  rectilignes,  il  faut  qu'il 
existe  des  valeurs  de  m  pour  lesquelles  le  premier  membre  de 
l'équation  générale  des  diamètres  de  cette  courbe  ait  des  fac- 
teurs linéaires  ;  mais  la  détermination  de  ces  valeurs  de  m  étant 
généralement  impraticable,  à  cause  de  la  difficulté  des  calculs, 
on  emploie  une  autre  méthode  que  nous  allons  indiquer. 

Supposons  qu'une  courbe  ait  un  diamètre  rectiligne.  Si  Ton 
prend  ce  diamètre  pour  axe  des  x  et  pour  axe  des  y  une  parallèle 
aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales,  à  chaque  abscisse 
correspondront  deux  ordonnées  de  la  courbe  égales  et  de  signes 
contraires,  et  par  suite  l'équation  de  la  courbe  ne  devra  pas 
changer  en  y  remplaçant  ij  par  —  y.  Réciproquement,  si  l'équa- 
tion de  la  courbe  ne  change  pas  lorsqu'on  y  remplace  y  par  — i/, 
l'axe  des  x  est  un  diamètre  qui  divise  en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à  l'axe  des  y.  Cela  posé,  pour  obtenir  les  dia- 
mètres rectilignes  d'une  courbe  représentée  par  l'équation 
f(x,y)=0^  on  remplacera  dans  cette  équation  x  et  y  par  les  va- 
leurs (66) 

^^'sin(0  — a)-|-î/'sin(0  — a')      _  a;'sina-f-i/sina^ 

X — X,  H :      T )  y '■  II,  ~r~  ■  '•     7  ' 

*  sm  ô  '  »      »i  sm  0 

et  l'on  cherchera  s'il  n'existe  pas  des  valeurs  de  x^^  î/i,  a  et  af  tel- 
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les,  que  Téquation  transformée  ne  change  pas  lorsqu'on  y  rem- 
place |/  par  —ij.  S'il  existe  de  telles  valeurs,  la  courbe  aura  des 
diamètres  rectilignes  dont  on  connaîtra  un  point  et  la  direction. 
Toutefois,  comme  la  nouvelle  origine  peut  se  trouver  en  un  point 
quelconque  du  diamètre,  les  valeurs  de  x^  et  i/^  devront  rester 
indéterminées;  elles  seront  donc  fournies  par  une  relation  du 
premier  degré,  qui  ne  sera  autre  que  l'équation  du  diamètre  rec- 
tiligne  lui-même. 

179.  Axes;  sommets.  — Un  diamètre  rectiligne  d'une  courbe 
prend  lenomd'ao)^  lorsqu'il  est  perpendiculaire  aux  cordes  qu'il 
divise  en  deux  parties  égales.  Si  un  axe  rencontre  la  courbe, 
ses  points  de  rencontre  prennent  le  nom  àQ  sommets. 

Pour  trouver  les  axes  d'une  courbe,  on  pourra  donc  chercher 
ses  diamètres  rectilignes  parla  méthode  précédente,  en  suppo- 
sant a'— a  =90°. 

180.  Diamètres  conjugués.  —  Deux  diamètres  rectilignes 
d'une  courbe  sont  dits  conjugués  lorsque  chacun  d'eux  divise  en 
deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre. 

Toute  droite  parallèle  aux  cordes  qu'un  diamètre  rectiligne 
divise  en  deux  parties  égales  est  dite  conjuguée  à  la  direction  de 
ce  diamètre,  et  réciproquement. 

Lorsqu'une  courbe  est  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués, 
son  équation  ne  doit  pas  varier  quand  on  y  change  soit  le  signe 
de  l'une  des  coordonnées,  soit  les  signes  de  toutes  deux  ;  et  ré- 
ciproquement, si  cette  condition  est  remplie,  les  axes  coordon- 
nés peuvent  être  appelés  des  diamètres  conjugués  de  la  courbe. 

181.  Théorèmes  a  démontrer.  —  I,  Lorsque  Vêquation  (Vune  courbe  ne 
change  pas,  ou  si  ses  termes  ne  font  que  changer  de  signe.,  quand  on  y  remplace  x 
par  y  ci  y  par  x,  la  bissectrice  du  premier  et  du  troisième  angle  des  axes  coor- 
donnés est  un  axe  de  la  courbe. 

I[.  Si  Vêquation  ne  change  pas,  ou  si  les  termes  ne  font  que  changer  de  signe, 
quand  on  y  remplace  x  par  —  y  e^  y  pa^  —  x,  la  bissectrice  du  deuxième  et  du 
quatrième  angle  des  axes  coordonnés  est  un  axe  de  la  courbe. 

m.  Une  courbe  algébrique  étant  coupée  par  des  sécantes  parallèles,  si  sur 
chacune  de  ces  sécantes  on  détermine  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  d'intersection,  réels  ou  imaginaires,  tous  ces  centres  sont  en  ligne  droite. 


CHAPITRE  \'I 

DES  ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ  A  DEUX  VARIABLES 

§  1 .  —  DISCUSSIOiN  D."   i/ÉQUATION   GÉNÉRALE  DU  SECOND  DEGRÉ  A  DEUX 

VARIABLES. 

18S.  Division  des  lignes  du  second  ordre  en  trois  genres. 

—  L'équalion  du  second  degré  à  deux  variables  la  plus  générale 
est  de  la  forme 

Ax' -]-Bxy -hCîf  -hDx -hEy  -hY  =  0  ;  [1] 

résolvons-la  par  rapport  à  î/,  le  coefficient  C  étant  supposé  diffé- 
rent de  zéro,  il  vient 


W(i]2_4AC)a;^+2(BE  — 2CD)^+E^— 4CF 


ou 

Bx-^E 


en  posant,  pour  abréger, 

D'après  la  forme  delà  valeur  de  y,  on  construira  la  courbe 
représentée  par  l'équation  [1],  en  traçant  la  droite  représentée 
par  l'équation 

et  en  augmentant  et  diminuant  chaque  ordonnée  de  cette  droite 
de  la  valeur  que  prend  Y  quand  on  y  remplace  x  par  la  valeur 
de  Tabscisse  correspondante.  Il  en  résulte  que  la  droite  repré- 
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sentéepar  l'équation  [2]  est  un  diamètre  de  la  courbe  conjugué 
à  la  direction  des  ?/,  puisqu'il  divise  en  deux  parties  égales  les 
cordes  parallèles  à  l'axe  des  7/(180). 

Mais  on  peut,  sans  construire  celte  courbe,  avoir  une  idée 
exacte  de  sa  forme  et  par  suite  classer  directement  les  courbes 
du  second  degré  en  plusieurs  genres  d'après  leurs  formes,  en 
cherchant  quelles  sont  les  valeurs  de  x  qui  rendent  Y  réel  ou 
imaginaire  ou,  ce  qui  revient  au  môme,  qui  rendent  le  trinôme 
placé  sous  le  radical  positif  ou  négatif.  Comme,  pour  une  même 
valeur  àex,  le  signe  de  ce  trinôme  dépend  du  signe  du  coefficient 
de  son  premier  terme,  nous  dislinguerons  trois  cas,  selon  que 
B^ —  4AG  est  négatif,  positif  ou  nul. 

'  183.  Soit  B'^—  4AC  <0.  D'après  ce  qui  a  été  vu  en  Algèbre, 
le  trinôme  placé  sous  le  radical  est  négatif  et  par  suite  Y  est  ima- 
ginaire, pour  toutes  les  valeurs  de  a;  à  partir  d'une  certaine  limite 
jusqu'à +  CO  ,  et  à  partir  d'une  autre  limite  inférieure  ou  égale  à 
la  première  jusqu'à  — o) ,  et  par  conséquent  la  courbe  est  limi- 
tée du  côté  des  x  positifs  et  des  x  négatifs.  D'ailleurs,  comme 
pour  des  valeurs  finies  de  x,  Y  reste  fini,  cette  courbe  est  aussi 
limitée  de  part  et  d'aulre  du  diamètre  ['2]. 

Les  lignes  du  second  degré,  limitées  ainsi  dans  tous  les  sens, 
portent  le  nom  d'ELLiPSEs. 

184.  Soit  B^—  4AC>  0.  Dans  ce  cas,  le  trinôme  reste  positif 
pour  toutes  les  valeurs  de  a;  à  partir  d'une  certaine  limite  jus- 
qu'à-l-oo  ,  et  pour  toutes  les  valeurs  de  a;  à  partir  d'une  autre 
limite,  généralement  différente  de  la  première,  jusqu'à  — oo  , 
et  il  varie  d'une  manière  continue.  Les  valeurs  correspondantes 
de  Y  sont  donc  réelles  et  augmenlent  indéfiniment  d'une  ma- 
nière continue.  Donc  le  lieu  représenlé  par  l'équation  [I] 
s'étend  indéfiniment  du  coté  des  x  positifs  et  du  côté  des  x  né- 
gatifs, ainsi  qu'au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre  [2]. 

Les  lignes  du  second  degré  qui  s'étendent  ainsi  indéfiniment 
dans  tous  les  sens,  portent  le  nom  d'HYPERBOLEs. 

185.  Soit  enfin  B'^— 4AC=:0.  On  a  alors 

.    Y  =  -^i/2(BE— 2CD)x'-hE^-4CIs 
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et  l'on  voit  que  pour  BE  — 2GD>0,  le  binôme  placé  sous  le 
radical  est  positif  pour  toutes  les  valeurs  de  a;  à  partir  de  celle 
qui  annule  ce  binôme  jusqu'à  H-oo.  Par  suite,  Y  augmente 
indéfiniment  avec  x.  Donc  l'équation  [1]  représente  dans  ce  cas 
un  lieu  qui,  à  partir  d'une  certaine  limite,  s'étend  indéfmiment 
du  côté  des  ^positifs,  au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre  [2]. 

Quand  on  a  BE  — 2CD<0,  le  lieu  s'étend  indéfmiment  du 
côté  des  X  négatifs,  au-dessus  et  au-dessous  du  diamètre  [2] . 

Les  lignes  du  second  degré  limitées  ainsi  dans  une  direction 
et  illimitées  dans  la  direction  opposée  portent  le  nom  de  para- 
boles. 

186.  Cas  particuliers.  — La  classification  précédente  sup- 
pose que  C  n'est  pas  nul .  Supposons  C  =  0,  auquel  cas  le  binôme 
B-—  4AC  se  réduit  à  B^  et  par  conséquent  ne  peut  être  que  posi- 
tif ou  nul,  et  faisons  les  deux  hypothèses  A^O,  puis  A=:0. 

Soit  A^O.  Comme  on  peut  permuter  les  noms  des  axes,  ce  cas 
particulier  revient  à  supposer  A=0  et  C<0.  Mais  alors,  en  résol- 
vant l'équation  [1]  par  rapport  à  y,  on  trouve  B^  pour  coefficient 
de^^  sous  le  radical.  Donc,  si  l'on  a  B^>>0  l'équation  représen- 
tera une  hyperbole,  et  si  l'on  a  B^=0,  une  parabole. 

Soit  A=  0.  Puisque  l'on  a  aussi  0=0,  on  ne  peut  avoir  en 
môme  temps  B  =  0;  car  l'équation  [1]  cesserait  d'être  du  se- 
cond degré.  Elle  prend  donc  la  forme 

V>xy-hDx-{-Ey-{-Y=0 

et  B^— 4AG  est  positif.  Or  cette  dernière  équation  étant  du  pre- 
mier degré  par  rapport  à  a;  et  par  rapport  à  î/,  à  toute  valeur  de 
X  comprise  entre  —  oo  et  H-oo  correspond  une  valeur  réelle 
pour  y  et  réciproquement.  Donc  la  courbe  est  une  hyperbole, 
puisqu'elle  s'étend  indéfiniment  dans  tous  les  sens. 

11  résulte  de  cette  discussion,  qu'il  n'existe  que  trois  genres  de 
courbes  du  second  degré,  caractérisés  par  le  signe  du  binôme 
B^-  4AC. 

Remarque.  —  Si  l'équation  [1|  n'étuit  pas  irréductible,  elle  se 
décomposerait  en  deux  fiicteurs  du  premier  degré,  réels  ou  ima- 
ginaires conjugués.  Dans  le  premier  cas  elle  représ-mterait  deux 
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droites  réelles  et  dans  le  second  deux  droites  imaginaires  conju- 
guées. 

L'ensemble  de  deux  droites  réelles  ou  de  deux  droites  imagi- 
naires conjuguées  forme  donc  les  seules  variétés  des  courbes 
du  second  degré. 

Nous  allons  maintenant  étudier  séparément  les  trois  genres 
de  courbes  du  second  degré. 

187.  Genre  ellipse,  caractérisé  par  B'— 4AC  <0.  —  Soit 
EF  (fig.  78)  le  diamètre  représenté  par  l'équation 

\lx  -h  E 

y= — w- 

Pour  simplifier  la  discussion  de  î/,  décomposons  le  trinôme 


placé  sous  le  radical  en  deux  facteurs  du  premier  degré  en  a;,  et 
nous  aurons 


Y=^\^(B'--ikC){x-x') 


x'  et  x"  désignant  les  racines  du  trinôme.  Il  y  a  trois  cas  à  exa- 
miner. 

\  °  Les  racines  x'  et  x"  sont  réelles  et  inégales.  Pour  x=^x'^OV 
et  poura;r=a;"=::OP',  on  a  V=0  ;  les  ordonnées  de  la  courbe 
sont  égales  à  celles  du  diamètre;  les  abscisses  x'  eix"  sont  donc 
celles  des  points  A  et  A'  où  la  courbe  coupe  ce  diamètre. 

Pour  toutes  les  valeurs  de  x  plus  petites  que  x'  ou  plus  gran- 
des que  x"^  le  trinôme  est  négatif,  et,  parsiaite,  Y  est  imaginaire; 
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pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x'  et  x\  le  trinôme 
est  positif  et  Y  est  réel.  Donc  la  courbe  est  comprise  entre  les 
deux  parallèles  AP  et  AT'  à  Taxe  des  ij. 

Puisque  Y  est  nul  pour  x=^x'  et  pour  x-^=x",  dans  Pinter- 
valle  elle  passe  par  un  maximum,  qui  correspond  au  maximum 
du  produit  [x  —  x')(x"  —  x).  Or  la  valeur  de  x  qui  rend  ce 
produit  maximum  est  celle  qui  rend  égaux  ses  deux  facteurs, 
puisque  ces  facteurs  sont  positifs  et  que  leur  somme  est  con- 
stante. En  égalant  ces  deux  facteurs,  on  trouve  que  le  maximum 

x'  — f-  x" 
de  ij  correspond  à  x  = — ^ — ,  c'est-à-dire  à  l'abscisse  du  point 

Q,  milieu  de  PP'.  Donc,  si  l'on  mène  QC  parallèle  à  Taxe  des  ?/, 
si  Ton  prend  sur  cette  parallèle  deux  longueurs  CB  et  CB' 
égales  au  maximum  de  Y,  et  si  par  les  points  B  e(  B'  on  mène 
LG  et  IH  parallèles  au  diamètre  EF,  la  courbe  sera  comprise 
cnlre  ces  deux  pnrallèles.  Nous  savons  d'ailleurs  qu'elle  est 
comprise  entre  les  parallèles  AP  et  AT';  donc  elle  est  comprise 
tout  entière  dans  le  parallélogramme  LGHI. 

La  droite  QG  dont  l'équation  est  x  =  — ^ —  est  le  diamè- 
tre de  l'ellipse  conjugué  au  diamètre  EF.  En  effet,  le  produit 

x'  -\-  x" 
{x  —  x')[x"  —  x)  prend  la  même  valeur  pour  x-^-  — ^ \-h 

x'  -^  x"  .        ^ 

et  pour  oj  =  — K /t,  et  il  en  est  de  même  pour  Y.  Donc  si 

de  part  et  d'autre  du  point  Q  on  prend  les  longueurs  QR 
—  QR'=:/i,  on  aura  DMr=DM'=D'N==:D'iY,  et  le  quadrilatère 
MND'D,  dont  les  côtés  ND'  et  MD  sont  égaux  et  parallèles,  est 
un  parallélogramme.  Donc  xMN  est  parallèle  au  diamètre  EF; 
et  puisque  BB'  divise  DD'  en  deux  parties  égales  au  point  G,  il 
divise  aussi  MN  en  deux  parties  égales.  La  droite  QG  divisant 
en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  EF  est  le  diamètre 
conjugué  i\  EF.  Les  droites  QG  et  EF  sont  donc  deux  diamètres 
conjugués  de  l'ellipse. 

Le  point  G  intersection  de  ces  deux  diamètres  conjugués  est 
un  centre  de  la  courbe.  Gar  si  l'on  mène  les  lignes  GN  et  GM', 
les  deux  triangles  ND'G  et  M'DG  sont  égaux  ;  par  suite  GN=GM' 
et  l'angle  DGiM'^NGD'.  De  l'égalité  de  ces  angles  résulte  que 
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CW  est  sur  le  prolongement  de  CN.  Le  point  C,  milieu  de  la 
corde  NM',  est  donc  le  centre  de  la  courbe. 

Enfin  la  courbe  est  tangente  aux  côtés  du  parallélogramme 
LCtHI,  aux  points  A,  A',  B  et  B'.  Gela  résulte  de  ce  qu'une  courbe 
du  second  ordic  ne  peut  être  coupée  qu'en  deux  points  par 
une  ligne  droite  ('S'I),  et  de  ce  que  les  quatre  côtés  du  paral- 
lélogramme peuvent  être  considérés  comme  les  limites  de 
sécantes  dont  les  points  d'intersection  se  confondent  en  un 
seul. 

Il  résulte  de  cette  discussion  que  la  courbe  a  la  forme  indi- 
quée par  la  figure  78. 

Exemple.  — Soit  réquaiion 

2x2  _  i^y  +  4|/2— 2a;  —  8î/  4-  9  =::  0  ; 


on  en  tire 


y=U'  -\-i±~s,/—{x  —  \)  [x—h). 

La  courbe  a  donc  pour  diamètre 
conjugué  à  Laxe  des  y  la  droile 
yzzzl^x-\-\  ;  elle  est  tout  entière 
comprise  entre  les  droites  .t  =  1  et 
a;=  5,  et  la  plus  grande  valeur  de  Y, 
répondant  à  x  =3,  est  Yr=l .  Les  coor- 
données du  centre  sont  .T  =  5,  î/=ê. 

La  forme  et  la  position  delà  courbe  sont  représentées  par  la  ligure  79. 


L    1188.  'H"  Les  racines  x'  et  x"  sont  réelles  et  égales.  Alors  on  a 
B^-l-E    .  X — x' 


y=- 


2C 


ii-V»'- 


4AC 


clic  radical  étant  imaginaire,  l'équation  représente  deux  droites 
imaginaires  conjuguées.  Ces  deux  droites  se  coupent  sur  le  dia- 
mètre EF  au  point  qui  a  pour  abscisse  x^x',  et  ce  point  n'est 
autre  que  le  point  G  (fig.  78)  ;  car  lorsque  ;r':^x",  l'abscisse 

x'  H-  X'" 
moyenne  — ^ —  est  égale  à  x'.  Dans  ce  cas,  on  dit  ordinaire- 


ment que  l'équation  représente  un  point  ou  une  ellipse  éva-» 
nouissante;  mais  on  peut  dire  aussi  qu'elle  représente  deux 
droites  imaginaires  conjuguées. 

C.^OM.    ANAL.    ^0^■^KT   ET    FKONTEIiA,  11 
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Exemple.  —  Soil  Téqualion 

hx^-i-Axy-{-if—\Qx  —  '2y-h  10  =  0; 
on  en  tirera 

équation  qui  n'admet  qu  un  seul  système  de  valeurs  réelles,  savoir: 

a;  ==5,     d'où    y  =  —^, 
et  ne  représente  que  le  point  dont  ces  valeurs  sont  les  coordonnées. 

189.  0°  Les  racines  x'  et  \"  sont  imaginaires.  Dans  ce  cas, 
pour  toute  valeur  réelle  de  x,  le  produit  {x  —  x')  (x—x")  est 
positif;  par  suite,  le  trinôme  sous  le  radical  est  négatif  et  Y  est 
toujours  imaginaire.  L'équation  [1]  représente  alors  une  ellipse 
imaginaire» 

Exemple.  —  SoitTéquation 

^x"'  —  ^xy  4-  4//-  —  5^  +  4?/  +  2  =r  0  ; 

v.n  la  résolvant  par  rapport  à  y,  on  trouvera  sous  le  radical  le  trinôme 

—  {x^--i-x-\-\). 

Or  les  racines  de  l'équation  x^-hx-\-\=:0  sont  imaginaires  ;  l'équation  pro- 
posée représente  donc  une  ellipse  imaginaire. 

Remarque. —  Dans  le  cas  de  l'ellipse,  aucun  des  coeftîcienls 
A  et  C  ne  peut  être  nul,  c'est-à-dire  qu'aucun  des  carrés  des 
variables  ne  peut  manquer,  et,  par  suite,  il  n'y  a  aucun  cas 
particulier  à  examiner. 

190.  Résumé.  —  En  résumé,  le  genre  ellipse  comprend  des 
ellipses  réelles,  des  ellipses  imaginaires  et,  comme  variété,  un 
point  ou  deux  droites  imaginaires  conjuguées. 

La  circonlérence  de  cercle  appartient  évidemment  au  genre 
ellipse. 

191»  Genre  hyperbole,  caractérisé  par  B^— 4AC>>0.  — 
SoitEF  (tig*  80)  le  diamètre  représenté  par  l'équation 

et  soit 

Y  =  ^^i^b'-uq(x-^x')(x-^x"}, 
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x'ei  x"  étant  les  racines  de  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant 
à  zéro  le  Irinoine  placé  sous  le  radical. 


Fi|ï,  80. 

1°  Les  racines  x'  et  \"  sont  réelles  et  inégales.  Pour  x=x'  =  OP' 
et  pour  X  =  a;"  =  OP,  onaY==0.  Pour  ces  abscisses,  les  or- 
données de  la  courbe  sont  donc  égales  à  celles  du  diamètre  EF. 
Ainsi,  dans  ce  cas,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  les  abscisses 
x'  et  x"  déterminent  les  points  A  et  A',  où  la  courbe  rencontre 
le  diamètre  EF. 

Pour  que  le  radical  soit  réel,  il  faut  que  les  deux  binômes 
x  —  x'  eix  —  x"  soient  de  même  signe,  ce  qui  exige  qu'on  ait 
x<^x'  ou  x'>x".  On  en  conclut  que  la  courbe  n'a  aucun  point 
entre  les  parallèles  AT'  et  AP  à  l'axe  des  î/,  dont  les  équations 
sont  x  =  x'  eix=zx". 

En  faisant  varier  a;  de  x"  à  -f-  oo  ,  on  obtiendra  deux  arcs 
intinis  AM  et  AN  partant  du  même  point  X  et  dont  l'ensemble 
forme  une  branche  d'hyperbole  MAN,  limitée  du  côté  des  x  posi- 
tifs et  illimitée  dans  les  directions  des  x  positifs  et  dans  le  sens 
des  y  positifs  et  négatifs. 

En  faisant  varier  x  de  x'  h  —  oo  ,  on  obtiendra  une  seconde 
branche  M'A'N'  limitée,  au  contraire,  dans  le  sens  des  x  positifs 
et  illimitée  dans  le  sens  des  x  négatifs  et  dans  le  sens  des  y  posi- 
tifs et  négatifs. 

192.  Ondémonlrera,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse:  l"*  que 


la  droite  CQ  dont  l'équation  esta;=' 


est   un   diamètre 
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conjugué  au  diamètre  EF  ;  2°  que  le  point  C  est  le  centre  de  la 
courbe;  5°  enfin,  que  la  courbe  est  tangente  aux  droites  AT' et 
AP  aux  points  A  et  A'. 

193.  '2'' Les  racines  \'  et  \!'  sont  réelles  et  égales.  Dans  ce  cas, 
on  a 


B^  4-  E  ,  X  —  X 


L'équation  [I]  représente  alors  deux  droites  réelles,  se  coupant 
sur  le  diamètre  El^  au  point  quia  pour  abscisse^',  lequel  n'est 
aulre  que  le  centre  G  (fig.  80)  de  l'hyperbole  trouvée  dans  le 
cas  précédent. 
De  ce  que  les  deux  racines  du  trinôme  sont  égales  on  conclut 

BE-~2CD    ^,  ,  ,  BE— 2CD 

,    Q  ou     X — X  =^X 


B^  — 4AG' '   B^  — 4AG 

et,  par  suite,  il  vient 

Soient  DD'  et  LL'  les  droites  représentées  par  ces  équations. 
On  reconnaît  aisément  que  la  difïérence  de  leurs  ordonnées  avec 
les  ordonnées  correspondantes  de  l'hyperbole  représentée  par 
la  tig.  80  tend  vers  0  quand  x  tend  vers  ±  oo  ,  et  que  les  deux 
branches  de  cette  hyperbole  sont  comprises  dans  les  angles  DGL 
et  D'CL'  opposés  par  le  sommet. 

Les  deux  droites  représentées,  dans  ce  cas,  par  l'équation  [1] 
sont  donc  les  asymptotes  de  l' hyperbole  représentée  par  la  même 
équation  dans  le  cas  précédent  (191).  On  le  voit  d'ailleurs  au- 
trement ;  car  leurs  équations  sont  celles  des  asymptotes  aux 
couibos  du  second  de'gré  trouvées  au  n"  169;  et  il  importe  de 
se  rappeler  la  règle  mnémonique  pour  déduire  ces  équations 
de  celle  de  l'hyperbole  (170). 

On  comprend  d'après  cela  combien  la  considération  des 
asymptotes  est  utile  pour  mieux  déterminer  la  forme  et  la  posi- 
tion de  la  courbe. 

Exemple.  — Soit  l'équalion 

5x^  —  8.r// -h  %- —  .i: -4- 4î/ +  5  =  0  ; 
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on  en  tire 


ou 


y  =  X-l±y{x+i){x-A). 

La  courbe  s'étend  indéfiniment  dans  tous  les  sens  ;  mais  elle  n'a  pas  de  points 
compris  entre  les  deux  parallèles  x  =  —  \  et  x  =  4. 


.-^ 


Fis.  81. 


En  appliquant  la  règle  du  n"  IVO,  c'est-à-dire  en  complétant  le  carré  sous 
le  radical  et  en  extrayant  la  racine  carrée,  on  obtient 

Ce  sont  les  équations  des  asymptotes.  En  les  séparant  on 'trouve 

y=^lx    et    y=:~x-h'\. 
La  forme  et  la  position  de  cette  courbe  sont  représentées  par  la  figure  81. 

Remahoues.  —  I.  Les  droites  représentées  parles  équations  [5] 
sonl  imaginaires  clans  le  cas  de  l'ellipse,  el  sont  rejelées  à  l'infini 
dans  le  cas  de  la  parabole.  Donc,  parmi  les  courbes  du  second 
degré,  il  n'y  a  que  l'iiyperbole  qui  ait  des  asymptotes  propre- 
ment dites. 

If.  Lorsque  l'ô  juation  [I]  se  réduit  à  celles  des  asymptotes 
de  1  Iiyperbole,  on  peut  la  mettre  sous  la  forme 

/       Bx-hEy      \  f    ,^, -TTT,     BE--2CDy      ^ 
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OU 


W*  — î;^  =  0, 


[4] 


w  et  V  dési^^nant  deux  fonctions  linéaii'cs  ;  et  l'on  voit  que  le 
premier  membre  est  alors  décomposable  en  un  produit  de  deux 
facteurs  du  premier  degré  qui,  égalés  à  zéro,  donnent  préci- 
sément les  équations  des  asymplotes.  Comme  ces  équations  ne 
dépendent  pas  du  terme  constant  F,  il  en  résulte  qiie  l'équation 

ii^  —  v^-i-V  =  0     ou     n'^v^z=k 

représente  des  hyperboles  ayant  toutes  pour  asymptotes  les 
droites  représentées  par  l'équation  [4]. 
L'équation  [5]  peut  s'écrire  sous  la  forme 

{u~hv)  (u — v)=:k    OU     ag  =  k . 

Les  équations  de  cette  forme  représentent  donc  des  hyperboles 
ayant  les  droites  a=0  et  [^  —  0  pour  asymptotes,  pourvu  que 
ces  droites  se  coupent. 

194.  5°  Les  racines  \'  et  x"  sont  mammaires.  Dans  ce  cas,  on 
sait  que  le  produit  (x  —  x')  (x  —  x")  est  positif  pour  toutes  les 


Fig.  82. 

valeurs  réelles  de  a;  ;  il  en  résulte  que  V  csl  toujours  réel  et  croît 

usqu'à  l'intini,  sans  jamais  s'annuler.  Ainsi,  dans  ce  cas,  la 

courbe  ne  rencontre  pas  le  diamètre  Eb\  et  Y  passe  par  un  mini- 

x'-i-x" 
mum  qui  correspond  à  l'abscisse  x:= — ^ — • 
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Soient  PC  (fig.  82)  la  parallèle  à  l'axe  des  y  menée  par  le  point 

P  lel  que  0P=  — ^ — ,  et  B,  B'  les  points  où  elle  rencontre  la 

courbe;  si,  par  ces  points,  on  mène  deux  parallèles  au  diamètre 
EF,  la  courbe  n'aura  aucun  point  compris  entre  ces  deux  pa- 
rallèles, et  de  plus  ces  lignes  seront  tangentes  à  la  courbe. 
On  démontrerait  encore  comme  pour  l'ellipse  :  1^  que  la  droite 

PC  parallèle  à  l'axe  des  r/  et  dont  l'équation  est  0;=  ?-i-^,  est 

un  diamètre  conjugué  de  EF;  2"  que  le  point  G  intersection  de 
ces  deux  diamètres  conjugués  est  le  centre  de  la  courbe. 

Remarque.  —  La  courbe  a  aussi  pour  asymptotes  les  droites 
trouvées  dans  le  cas  précédent  ;  seulement  ses  deux  brandies 
sont  situées  dans  les  angles  DCL  et  D'CI/.  L'hyperbole,  représen- 
tée dans  ce  cas  par  l'équation  [1],  ne  coupe  pas  le  diamètre  EF 
conjugué  à  l'axe  des  ?/,  et 
a  la  forme  et  la  position 
indiquées  par  la  figure  82. 

Exemple.  — Soit  l'équation 
on  en  tire 


r- 


\>i^ 


•2a: +  5. 


Le  trinôme  sous  le  radical  ayant 
ses  racines  imaginaires,  la  courbe 
ne  coupe  pas  le  diamèlre  repré- 
senté par  l'équation  î/=:a:-f-;^. 
Le  minimum  de  Y  est  1  ;  il  corres- 
pond àa;=:l. 
Les  équations  des  asymptotes  sont 


Fi^.    H7>. 


La  forme  et  la  position  de  la  courbe  sont  représentées  par  la  figure  85. 

195.  Cas  particuliers.  —  Soit C=0.  L'équation  \\\  est  alors 
de  la  forme 

Ao;- 4- Bo^?/ -f- Do:  H- E?/ +  F=  0 . 
On  pourrait  la  résoudre  par  rapport  à  x  et  la  discuter  comme 
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dans  le  cas  général  ;  mais  il  csl  plus  simple  de  la  résoudre  par 
rapporta  y.  On  en  tire 

y—~"-  Bx  +  E      ' 

d'où,  en  effectuant  la  division  autant  que  possible,  on  obtient 
un  résultat  de  la  forme 


dans  lequel 


R 


AE^  —  BUE-f-FB^ 


B^ 


R 


Posons  y,~  ^ PT.  Si  l'on  construit  la  droite  DD'  (tig.  84), 

qui  a  pour  équation  î/^Mx  +  N,  on  obtiendra  les  points  de  la 


Fi-.    Si. 

courbe  en  augmcniant  ou  en  diminuant  chaque  ordonnée  de 
celle  droite  de  la  valeur  que  prend  y^  pour  l'abscisse  correspon- 
dante. 

Soit  x  =  0?  une  abscisse  pour  laquelle  ?yj  est  positive,  et  A  le 
point  de  la  courbe  correspondante.  En  faisant  variera;  depuis  OP 
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jusqu'à  -\-yo  ^y^  diminue  depuis  AK  jusqu'à  0,  et  l'on  ol»licntun 
arCxVXqui  s'élend  indéfiniment  du  côté  des  x'  positifs,  et  qui  a 
D'J)  pour  asymptote.  Si  l'on  fait  variera;  depuis  x=zO?  jusqu'à 

E 

la  valeur  a:  =  —  v.,  qui  annule  le  dénominateur  Wx  -h  E,  y^^  va- 
riera depuis  i/^=AK  jusqu'à  H-oo  ,  et  on  obtiendra  un  autre  arc 
infini  AM,  qui  se  rapproche  indéfiniment  de  la  droite  LL'  parai- 

F 

lèle  à  l'axe  des  y  et  qui  a  pour  équation  x=z — ^-,  ou  Bx-hE=0. 

Cet  arc  AM  a  donc  L'L  pour  asymptote  du  côté  des  y  positifs. 
Les  deux  arcs  AN  et  AM  forment  l'une  des  branches  de  l'hyper- 
bole. 

Soit  a;=OP'  une  abscisse  pour  laquelle  y^  est  négatif,  et  soit 
A'  le  point  de  la   courbe  correspondant.  En  faisant  varier  x 

E 

d'abord  dea;=OP'  jusqu'à  x^z^ — ~,  y^  varie  depuis  A'K'  jus- 
qu'à —  3o  ;  puis  X  variant  de  a;  =  OP' jusqu'à  — oo  ,  y^  varie 
depuis  K'A'  jusqu'à  0,  et  on  obtient  ainsi  deux  autres  arcs  infi- 
nis, A'N'et  A'M',  dont  Tun  a  pour  asymptote  LL'  et  l'aufre  DD', 
et  dont  l'ensemble  forme  la  seconde  branche  de  l'hyperbole. 

Le  point  C  où  les  deux  asymploles  se  coupent  est  encore 
le  centre  de  la  courbe  ;  on  le  démontre  en  remarquant  que 

E  E 

a:  =  —  lY  est  l'abscisse  du  point  C,  et  que  pour  x=^  —  1^-  ±  // , 

les  valeurs  de  i/^  sont  égales  et  de  signes  contraires. 

196.  La  discussion  précôdenle  suppose  R^O.  SiRélaitnul, 
on  aurait 

d'où 

(î/  — Ma;4-N)(Ba;H-D)  =  0, 

équalion  qui  représente  les  deux  asymptotes  DD'  et  LL'  (fig.  84) . 
On  dit,  dans  ce  cas,  que  l'Iiyperbole  se  réduit  à  ses  deux  asymp- 

toles. 

Ri'MAUQUE.  —  Suivant  le  signe  de  R,  l'hyperbole  sera  située 
dans  les  angles  LCD  et  L'CD'  des  asymptotes  ou  dans  les  angles 
LCD'  et  DCL'. 
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197.    Soient  A  =  0   et   G  =  0,    L'équation  [1]    prend    la 
forme 

On  en  lire 

__      Dx-h  F 
y--      hx~hE' 

et,  en  effectuant  la  division  et  posant 

—  BDE-f-FB^ 


il  vient 


W  = 


y= 


B^ 


R 


D 


B  '   Ba;+E 


Par  une  discussion  tout  à  fait  analogue  à  celle  du  n°  195,  on 
voit  que,  si  l'on  a  R^O,  l'équation  représente  une  hyperbole 


VhA.   8". 


ayant  pour  asymptotes  la  parallèle  D'D  (fig,  85)  à  l'axe  des  x, 
dont  l'équation  est  yz=  —  -,  et  la  parallèle  LX  à  l'axe  des  ?/, 


dont  l'équation  est  x  = 


La  courbe  sera  située  dans  les  angles  LCD  et  L'C'D',  ou  dans 
les  angles  LCD'  et  DCL,  suivant  le  signe  deR. 

Si  R:=0,  l'équation  représente  les  deux  asymptotes  DD'  et 
IL'. 
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Exemples.— I.  Soit  Téquation 

x'-\-2xy  —  ^y  —  ùX—\=0', 
on  en  tire 

_  —  g;-  +  5.r  4-  i  _      ,      ,  ,    .  5 

Les  asymptotes  de  la  courbe  ont  pour  équations 

î/=r— |a;+l     et    X=:\. 

La  forme  et  la  position  de  cette  courbe  sont  indiquées  par  la  figure  80  ■ 

II.  Soit  l'équation 

x'-\-2xy-'OX  —  2y-h'^  =  0; 
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on  en  lire 


■  x^-i-ôx—'2 


lx+\. 


Fig.    80. 

La  division  se  faisant  exactement,  le  premier  membre  de  l'équation  proposée 
se  décompose  en  deux  facteurs,  et  Ton  a 

ce  qui  donne  les  deux  droites  représentées  par  les  équations 
y=: — ^x+\     et    X'.=  \. 
Ce  sont  les  asymptotes  del'liyperbole  représentée  par  la  figure  86. 

198.  Résumé.  —  En  résumé,  le  genre  hyperbole  comprend 
comme  variété  deux  droites  réelles  qui  se  coupent. 

199.  Hyperbole  équilatère.  —  On  nomme  ainsi  une  hy- 
perbole dont  les  asymptotes  sont  perpendiculaires  entre  elles. 
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L'hyperbole  équilatère  est,  par  rapport  aux  hyperboles,  ce  que  le 
cercle  est  par  rapport  aux  ellipses. 

Les  coefficients  angulaires  des  asymptotes  étant  donnés  (169) 
par  l'équation 

Crt^+Br/-HA:=0,  [5] 

pour  qu'elles  soient  perpendiculaires,  il  faut,  dans  le  cas  de^ 
axes  rectangulaires,  que  le  produit  des  racines  a'  et  ft"  de  cette 
équation  soit  égal  à  — 1,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

A=— C. 

Dans  le  cas  des  axes  obliques,  on  doit  avoir  (94) 

\-^[a'-\-a")  coseH-aV:=:0, 

B  A 

ou,  en  vertu  des  relations  a' -\-(i!'=.  —  -^  et  a'a"= — j^, 

A-}-Cr=BcosO. 

Quand  ces  conditions  sont  remplies,  on  a  B^  —  4AC>0,  et 
par  conséquent  l'équation  représente  une  hyperbole  équilatère 
ou  deux  droites  rectangulaires. 

SOO.  Remarques  sur  les  asymptotes  de  Thyperbole.  — 

Lorsque  C  =  0,  l'équation  [5]  a  une  racine  infinie  et  par  suite 
l'une  des  asymptotes  est  parallèle  à  l'axe  des  y.  Si  A  =  0,  elle  a 
une  racine  nulle,  et  l'une  des  asymptotes  est  parallèle  à  l'axe 
des  j:.  Ainsi,  lorsque  dans  l'équation  d'une  hyperbole  le  carré 
de  l'une  des  variables  manque^  la  courbe  a  une  asymptote  \)aral- 
lèle  à  l'axe  de  même  nom  que  la  variable  dont  le  carré  manque. 
Par  exemple,  si  c'est  le  terme  en  x^  qui  manque,  l'une  des 
asymptotes  est  parallèle  à  l'axe  àcsx  ;  et  si  les  deux  carrés  man- 
quent à  la  fois.,  les  deux  asymptotes  sont  parallèles  aux  axes. 

Si  le  terme  du  premier  degré  de  l'une  des  variables  manque 
en  même  temps  que  le  carré  de  cette  variable,  Paxe  de  même  nom 
est  asymptote  de  la  courbe.  En  effet,  supposons  d'abord  que 
l'on  ait  simplement  C=:0.  L'équation  [1]  se  réduit  à 

Ax^  ^-  ]\xy -\-dx-hEy  -{-  F=rO  ; 

et  en  appliquant  la  méthode  propre  à  obtenir  les  asymptotes  pa- 
rallèles à  l'axe  des  îj,  c'est-à-dire  en  divisant  cette  équation  par 
?/,  et  faisant  ensuite  y  =  co  ,  il  vient 

Bx-^-E=0, 
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pour  l'équalion  de  l'asymptote  parallèle  à  l'axe  des  y.  Si  main- 
tenant on  suppose  E  =  0,  cette  équation  se  réduit  à  x  =  0,  et 
représente  l'axe  des  y.  Ainsi,  lorsque  dans  l'équation  d'une  hy- 
perbole le  terme  du  premier  degré  en?/ manque  en  mèmelemps 
que  le  carré?/,  celte  courbe  a  pour  asymptote  l'axe  des  y.  Lors- 
que, au  contraire,  ce  sont  le  terme  en  x^'  et  le  terme  en  x  qui 
manquent,  c'est  l'axe  des  x  qui  est  asymptote.  Entin,  lorsque 
l'équation  de  l'hyperbole  ne  renferme  que  le  terme  en  ay  et  un 
terme  tout  connu,  les  axes  des  coordonnées  sont  les  asymptotes 
de  la  courbe. 

L'équation  d'une  hyperbole  rapportée  à  ses  asymptotes  est 
donc  de  la  forme 

xy  =  k* 

Toutes  ces  remarques  sont  d'ailleurs  confirmées  par  la  dis- 
cussion précédente. 


SOI.  Genre  parabole,  caractérisé  par  B^ — 4Â.C=:0.  — 

Dans  ce  cas,  on  a 

x'  désignant  la  \aleur  de  x  qui  annule  le  binôme  placé  sous  le 
radical 

11  y  a  trois  cas  à  considérer  : 

r^BE  — 2CD>  0.  Soit  EF 
(fig.  87)  le  diamètre  représenté 
par  l'équation 


y 


Kx-^E 


2C 


Si  Ton  fait  j;  =  it;',  on  a  ?/  =  0. 
Pour  celte  valeur  de  a;,  l'or- 
donnée de  la  courbe  est  donc 
égale  à  celle  du  diamètre  EE. 
SoitOP=:.r'  ;  le  point  A  du  diamètre  Ei^',  qui  correspond  à  celle 
abscisse,  est  donc  le  point  où  la  courbe  coupe  ce  diamètre.  Pour 
toute  valeur  de  x  plus  petite  que  x',  Y  est  imaginaire,  tandis  que 
pour  toute  valeur  de  x  depuis  a;' jusqu'à -h oo  ,  Y  est  réel.  Donc 
la  courbe  n'a  aucun  point  à  gauche  de  la  parallèle  AP  à  l'axe 
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des  y,  dont  réqualion  est  x=x';  mais  elle  s'étend  indéfiniment 
du  côté  des  x  positifs,  en  présentant  la  forme  indiquée  par  la 
figures?. 

Exemple.  —  Soit  Téquation 


on  cil  tire 


y  =  x+  \-±:'^x 


La  courbe  coupe  le  diamètre  qui  a  pour  équation  y:=x-h\,  au  point  dont 
les  coordonnées  sont  a;=;2,  î/  =  o;  elle  n'a  pas  de  points  à  gauche  de  la  pa- 
rallèle à  l'axe  des  y  qui  a  pour  équation  a;  =  2  ;  elle  est  illimitée  dans  le  sens 
des  a;  positifs.  Sa  forme  et  sa  position  sont  représentées  par  la  figure  87. 

2°  BE  — 2CD<0.  Dans  ce  cas,  la  courbe  n'a,  au  contraire, 

aucun  point  à  droite  de  la 
parallèle  AP  (fig.  88)  à  l'axe 
des  y,  qui  a  pour  équation 
x=.x\  mais  elle  s'étend  in- 
définiment du  côté  des  x  né- 
gatifs. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 
x^—  'Ixy-h  y--h  ^x  —  '2y—  i—  0  ; 

on  en  tire 

Fig.    88. 


y=^x  +  \±:^—x-\-  '2. 

La  courbe  coupe  le  diamètre  qui  a  pour  équation  y=^x-{- 1  au  point  qui  a 
pour  coordonnées  a;=:2  et  î/  =  5;  elle  n'a  pas  de  points  à  droite  de  la  paral- 
lèle à  l'axe  des  y  qui  a  pour  équation  x^'l;  elle  est  illimitée  du  côté  des  x 
négatifs.  Sa  forme  et  sa  position  sont  représentées  par  la  figure  88. 

5*^  Enfin,  si  BE  —  2CD=0,  on  a  alors 

et  Ton  voit  que  Y  est  réel,  nul  ou  imaginaire,  suivant  que  la 
quantité  placée  sous  le  radical  est  positive,  nulle  ou  négative. 
Dans  le  premier  cas,  l'équation  [1]  représente  deux  droites  pa- 
rallèles au  diamètre  EF;  dans  le  second,  deux  droites  qui  se 
confondent  avec  le  diamètre  EF  ;  dans  le  troisième,  deux  parai* 
lèles  imaginaires. 
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Remarque.  —  A  cause  de  B'  —  4AC=  0,  on  a 

(BE  — 2CD)^=:4C(AE^  — BDE-hCD^). 

Nous  verrons  bientôt  l'utilité  de  cette  remarque. 

20S.  Cas  particulier.  —  Supposons  G  =  0,  auquel  cas  on 
doit  avoir  en  même  temps  B^=0  à  cause  de  la  relation 
B^ — 4AC=::0.  L'équation  prend  alors  la  forme 

Ax2  +  D^-HE|/-f-F  =  0,  [6] 

d'où 

Ax'4-Da;-f-F  A  .         .  , 

x'  et  x"  désignant  les  racines  de  l'équation 

Lorsque  —  t^  est  positif,  l'équation  [6]  représente  l'une  des  trois 
paraboles  MAN  (fig.  89),  M'A'iN'  ou  M"A"N"  suivant  que  les  racines 


1-ig.  89. 

x!  et  ic"  sont  réelles  et  inégales,  réelles  et  égales,  ou  bien  imagi- 
naires. Ces  trois  courbes  ont  pour  diamètre  la  parallèle  AA'  à 

l'axe  des  î/,  qui  a  pour  équation  x= — ^ 

A  .      ,  .  .  . 

Lorsque  — r,  est  négalif,  l'équalion  représente  trois  paraboles 

égales  à  celles  indiquées  parla  figure  89,  mais  ayant  l'ouverture 
dirigée  du  côté  des  y  négatifs* 
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SOS.  Résumé.  —  En  résumé,  le  genre  parabole  comprend 
comme  variétés  deux  droites  parallèles,  réelles  ou  imaginaires, 
distinctes  ou  confondues. 

S04.  Discriminant.  —  Toute  cette  discussion  peut  é(re 
résumée  sous  une  forme  qu'il  est  utile  de  connaître. 

Les  résultais  obtenus  dans  chaque  cas  où  l'équation  osl  cam- 
pléle  dépendent  de  la  nature  des  racines  du  trinôme  placé 
sous  le  radical  dans  la  valeur  de  y  ;  et  la  nature  de  ces  racines 
dépend  elle-même  du  signe  delà  quantité 

(BE-2CD)*--(B^-.4AC)  (E^-4CF) 

que  Ton  peut  mettre  sous  la  forme 

C[AE^_BDE  +  CD2  +  F(B'-— 4AC)1 

ou  simplement 

CA, 

en  désignant  par  A  la  quantité  entre  parenthèses.  Quand  l'équa- 
tion est  incomplète,  le  résultat  dépend  encore  du  signe  de  la 
quantité  à  laquelle  se  réduit  A,  quand  on  y  suppose  nuls  les 
coefficients  des  termes  qui  manquent  cfans  l'équation  pro*- 
posée. 

Cette  quantité  A  se  nomme  le  discriminant  de  l'équation  du 
second  degré. 

Ainsi,  le  genre  et  l'espèce  d'une  courbe  représentée  par  une 
équation  du  second  degré  donnée  pourront  donc  se  déterminer 
par  les  signes  de  B^  —  4ÂG  et  de  A. 

On  peut  remarquer,  comme  moyen  mnémonique  déformer 
le  discriminant,  que  si  l'on  rend  l'cqualion  du  second  degré 

homogène  en  remplaç  mt  x  et  y  par  -  et  -  et  chassant  le  déno- 
minateur, qu'on  égale  ensuite  à  zéro  les  dérivées  partielles  du 
polynôme  ainsi  obtenu,  pai'  rapport  à  x,  à  y  et  à  z^  le  détrr- 
mincnit  de  ces  équations,  c'est-à-dire  le  dénominateur  com- 
mun des  valeurs  de  x,  y  et  z,  sera  précisément  le  discrimi- 
nant A. 

En  reprenant  la  discussion  faite  plus  liaut|,  on  reconnai- 
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tra  que  les  résultats  peuvent  être  réunis  dans  le  tableau  sui- 
vant : 

A>0  —  ellipse  réelle; 
B^  — 4AG<0  {  A=:0  —  ellipse  évanouissante; 
A«<0  —  ellipse  imaginaiie. 

A>0  —  hyperbole  réelle; 
C>0  ^  B^  — 4AC>0  (  A=0  —  deux  droites  concourantes, 
A<0  —  hyperbole  réelle. 

A>  0  —  parabole  réelle  ; 
R2_lAr 0  )  ^^^^  —  ^^"^  droites  parallèles,  réel- 
les ou  imaginaires; 
A<0  —  parabole  réelle. 

, .  o      r.     A^O  -—  hyperbole  ; 

A=0  —  deux  droites  concourantes. 


0 


B2_4AG  =  0    A>0  —  parabole. 


< 


Exemples.  —  Le  Iccleiir  pourra  s'exercer  à  construire  les  lignes  du  second 
degré  représentées  par  les  équations  suivantes  : 

Ax^  —  Axy  -{-y-  —  'dx-]-2y=z0, 

X'  —  Axy  H-  hj-  H-  2x-  —  %  —  4  =  0, 

X'  —  Axy  H-  %-  +  2.C  —  4î/  +  1  ==  0 , 

X-  —  Axy  +  4?/2  +  2a;  —  4y  -}-  6  =  0, 

^■2  _  ^2xy  —  Ay  4-  A  =  {), 

X'  —  xy  +  y  —  1  =  0, 
2a;-  —  'Ixy  +  y-  4-  2.i-  —  2/y  —  5  =  0 . 


g  2.  DU    CENTllE,  DES  DIAMÈTRES    ET  DES  AXES  DANS  LES   COURBES   DU 

SECOiND  DEGRÉ. 

S05.  Les  courbes  du  second  degré,  que  nous  venons  d'étu- 
dier d'une  manière  générale,  jouissent  de  nombreuses  propriétés 
dont  l'étude  a  fait  longtemps  l'objet  presque  exclusif  de  la  Gt'o- 

GIÎOM.    ANAL.    SONNKT    KT  FKONTERA  •  12 
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niétrie  analytique  à  deux  dimensions.  Pour  que  cette  étude  soit 
moins  compliquée,  on  emploie  l'équation  de  chaque  courbe 
réduite  à  sa  forme  la  plus  simple.  Or  cette  réduction  étant 
fondée  sur  les  propriétés  du  centre  et  des  diamètres,  nous  de- 
vons commencer  par  étudier  ces  propriétés. 

S06.  Du  centre.  —  Reprenons  l'équation 

f(x,y)  =  Ax'  -\-V>xy  -\-  Cy'  -hBx  -hEy  -h¥  =  0.         [1] 

Pour  que  cette  équation  représente  une  courbe  ayant  un  centre,  ^ 
il  faut  qu'en  prenant  ce  point  pour  origine,  les  termes  du  pre- 
mier degié  disparaissent  (fS7). 

Soient  .x\,  y^  les  coordonnées  du  centre;  si  nous  remplaçons 
X  par  X  -{-x^ei  y  par  |/  -h  î/^  dans  l'équation  [1] ,  il  vient 

Xx'  +  Bxy  ■-hCy'-\-f:(x,,  y,)x  +  f;j(x,,y,)y-{-f{x,,y,)=:0.  [2] 

Or,  pour  que  les  termes  du  premier  degré  disparaissent,  on 
doit  avoir 

ou 

2Xx,-+-By,-hD  =  0,    Bx,-h2Cy^-hE-^0.        [5] 

Ainsi,  les  équations  qui  déterminent  les  coordonnées  du  centie 
des  courbes  du  second  degré  s'obtiennent  en  égalant  à  zèw  les 
dérivées  du  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe,  prises 
tour  à  tour  par  rapport  h  x  ei  par  rapport  à  y,  et  dans  lesquelles 
on  a  substitué  x^  à  x  ei  y^h  y. 

En  résolvant  les  équations  [3),  on  obtient 

_  2CD— BE         _  2AE-BD 
^'  ~  B^— 4AC  '     '^'  ""  B^~  4AC 

Les  équations  [3]  sont  compatibles  lorsqu'on  a  B^ — 4AC^0, 
c'est-à-dire  dnns  le  eas  de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole;  elles  sont 
incompatibles  lorsqu'on  a 

\y  —  4kC=zO    et     2CD  — BE>0, 

c'est-à-dire  dans  le  cas  de  la  parabole.  Donc  Fellipse  et  lliyper- 
bole  ont  un  centre  et  la  parabole  n'en  a  pas. 
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Enfin,  les  équations  [5]  se  réduisent  à  une  seule  lorsqu'on  a 
en  môme  temps 

B'^  — 4ACr=0    et    2CD-BE  =  0, 

et  alors  il  existe  une  infinité  de  cenlrcs  situés  sur  la  droite  repré- 
sentée par  l'une  des  équations  [5],  en  y  considérant  x^^  et  y^ 
comme  des  coordonnées  courantes. 

Mais,  dans  ce  cas,  l'équation  [1]  représente  l'ensemble  de 
deux  droites  parallèles  (SOI,  5*"). 

Remarque.  —  Quand  on  regarde  x^  et  y^  comme  des  coordon- 
nées courantes,  les  équations  [5]  représentent  deux  droites. 
Suivant  que  ces  droites  se  couperont,  se  confondront  ou  seront 
parallèles,  la  courbe  représentée  par  l'équation  [1]  aura  un 
centre  unique,  une  infinité  de  centres,  ou  bien  elle  n'aura  pas 
de  centre. 

SO'S'.  Si  l'on  prend  le  centre  pour  origine,  l'équation  [2]  se 
réduit  à 

Ax'  -h  Bxy  H-  Cy'  -i-  j\x^ ,y,)-=0.  [i] 

Or,  si  l'on  multiplie  la  première  des  équations  [5]  par  x^^  la 
seconde  par  y^  et  que  Ton  ajoute,  on  trouve 

2Xx^'  H-  2Ba;,î/^  +  ^Cy,'  4-  Dx,  -{-  Ey,={} 
ou 

^lf(x,,y,)~Dx,-^Ey,-2F:==0, 
d'où  l'on  lire 


f(^nyi)= 


On  voit  que. dans  l'équation  [4J,  qui  représente  toutes  les  ellipses 
et  toutes  les  hyperboles  rapportées  à  leur  centre,  ainsi  que  les 
variétés  de  ces  courbes,  le  terme  indépendant  des  variables  est 
égal  au  terme  tout  connu  de  l'équation  primitive,  augmenté  de 
la  moitié  de  l'ensemble  des  termes  du  premier  degré,  dans  les- 
quels on  a  substitué  les  coordonnées  du  centre  aux  coordonnées 
courantes.  Désignons  ce  terme  par  — P  ;  l'équation  [4]  prendra 
la  forme 

Ax'-^Bxy-hCy'^^V. 
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Remarque.  —  Si  l'on  avait /'(.'r^,?/^  =0,  l'équation  [4]  repré- 
senterait deux  droites,  réelles  ou  imaginaires.  En  remplaçant 
x^  eiy^  par  leurs  valeurs  ci-dessus,  on  trouve  que  celte  condi- 
tion revient  à  A=  0,  comme  on  pouvait  s'y  attendre. 

SOS.  Diamètres.  —  Proposons-nous  de  trouver  l'équation 
du  diamètre  qui  divise  en  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
la  direction  y^=mx.  Ces  cordes  sont  déterminées  par  les  inter- 
sections des  droites  représentées  par  l'équation 

ijz=:mx-\-  ?i,  [5] 

dans  laquelle  m  est  constant  et  n  indéterminé,  avec  la  courbe 
f{x,y)  =  0.  Imaginons  qu'on  transporte  l'origine  en  un  point 
(x^^  y^)  de  l'une  des  droites  représentées  par  l'équation  [5]  ; 
cette  droite  passant  alors  par  l'origine  sans  avoir  changé  de 
direction,  son  équation  se  réduira  à 

y=zmx^ 

et  celle  de  la  courbe  deviendra 

f{x,-hx,y,-hy)=0. 

En  éliminant î/enire  ces  deux  dernières  équations,  il  viendra 

fix^  -H  ^5  l/i  +  ^^) = 0  ; 

ou,  en  développant  les  calculs, 

(Cm'4-Bm+A)a;'4-[/;K,?jj4-mf;(^,,!/J]a;-l-f(a;,,|/Ji=0,    [6] 

équation  dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  d'inter- 
section de  la  droite  considérée  avec  la  courbe  proposée.  Donc 
on  exprimera  que  la  nouvelle  origine  esl  le  milieu  de  la  corde 
déterminée  par  ces  nbscisses,  en  exprimant  qu'elles  sont  égales 
et  de  signes  contraires  ;  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

fx{Xnyi)-+-HiÀ^oyi)=^-  [7] 

Cette  relation,  étant  indépendante  de  n,  a  lieu  entre  les  coor- 
données des  milieux  de  toutes  les  cordes  parallèles  à  la  direc- 
tion donnée  ;  donc  elle  est  l'équation  du  diamètre  cherché,  en 
y  regardant  x^  et  y^  comme  des  coordonnées  courantes. 

En  supprimant  les  indices,  elle  revient  à  la  suivante 

(2Cî/  -t-  Bx  4-  E)w  -f-  Bî/  +  2Aa;  -f-  D  =:  0, 
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*  OU,  en  ordonnant, 

(2Cm  4-  B)?/  +  (Bm  +  1h.)x  4-  E?n  +  D  r=  0.  [8] 

Les  coefficients  de  ^  et  ?/  de  celte  dernière  équation  sont  les 
dérivées  f'^  et  f'y  des  termes  du  second  degré  de  l'équation  de  la 
courbe,  dans  lesquelles  on  remplace  x  par  1,  y  par  m;  et  le 
terme  constant  est  l'ensemble  des  termes  du  premier  degré, 
dans  lequel  on  a  opéré  la  même  substitution, 

A  chaque  système  de  valeurs  de  x^  et  de  y^  satisfaisant  à  l'é- 
quation [7]  du  diamètre,  correspond  une  corde  conjuguée,  et 
l'équation  [6]  donne  les  abscisses  des  deux  points  où  cette  corde 
rencontre  la  courbe.  Si  l'un  des  systèmes  de  valeurs  de  x^  et  de 
\j^  qui  satisfont  à  l'équation  [7],  vérifiait  en  même  temps  l'équa- 
tion fix^,y^)=:0,  la  corde  conjuguée  correspondante  devien- 
drait une  tangente;  car  l'équation  [6]  se  réduit  alors  àx*  =  0, 
c'est-à-dire  que  les  deux  points  d'intersection  de  la  corde  avec  la 
courbe  se  confondent  en  un  seul,  ce  qui  caractérise  une  tan- 
gente (139,  rem.). 

Nous  examinerons  successivement  les  particularités  que  pré- 
sentent les  diamètres  dans  les  trois  genres  de  courbes  du  second 


S09.  Ellipse.  ~  Tous  les  diamètres  passent  par  le  centre; 
car  les  équations  f^=^0  et  fy  =  0,  qui  donnent  les  coordonnées 
du  centre,  vérifient  l'équation  [7],  quel  que  soit  m.  (Si  l'on  fait 
riiypotlièse  m^=co  ,  après  avoir  préalablement  divisé  par  ??i,  l'é- 
quation du  diamètre  se  réduit  à  /J  =  0,  équation  qui  est  satis- 
faite par  hypothèse.) 

Tous  les  diamètres  rencontrent  F  ellipse  en  deux  points;  car, 
puisqu'on  a  B^— 4AG<0,  le  coefticient  de  a^Hlans  l'équation  [6] 
ne  peut  s'annuler  pour  aucune  valeur  réelle  de  m;  les  racines 
de  cette  équation  sont  donc  toutes  les  deux  finies;  elles  sont 
d'ailleurs  nécessairement  réelles,  puisque  la  courbe  est  fermée. 

Les  diamètres  peuvent  prendre  toutes  les  directions.  Car  le  coef- 
ticient angulaire  de  l'équation  [8]  est 


2Cm-l-B 
Si  on  l'égale  à  une  quantité  donnée  quelconque,  on  aura  une 
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équation  du  1^'  degré  en  m,  d'où  l'on  tirera  pour  m  une  valeur 
réelle.  Il  existe  donc  toujours  un  système  de  cordes  parallèles 
correspondant  à  une  direction  quelconque  donnée  pour  le  dia- 
mètre. 

SIO.  Hyperbole.  —  Tous  les  diamètres  passent  par  le  centre. 
Même  démonstration  que  ci-dessus. 

Les  diamètres  peuvent  prendre  toutes  les  directions^  excepté 
celles  des  asymptotes.  Supposons,  en  effet,  que  le  diamètre  dont 
le  coefficient  angulaire  est 

soit  parallèle  à  une  asymptote.  Les  directions  de  celles-ci  étant 
données  (169)  par  l'équation 

Cm^  +  Bm-{-A=rO,  [10] 

on  multipliant  cette  équation  par  2,  on  en  tire  aisément 

Bm  H-  2A 


2Cm-+-  B 


=  m, 


c'est-à-dire  que  les  cordes  conjuguées  sont  alors  parallèles  à  la 
même  asymptote;  ce  qui  revient  à  dire  que  la  droite  considérée 
ne  peut  plus  être  regardée  comme  un  diamètre.  Elle  passe  d'ail- 
leurs par  le  centre;  elle  n'est  donc  autre  chose  que  Pasymptole 
elle-même.  En  d'autres  termes,  plus  les  cordes  parallèles  appro- 
chent d'une  des  deux  directions  asymptotiqucs,  plus  le  diamètre 
qui  les  divise  en  deux  parties  égales  approche  de  se  confondre 
avec  l'asymptote  qui  a  cette  même  direction. 

Quand  le  diamètre  se  confond  avec  une  asymptote,  les  cordes 
conjuguées  deviennent  infinies,  comme  on  le  voit  par  l'équa- 
tion [6],  qui  perd  alors  son  premier  terme.  Mais  il  faut  hien 
remarquer  que  le  milieu  de  chacune  de  ces  cordes  est  alors  lui- 
même  à  l'infini,  et  que  dès  lors  on  ne  peut  admettre  que  des  va- 
leurs infinies  pour  x^  eiy^.  Snns  cette  remarque,  on  pourrait  être 
conduit  à  des  conséquences  erronées. 

Remarquiî.  —  Si  l'on  élimine  m  entre  les  relations  [7]  et  [10],  on  obtient 
l'équiition 

c(a;)— Bf.;/^+A(A;)^=o, 

qui  représente  l'ensemble  des  denx  asymplotes. 
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211.  Parabole.  —   Tous  les  diamètres  sont  parallèles.  En 
effet,  on  a  dans  ce  cas 

B2_4AC=0,    d'où    2A=^; 

en  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  du  coefficient  angu- 
laire du  diamètre,  on  trouve 

Bm+2A  B(2Cm  +  B)  B 


2C?n-f-B  "~       2C(2Cm4-B)  2G' 

quantité  indépendante  de  m. 

T) 

Toutefois  on  ne  saurait  donner  à  m  la  valeur  —  ^-r^,  laquelle 

2A 
équivaut  à  — ^,caralorsréquation[8]  se  réduirait  à Em-f-D=0, 

c'est-à  dire  que  le  diamètre  correspondant  serait  rejeté  à  Pin- 
fini,  à  moins  que  celte  dernière  relation,  laquelle  revient  à 
BE — 2CD:=::0,  uo  soil  satisfaite  d'elle-même,  auquel  cas  la  pa- 
rabole se  réduirait  (SOI,  o*")  à  deux  droites  parallèles  :  les 
droites  parallèles  aux  deux  premières  peuvent  alors  être  regar- 
dées comme  des  cordes  qui  les  rencontrent  à  l'infini,  et  le  dia- 
mètre qui  leur  correspond  est  une  parallèle  quelconque  à  ces 
mêmes  cordes  :  c'est  ce  qu'exprime  la  relation  [8] ,  réduite  ainsi 
à  une  identité. 

313.  La  tangente,  menée  à  la  coiirhe  par  F  extrémité  d'un  dia 

mètre,  est  parallèle  aux  cordes  que  ce  diamètre  divise  en  deux 

parties  égales. 

f 
En  effet,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  —  '-§,  et  le 

/y 

coefficient  angulaire  m  des  cordes  conjuguées  au  diamètre  re- 

f 
présenté  par  l'équation  [6]  est  aussi  égal  à  —  '-:^.  Donc  ces  deux 

ifj 

coefficients  sont  égaux  pour  les  mêmes  valeurs  de  x  et  y,  ce  qui 

démontre  le  théorème. 

213.  Diamètres  conjugués Dans  T  ellipse  et  dans  Ihyper- 

hole,  chaque  diamètre  a  son  conjugué. 

Soit  m' le  coefficient  angulaire  d'un  diamètre,  et  m  celui  des 
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cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales;  on  a  entre  m  cl  m' la 
relation 

ou 

2Gînm'-f-B(m4-m')-f-2A=:0;  [H] 

cl  cette  relation  est  aussi,  évidemment,  celle  qui  existe  entre  les 
cocfficicnls  angulaires  de  deux  diamcires  conjugués.  Or  elle 
est  du  premier  degré  et  symétrique  par  rapport  à  m  et  à  m'; 
donc  à  toute  valeur  réelle  de  m  correspondra  une  valeur  réelle 
de  m',  et  réciproquement  ;  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Dans  le  cas  de  l'ellipse,  on  peut  donner  à  m  une  valeur  quel- 
conque, et  on  a  une  valeur  correspondante  pour  m\  c'est-à- 
dire  qu'à  tout  diamètre  correspond  un  diamètre  conjugué; 
mais,  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  on  ne  peut  pas  donner  à  m 
les  valeurs  qui  déterminent  la  direction  des  asymptotes. 

Dans  la  parabole,  tous  les  diamètres  étant  parallèles,  il  n'y  a 
pas  de  diamètres  conjugués. 

Sf4.  Axes.  —  Pour  que  le  diamètre  représenté  par  ré(|ua- 
tion  [8]  soit  un  axe,  il  faut  qu'il  soit  perpendiculaire  aux  cordes 
qu'il  divise  en  deux  parties  égales;  donc,  en  supposant  les  axes 
coordonnés  rectangulaires,  il  faut  que  l'on  ait  (75) 

Bm+^A 


2Gm -f-B 
ou 


m= — \ 


Bm^H-2(A  — C)m— B==0.  [12] 

Les  racines  de  cette  équation  étant  réelles,  et  leur  produit  étant 
égala  — 1,  elles  déterminent  deux  directions  perpendiculaires 
entre  elles.  Comme  d'ailleurs,  dans  les  cas  de  l'ellipse  et  de  l'hy- 
perbole, aucune  de  ces  racines  n'annule  le  coefficient  du  terme  en 
x^  de  l'équation  [6],  à  chacune  d'elles  correspond  un  axe.  Donc 
rellipse  et  llnjperbole  ont  deux  axes  perpendiculaires  entre  eux. 

Dans  le  cas  de  1 1  parabole,  à  cause  de  B^—  4AC=:0,  les  racines 

2C  2A  B 

de  l'équation  [12]  sont  m'  =  + -^et  7n"  = —  It  "^  —  9?'  ^^ 

m"  annule  le  coefficient  du  terme  en  x^  de  l'équation  [6],  tandis 
que  m'  ne  l'annule  pas.  Donc  la  parabole  n  a  quiin  seul  axe;  ce 
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que  l'on  pouvait  prévoir,  puisque  dans  la  parabole  tous  les  dia- 

môlrcs  sont  parallèles. 

Le  coefficient  angulaire  des  cordes  correspondant  à  cet  axe 

2C  .  B 

étant  égal  à  -j-",  le  coefficient  angulaire  de  cet  axe  est  —  ^n*,  ce 

qui  devait  être  (Sff  ). 

315.  Ce  qui  précède  suppose  que  l'on  a  B^O.  Supposons 
B=:0,  A  et  G  différents  de  zéro,  auquel  cas  l'équation  [1]  re- 
présente une  ellipse  ou  une  hyperbole,  et  A^G.  Les  racines  de 
l'équation  [12]  sont  alors  m'  =  0,??i"  =  oo  ;  elles  déterminent 
deux  directions  parallèles  aux  axes  coordonnés;  et  comme  au- 
cune d'elles  n'annule  le  coefficient  du  terme  en  x^^  de  féqua- 
tion  [6],  il  en  résulte  que,  dans  le  cas  de  l'ellipse  et  de  l'hyper- 
bole, lorsque  V équation  ne  renferme  pas  le  rectangle  xy  des  va- 
riables, les  axes  de  la  courbe  sont  parallèles  aux  axes  coordonnés. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  lorsque  B=:0,  commeB^—4AG:==:0, 
il  faut  que  l'on  ait  en  même  temps  A=0  ou  C  =  0.  Si  l'on  a 
A=0,  les  racines  de  l'équation  [12]  sont  encore  m'=:0  et  m"=^  , 
et  c'est  encore  m'  qui  annule  le  coefficient  du  terme  en  x^^  de 
l'équation  [6];  et  il  en  résulte  que  l'axe  de  la  parabole  est  alors 
parallèle  à  l'axe  des  x.  Si  G  =  0,  il  est  parallèle  à  l'axe  des  y;  il 
est  donc  parallèle  à  l'axe  de  même  nom  que  la  variable  dont  le 
carré  manque. 

Enfin,  si  l'on  avait  Bi=0  et  A=:C,  l'équation  [12]  se  rédui- 
rait à  une  identité  et  il  y  aurait  une  infinité  d'axes,  ce  qu'on 
pouvait  prévoir,  puisque,  dans  ce  cas,  l'équation  [1]  représente 
un  cercle  (119). 

316.  Bésumé.  —  L'ellipse  et  l'hyperbole  ont  un  centre,  cl  la 
parabole  n'en  a  pas. 

L'ellipse  et  l'hyperbole  ont  deux  axes  perpendiculaires  entre 
eux,  et  la  parabole  n'a  qu'un  seul  axe. 

Enfin,  lorsque  le  rectangle  des  variables  manque  dans  l'équa- 
tion d'une  ellipse  ou  d'une  Inperbole,  les  axes  delà  courbe  sont 
parallèles  aux  axes  coordonnés;  et,  dans  le  cas  de  la  parabole, 
l'axe  de  cette  courbe  est  parallèle  à  l'un  des  axes  coordonnés. 

S17.  Remarques.  —  I.  L'équalion  [12]  montre  que  les  direc- 
tions des  axes  des  courbes  du  second  degré  ne  dépendent  que 
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des  coefficients  des  termes  du  second  degré,  ou  plus  exactement 
des  rapports  de  deux  d'entre  eux  au  troisième.  On  en  conclut 
que  si,  dans  les  équations  de  deux  courbes  du  second  degré,  les 
coefficients  des  termes  du  second  degré  sont  proportionnels,  les 
courbes  ont  leurs  axes  parallèles  chacun  à  chacun. 

lï.  On  obtient  l'équation  qui  donne  à  la  fois  les  deux  axes  en  remplaçant  ;lans 
Téqualion  [7]  le  coefficient  m  par  les  racines  de  Téquation  [12j.  Si  Ton  éli- 
mine m  entre  Téquation  ainsi  obtenue  et  Téqualion  [12],  on  obtient  l'équation 

B  {[;,)■' -2{k-c)r4;j-B{r,r  =  o,  [15] 

qui  représente  à  la  fois  les  deux  axes. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  le  coefficient  angulaire  de  l'axe  étant  —^^ 
l'équation  de  cet  axe  est 

A- 1:^  =  0.  [14]* 

III,  Lorsque  l'équation  proposée  représente  une  hyperbole,  l'éqnalion  ho- 
mogène 

Ax^  +  Bxy  +  ùf^O  [15] 

représente  les  deux  asymptotes,  ou  deux  parallèles  à  ces  asymptotes,  selon  que 
le  centre  est  ou  n'est  pas  à  l'origine  (1«9).  Or  l'équation  [12]  a  pour  racines 
(lOi)  les  coefficients  angulaires  des  bissectrices  des  angles  formés  par  les 
droites  que  représente  l'équation  [15];  donc  les  axes  de-  rhyperboîe  sont  les 
bissectrices  des  angles  des  asymptotes. 

Si 8.  Exemple.  —  Soit  l'équation 

<2x'i  —  Axy  -h  4î/2  _  2a;  —  8î/  4-  9  =  0. 
On  a  dans  ce  cas 

B2  — 4AG  =  -1G  et    a  =  -4-G4; 

donc  elle  représente  une  ellipse  réelle. 

Les  équations  f'x=  i,  flj  —  ^  qui  déterminent  le  centre  sont 

2.T— 2?/  — 1=0,   ^  — 2î/  +  2  =  0; 
on  en  tire 

X  =  5,     y  =  |. 

Telles  sont  les  coordonnées  du  centre  de  cette  ellipse. 
L'équation  générale  de  ses  diamètres  est 

4.^  _  4î,  _  2  +  m  (—  4a;  +  8t/  —  8)  =  0. 

La  relation  entre  les  coefficients  angulaires  de  ses  diamètres  conjugués  es! 

m'  =-. TT-    ou    2mm'--  [m  -f-  m')-j-  1  =  0. 

1 — 2m  ^  . 
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Enfin  les  coefficients  angulaires  de  ses  axes  sont  les  racines  de  l'équation 

1  —  m  ,  ^  ,       A 

771  —  — 1    ou   m^  -h  711  —  1  =  0; 


1  —  2?7l 


et  on  aura  leurs  équations  en  remplaçant,  dans  l'équation  des  diamètres  ci- 
dessus,  m  par  ces  racines. 


§  0.  RÉDUCTION  DE    l'ÉQUATION    DU    SECOIND    DEGRÉ   A    LA    FORME   LA    PLUS 
SLMPLE   PAR    LE    CHANGEMENT   DES    AXES    DE    COORDONNÉES. 

310.  Ce  que  nous  venons  d'établir  dans  le  paragraphe  pré- 
cédent relativement  aux  centres  et  aux  diamètres,  fait  entrevoir 
la  possibilité  de  réduire  l'équation  générale  du  second  degré  à 
deux  variables  à  des  formes  plus  simples,  et  permet  même  d'in- 
diquer pour  chacune  des  trois  courbes  la  forme  de  Téqualion 
réduite. 

En  effet,  l'ellipse  et  l'hyperbole  ont  deux  axes  perpendicu- 
laires l'un  à  l'autre  et  une  infinité  de  systèmes  de  diamètres 
conjugués.  Or,  si  l'on  rapporte  ces  courbes  à  leurs  axes,  chacun 
de  ces  axes  divisant  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles 
à  l'autre,  il  en  résulte  qu'à  chaque  valeur  de  l'une  des  coor- 
données correspondent  deux  valeurs  de  Tautre,  égales  et  de 
signe  contraire  ;  ce  qui  exige  que  l'équation  ne  contienne  que 
des  puissances  paires  de  x  et  de  y;  et  comme  elle  ne  cesse  pas 
d'être  du  second  degré,  elle  sera  de  la  forme 

Ma;^H-Nî/*=rP. 

Par  un  raisonnement  semblable,  on  prouve  que  les  équations 
de  l'ellipse  et  de  l'hyperbole  sont  aussi  de  cette  môme  forme 
quand  on  prend  pour  axes  coordonnés  deux  diamètres  conju- 
gués quelconques;  seulement  les  coordonnées  sont  alors  obli- 
ques. On  a  donc  ce  théorème  : 

L ellipse  et  rjiijperbole  ont  des  équatmis  de  même  forme  quand 
elles  sont  rapportées  à  leurs  axes  ou  à  deux  diamètres  conjugués 
quelconques. 

330.  La  parabole  a  un  seul  axe  et  une  infinité  de  diamètres 
parallèles.  Si  l'on  rapporte  la  parabole  à  son  axe  et  à  la  tangente 
au  sommet,  à  chaque  valeur  de  x  correspondent  deux  valeurs 
de  î/,  égales  et  de  signe  contraire.  D'ailleurs,  la  courbe  passe 
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par  l'origine.  L'équation  ne  peut  donc  contenir  que  des  puis- 
sances paires  de  y  et  ne  doit  pas  renfermer  de  terme  constant; 
elle  est  donc  de  la  forme 

Elle  serait  encore  de  cette  môme  forme  si  la  parabole  était 
rapportée  à  un  diamètre  quelconque  et  à  la  tangente  à  l'extré- 
mité de  ce  diamètre;  seulement  les  coordonnées  seraient  alors 
obliques.  On  a  donc  cet  autre  tbéorème  : 

Uéquation  de  la  parabole  conserve  la  même  forme  quand  on 
rapporte  cette  courbe  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet,  on  à  un 
diamètre  quelconque  et  à  la  tanijente  à  V extrémité  de  ce  diamètre. 

Mais,  avant  d'exécuter  ces  transformations,  il  sera  bon  de  s'as- 
surer que  l'équation  proposée  représente  une  courbe  ;  car  dans 
le  cas  contraire  elles  seraient  généralement  sans  intérêt. 

Sâf .  Réduction  de  l'équation  générale  dans  le  cas  de 
l'ellipse  et  de  l'hyperbole.  —  Pour  effectuer  cette  réduction, 
on  commence  par  rapporter  la  courbe  à  son  centre;  les  termes 
du  premier  degré  disparaissent  et  l'équation  se  réduit  à 

P  ayant  une  valeur  facile  à  calculer  par  la  règle  donnée  au 
n°  161. 

3S3.  Pour  faire  disparaître  ensuite  le  rectangle  xy  des  va- 
riables, on  prend  liabituellcment  pour  nouveaux  axes  coor- 
donnés les  axes  mêmes  de  la  courbe. 

A  cet  effet,  puisque  l'on  connaît  les  coefficients  angulaires  de 
ces  axes  (S14),  on  pourrait  calculer  les  angles  qu'ils  font  avec 
l'axe  des  x,  et  y  rapporter  la  courbe  par  une  simple  transforma- 
lion  de  coordonnées.  Mais  la  métliode  suivante,  bien  que  moins 
direc'e,  est  plus  simple  dans  la  pratique. 

Remarquons  que  l'on  peut  toujours  supposer  les  axes  coor- 
donnés actuels  rectangulaires  ;  car  s'ils  étaient  obliques,  on 
pourrait  commencer  par  rapporter  la  courbe  à  des  axes  rectan- 
gulaires, ce  qui  ne  changerait  pas  la  forme  de  l'équation  [5]. 
Cela  posé,  substituons  dans  cetle  dernière  équation,  à  la  place 
de  X  et  1/,  les  valeurs  données  par  les  formules 

a?  =  a;'cosa  — îy'sina,     ?/  =  a;'f^ina-|- i/'cosa,       [4] 
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qui  servent  à  passer  d'un  système  d'axes  rectangulaires  à  un 
autre  système  d'axes  rectangulaires;  il  viendra,  en  supprimant 
les  accents  des  nouvelles  variables  : 


Acos^a 

X'- 

—  2Âsinacosa]a;î/ 

4-  Asin^a 

4-Bsinacosa 

4-Bcos-a 

- 

-  B  sin  a  cos  a 

+  Csm^^a 

—  B  sin-a 
H-  2Csinacosa 

Gcos*a 

if  =  V 


[5] 


On  peut  disposer  de  a  de  manière  à  faire  disparaître  le  terme 
en  x\}  :  pour  cela  il  faut  poser 


ou 
d'où 


2Gsin  a  cos  a  H-  B  cos^a — B  sinV.  —  2A  sin  a  cos  7.  =  0, 
(A  — C)sin2a  — Bcos2a  =  0; 

tang2a= 


A  — C 

A  cette  tangente  correspondent  les  arcs 

2a,      2a-h7:,      2a-f-27:,      2a-f-57u,     etc., 
et,  en  en  prenant  la  moitié,  on  aura  pour  a  les  valeurs 

a,     a  +  |TC,      a -h  TU,      a-f-|7ï,      etc., 

qui  ne  donneront  réellement  qu'un  seul  système  d'axes  ;  mais 
on  pourra  prendre  l'un  ou  l'autre  pour  l'axe  des  x^  et  compter, 
sur  chacun  d'eux,  les  coordonnées  positives  dans  un  sens  ou 
dans  le  sens  contraire. 

Connaissant  a,  on  pourra  calculer  sin  a  et  cos  a,  et  substituer 
ces  valeurs  dans  l'équation  [5].  Mais  les  coefficients  de  X'  et  de 
if  pourront  s'obtenir  d'une  manière  simple.  En  les  nommant 
M  et  N,  on  a  en  effet 

M=Acos^a-hBsinacosaH-Csin^a, 

N=:  A  sin^a  —  B  sin  a  cos  a  -1-  G  cos^a. 


On  en  tire 

et 

On  a  d'ailleurs 


M-i-N=:A-+-C 
M  —  N==  (A  —  C)  cos  2a  H-  B  sin  2a.  [6] 

0  z=(A  —  C)  sin2a— Bcos  2a.  [7] 
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Ajoutant  membre  à  membre  les  carrés  des  deux  dernières  équa- 
tions, on  obtient 

(M_N)^z=:(A-C)^-f-B%     d'où    M~N=±v/(A-C)M^^ 

Si  l'on  convient  de  prendre  pour  2a  le  plus  petit  arc  positif 

qui  correspond  à  la  tangente  j—^,,  le  radical  devra   être   pris 

avec  le  même  signe  que  celui  de  B.  En  effet,  en  éliminant  cos2a 
entre  les  équations  [6]  et  [7],  l'équation  [6]  peut  s'écrire  ainsi  : 

Or  sin2a  est  toujours  positif,  ainsi  que  la  quantité  entre  pa- 
renthèses ;  donc  M  — N  et  B  sont  de  même  signe. 

Connaissant  M  -f-  IN  et  M  —  N,  on  en  déduira  immédiatement 
M  et  N  ;  ces  valeurs  seront  toujours  réelles;  la  transforma  lion 
dont  il  s'agit  sera  donc  toujours  possible,  et  l'équation  se  trou- 
vera ramenée  à  la  forme 

M^^-hNî/  =  P,  [8] 

comme  nous  l'avions  annoncé. 

Remarque.  —  Connaissant  tang  2a  := -,  on  peut  calculer 

tang  a,  et  on  trouve 


—  (A  — C)ihv/(A  — CP-+-B 
tang  a  =  — ^ '      ^^  ' 


B 

Ces  valeurs  sont  précisément  les  racines  de  l'équation  [12]  du 
n''  SI 4,  par  conséquent  les  coefticients  angulaires  des  axes  de 
la  courbe;  ce  qui  devait  être.  L'équation  [8]  est  donc  bien  celle 
des  ellipses  et  des  hyperboles  rapportées  à  leurs  axes. 

a 83.   Exemple.  —  Soit  réquatiou 

ox^  —  2xy  -[-if-\-Ax  —  '2y  —  ^—-0. 

On  â  B^  — 4AG=— 8,  et  A=-|-52.  Donc  elle  représente  une  ellipse  réelle. 
Les  coordonnées  du  centre  'oont  données  par  Jes  équations 

y^  —  x^  =  \,         ^yi-^^Xi——^. 
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On  en  tire 


et  par  suite 


On  a  d'ailleurs 


1  ^  1 

2/1  =  2        ^^        ^*  =  -2' 


P=:54-t/,  +  2^-,=-^. 


M+N=:l  +  3=:4,        et        M  — N  =  — v/(3  — l)--^  +  (-2)^^=2v/ii; 

d'où  M  — 2  +  v^2         et        n=2  —  \/^. 

L'équation  simplifiée  de  l'ellipse  représentée  par  Téquation  proposée  est 
donc 

(2-</2):r2  +  (2  +  v/2)?/^==^.       . 

Nous  avons,  conformément  à  la  régie  donnée  ci- dessus,  pris  le  radical  avec 
le  signe  —  parce  que  le  coefficient  de  xy  est  négatif. 

334.  La  règle  qui  sert  à  reconnaître  les  ellipses  et  les 
hyperboles  peut  être  appliquée  directement  à  l'équation  [8]. 
Mais  il  n'est  peut-être  pas  inutile  de  faire  voir  que,  non-seule- 
ment la  quantité  B^  —  4  AG  n'a  pas  changé  de  signe  par  la  trans- 
formation qui  a  été  effectuée,  comme  on  devait  s'y  attendre, 
mais  encore  que  cette  quantité  a  conservé  sa  valeur  numérique. 
En  effet,  on  a 

4.\]Nr=(M-i-N)^  — (M-N)^=(A-|-C)^-(A-C)^— B^^4ÂC— B^ 

par  conséquent, 

0  — 4MN  =  B'~4AC. 

M  et  N  seront  donc  de  môme  signe  ou  de  signes  contraires,  sui- 
vant que  l'équation  proposée  représentera  une  ellipse  ou  une 
hyperbole. 

335.  Équation  simplifiée  de  l'ellipse.  —  Dans  le  premier 
cas,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte,  en  changeant  tous  les 
signes  au  besoin,  que  M  et  N  soient  positifs. 

Si  F  est  positif,  on  pourra  poser 

^— L  N__l 
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et  en  divisant  l'équation  par  P,  elle  prendra  la  forme 

Dans  le  cas  où  l'on  aurait  a  =  b,  cette  équation  représente- 
rait un  cercle. 

Si  P  est  négatif,  l'équation  [8]  n'admettra  aucun  système  de 
valeurs  réelles  pour  x  eiij  ;  et  elle  représentera  une  ellipse  ima- 
ginaire. 

Si  P  =  0,  réquation  ne  sera  satisfaite  que  par  x  =  0  ci 
î/=0,  et  représentera  par  conséquent  un  point  :  l'origine  (nou- 
velle) des  coordonnées.  On  peut  dire  encore  qu'elle  r.^pri'sente 
deux  droites  imaginaires  conjuguées  dont  le  point  réel  commun 
est  l'origine. 

336.  Équation  simplifiée  de  l'hyperbole.  —  Dans  le  second 
cas,  on  pourra  toujours  faire  en  sorte  que  M  soit  positif.  Alors, 
si  P  est  positif,  on  pourra  poser 

'P~a'  P~      i'' 

et,  en  divisant  l'équation  (8]  par  P,  et  supprimant  les  accents, 
on  obtiendra 

a'       b'  ^    ^ 

Pour  a:  =  0,  on  a  î/  imaginaire,  et  pour  ?/  =  0,  on  a  a;  =  dz  ^  ; 
ainsi,  dans  ce  cas,  l'hyperbole  rencontre  l'axe  des  ^,  mais  ne 
rencontre  pas  l'axe  des  y. 

Si  P  est  négatif,  on  pourra  poser  : 

^- _i  ?— i 

V  ~"    a'  P  ""  b'' 

et,  en  divisant  l'équation  [8]  par  P,  on  obtiendra 

Pour;c  =  0,  on  a  \j^=.±b^  et  pour  îj  =  0,  x  est  imaginaire; 
ainsi,  dans  ce  cas,  l'hyperbole  rencontre  l'axe  des  y,  mais  ne  ren- 
contre pas  l'axe  des  x. 
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Si  P=  0,  on  tire  de  l'équation  [8] 


y=±x\J-l,  [12] 


valeurs  réelles,  puisque  M  et  N  sont  de  signe  contraire  ;  l'équa- 
tion [8]  représente  donc  alors  deux  droites  réelles  qui  se 
coupent  à  l'origine  des  coordonnées. 

S27.  Réduction  dans  le  cas  de  la  parabole.  —  La  parabole 
n'ayant  pas  de  centre,  on  ne  peut  pas  faire  disparaître  les  termes 
du  premier  degré,  mais  on  peut  faire  disparnitre  le  rectangle  xy, 
A  cet  effet,  substituons,  dans  l'éqnation  générale 

Ax'  -h  Bxy  -h  C?/  4-  Do;  +  El/ 4-  F=  0, 

à  la  place  de  x  et  i/,  les  valeurs  données  par  les  formules  [4]  ; 
en  supprimant  les  accents  des  nouvelles  variables  et  en  em- 
ployant les  mêmes  notations  qu'au  n*^,  222,  cette  équation  de- 
viendra 

Ma;^+Ny^+(E  sin  a  -h  D  cos  a)a;4-(E  cos  a — D  sin  a)î/+F=0,  [15] 
et  nous  aurons,  comme  plus  haut, 


M4-N  =  A  +  G,     M  — N=±V(A-C)*4-B^ 
et 

tang2a  =  ^. 

Mai  s  dans  le  cas  de  la  parabole  on  a  B*—  4  AC  =  0,  d'oùB'=4AC^ 
et  par  suite, 


M-N=.d:v/(A-C)'+4AG  =  ii::(AH-C); 

d'ailleurs 

M  +  N=AH-C; 

donc  l'un  des  coefficients  M  ou  N  doit  être  nul,  et  l'autre  égal  5 
A  -f-  C.  Ainsi,  dans  le  cas  de  la  parabole,  l'un  des  carrés  dispa- 
raît en  même  temps  que  le  rectangle  des  variables,  ce  qu'on 
pouvait  prévoir:  car,  puisque  B'  —  4AC=:0,  siB  =  0,  il  faut  que 
l'on  ait  en  même  temps  A  =  0  ou  C  =  0. 

GFOM  ANAL.  SONNET  LT  FRONTERA.  13 
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Supposons  B>0,  auquel  cas  il  faut  prendre  le  signe  -h  de- 
vant le  radical  ;onaN  =  OetM  =  A-|-G.  Si  nous  posons 

E  sin  a+ D  cos  a=D',     et    Ecosa  —  Dsina=E', 

l'équation  [15]  se  réduira  à 

Uy'-hT)'x-hE'ij-h¥=0.  [14] 

Celle-ci  pourra  représenter  toutes  les  paraboles  dont  les  axes 
sont  parallèles  au  nouvel  axe  des  x. 

Remarquons  qu'on  ne  peut  avoir  D'  =  0;  car  l'équation  pro- 
posée représenterait  alors  deux  droites.  Le  coefficient  M  ne  sau- 
rait être  nul  non  plus,  car  Féquation  cesserait  alors  d'être  du 
second  degré. 

S28.  Si  nous  transportons  maintenant  l'origine  en  un  point 
indéterminé  (^^  î/J,  en  remplaçant  dans  l'équation  [14]  x  par 
x-hx^eiy  par ij  4- 1/^,  il  viendra 


-t-    E' 


y-\-Wx-hMy,' 


et  si  l'on  prend  pour  x^  et  y^  les  racines  des  équations 

niy,-hE'=0,     Uy^'^Wx,-hE'y^-{-¥  =  0, 
d'où 

E'  E'^  — 4MF 


Vl  OM' 


2M'        '       mw 


on  fera  disparaître  le  terme  en  y  et  le  terme  indépendant  ;  et 
l'équation  [14]  se  réduira  à  la  forme 

Mf-{-Wx=zO, 

comme  nous  l'avions  annoncé.  Puisque  ni  M  ni  D'  ne  peuvent 
être  nuls,  les  valeurs  de  x  et  de  y  sont  toujours  finies  et  déter- 
minées. Cette  réduction  est  donc  toujours  possible  et  ne  l'est  que 
d'une  seule  manière,  les  axes   étant  rectangulaires .   Si    l'on 

pose  T|  =  —  2]},  on  en  tirera  enfin 

y'  =  '2px, 


REDUCTION  DE  L'EQUATION  DU  SECOND  DEGRÉ.  195 

équation  qui  représente  la  parabole  rapporœe  à  son  axe  et  à  la 
tangente  au  sommet.  Il  est  bon  de  remarquer  que  la  quantité 
2p  qu'on  nomme  le  imramètre  de  la  parabole,  est  indépendant 
du  terme  constant  F. 

:8t9.  Exemple.  —  Soit  l'équation 

On  trouve 

B^-  — 4AG  =  0    et    A=:l. 

Donc  elle  représente  une  parabole  proprement  dite. 
On  a  successivement 

2  v/2 

tang2a=-,  2a— 90%  a=45%  sina=:cosa=: ^  ;  et,  à  cause  de  B  <  0, 

v/2       v/2  v/2" 

M =2,  Nr=0,  D'r=:  —  2^  +  ^=:  —  ^.  L'équatiou  simplifiée  est  donc 

'2y^  —  ^x  =  0   ou    î/  =  y^x. 

230.  Remarques  sur  des  équations  de  forme  particu- 
lière. —  I.  Quand  une  équation  du  second  degré  se  présente 
sous  la  forme 

au^^hv^=c,  [1] 

a,b,c  désignant  des  constantes,  u  et  v  des  fonctions  linéaires 
par  rapport  à  x  et  y,  on  peut,  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes, reconnaître,  sans  aucun  calcul,  le  genre  et  l'espèce  de 
courbe  qu'elle  représente. 

S31.  Supposons  d'abord  que  les  droites  w  =  0  et  i;  =  0  se 
coupent  et  qu'on  les  prenne  pour  axes  nouveaux  de  coordonnées  ; 
leurs  équations  par  rapport  à  ces  nouveaux  axes  étant  alors 
a;'  =  0  et  y'  =  0,  les  fonctions  u  et  v  prendront  des  valeurs  de  la 
forme  mx'  et  nif,  m  et  n  désignant  deux  facteurs  constants,  et 
l'équation  [1]  deviendra 

am^  x'^^  ~h  bn-  y'^^  =  c. 

Or  cette  dernière  équation  représente  une  ellipse  ou  une  va^ 
riété  de  l'ellipse,  une  hyperbole  ou  une  variété  de  l'hyperbole, 
rapportée  à  un  système  de  diamètres  conjugués,  selon  que  a  et  b 
sont  de  même  signe  ou  de  signe  contraire  (222).  Donc  l'équa- 
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lion  [1],  dans  les  mêmes  hypothèses,  représenle  une  ellipse  ou 
une  hyperbole  ayant  les  droites  w  =  0,1;  =  0  pour  diamètres 
conjugués  et  leur  intersection  pour  centre. 

Lorsque  les  droitesM  =  0  et  î;  =  0  sont  parallèles,  on  ne  peut 
pas  les  prendre  pour  axes  ;  mais  alors  les  coefficients  des  va- 
riables devant  être  proportionnels  dans  les  équations  de  ces 
droites  (80) ,  les  fonctions  u  et  i;  seraient  de  la  forme  A^'+By+C, 
Akx-\-Bhj  -\-C^^  et  l'équation  [1]  serait  une  équation  du  second 
degré  par  rapport  à  la  fonction  Aa?  +  Bîj  ,  et  représenterait 
deux  droites  (réelles  ou  imaginaires)  parallèles  à  la  direc- 
tion Ao;  H- Bî/=:0. 

S3S.  II.  On  voit  à  l'aide  des  mêmes  considérations  qu'une 
équation  du  second  degré  de  la  forme 

iw  =  k  [2] 

représente  une  hyperbole  ayant  pour  asymplotes  (193,  II)  les 
deux  droites  w=0  et  i'=0,  ou,  si  ces  droites  ne  se  coupent 
pas,  deux  parallèles  (réelles  ou  imaginaires). 
L'équation  [2]  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 

il  en  résulte  que  lorsqu'elle  représenle  une  hyperbole  propre- 
'ment  dite,  les  droites  w  +  î^  =  0,  m  —  v  =0,  sont  deux  dia- 
mètres conjugués,  et  leur  intersection  est  le  centre  de  cette  hy- 
perbole. 

S33.  IIÏ.  Enfin,  on  voit  de  même  que  toute  équation  du  se- 
cond degré  de  la  forme 

aii'-{-bv  =  0  [3] 

représente  une  parabole,  ou  deux  droites  parallèles  (réelles  ou 
imaginaires),  selon  que  les  droites  u=0^  î;=r:Ose  coupent  ou 
sont  parallèles.  Dans  le  premier  casîf  =  0  représente  un  dia- 
mètre de  la  parabole  et  «^  =  0  la  tangente  à  Textrémité  de  ce 
diamètre.  Ce  diamèlre  serait  l'axe  même  de  la  parabole,  si  les 
droites  m=0,  v  =  0  étaient  perpendiculaires  l'une  à  l'autre. 

^34.  IV.  On  peut  arriver  aux  mêmes  résultats  par  une  autre 
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méthode  qu'il  est  bon  de  connaître,  quoiqu'elle  soit  moins 
simple  que  la  précédente.  Si  l'on  coupe  la  courbe  représentée 
par  l'équation  [1]  par  une  parallèle  u:=h  h  la  droite  u  =0,  on 
trouve  pour  v  deux  valeurs  égales  et  de  signe  contraire.  Il  en 
résulte  que  les  cordes  de  la  courbe  parallèles  à  la  droite  u=zO 
sont  divisées  en  deux  parties  égales  par  la  droite  v  =  0-  et  réci- 
proquement. Donc  les  droites  u  =  0  et  v  =  0  sont  deux  dia- 
mètres conjugués  de  cette  courbe,  laquelle  dès  lors  ne  peut 
être  qu'une  ellipse  ou  une  hyperbole,  et  leur  intersection  en  est 
le  centre. 

Quand  ces  deux  diamètres  conjugués  sont  tous  deux  réels, 
l'équation  [1]  représente  une  ellipse  ou  une  variété  de  l'ellipse, 
et  quand  l'un  est  réel  et  l'autre  imaginaire,  elle  représente  une 
hyperbole  ou  une  variété  de  l'hyperbole. 

On  discuterait  d'une  manière  analogue  les  équations  [2]  et  [5] . 

«35.  Il  peut  être  utile,  dans  certains  cas,  d'opérer  la  transformation  de 
coordonnées  indiquée  ci-dessus,  et  voici  alors  la  marche  à  suivre. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  d'un  point  M  rapporté  aux  anciens  axes  sup- 
posés rectangulaires,  pour  plus  de  simplicité.  Soient  kx  +  By-\-C  =  0, 
A'a:  4- B'î/ 4- C  =  0  les  équations  des  nouveaux  axes,  V  l'angle  qu'ils  font 
entre  eux,  x'  et  y'  les  nouvelles  coordonnées  du  point  M,  et/?  et  p'  ses  dis- 
tances aux  nouveaux  axes.  On  ap=ri/'sinV  et  q=ix'iimy,  ou,  en  remplaçant 
p  eiq  par  leurs  valeurs  (95), 

-^    — —  wsmV,     et     —        -^        -  —  a/smV. 

De  ces  deux  relations  on  déduit  les  valeurs  des  fonctions  Arc  +  Bt/  +  C, 
A'x  +  B'î/  +  C,  ou  seulement  celles  de  x  et  de  y,  et,  en  les  substituant  dans 
l'équation  proposée,  on  a  l'équation  de  la  courbe  rapportée  aux  nouveaux  axes. 

230.  Application.  —  Étant  donnée  l équation  générale  d'mie  parabole, 
trouver  son  axe  et  la  grandeur  de  son  paramètre. 
L'équation  générale  de  la  parabole  peut  être  écrite  sous  la  forme 

{ax  +  by)^-\-mx-\-ny-}-h=:0,  [1] 

puisque,  à  cause  de  B-  —  4AG  =  0,  les  termes  du  second  degré  forment  un 
carré  parfait;  et  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  droite  ax  +  by=:0  est  un 
diamètre  de  la  courbe  et  que  la  droite  mx -\- ny -\- h  =  0  est  la  tangente  à 
l'extrémité  de  ce  diamètre.  L'équation  [1]  peut  s'écrire 

{ax  -h  %  +  >.)^  +  (m  —  '2al)x  -\-{n~  1b\)y  -\-h  —  \^  =  {),        [2] 

X  désignant  un  paramètre  arbitraire.  On  peut  disposer  de  ce  paramètre  de 
manière  que  les  équations 

ax  +  by  +  \=z{)     ek     {m  —  1a>)x  +  [n  —  1b\)y  +  h~r-  =  ^      [3] 
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représentent,  la  première  un  diamètre  quelconque  delà  parabole,  et  la  seconde 
la  tangente  à  Textrémité  de  ce  diamètre.  Pour  avoir  Téquation  de  Taxe  de  la 
courbe,  il  faut  déterminer  X  de  manière  que  ces  deux  droites  soient  perpendi- 
culaires entre  elles,  ce  qui  donne  la  relation  (94) 

{m  —  '2al)a-^{n  —  '2bx)b  —  0,  [A] 

en  supposant  les  anciens  axes  rectangulaires.  Si  dans  les  équations  [5]  on 
remplace  x  par  sa  valeur  tirée  de  cette  relation,  on  obtiendra  les  équations  de 
Taxe  de  la  parabole  et  de  la  tangente  au  sommet. 

Pour  calculer  le  paramètre  2p  de  la  parabole,  remarquons  que  l'équation 
de  cette  courbe  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet  est  de  la 
forme  (»»8) 

Y* 

Y2=r'i;?X,    d'où    2/)=—, 

et  puisque  les  anciens  axes  sont  rectangulaires,  X  et  Y  sont  les  distances  d'un 
point  [x,  y)  de  la  courbe  aux  nouveaux  axes.  Donc,  en  remplaçant  X  et  Y  par 
ces  distances  (95),  on  a,  abstraction  faite  des  signes, 

{ax  +  hy  -j-X)^ 

^       {m  —  'iaX)x-h{n  —  '2hA)y  +  h  —  r- 
\J[m  —  2aX)»  +  (n  —  2&x)» 

et,  en  ayant  égard  à  l'équation  [2], 


_  si  [m  —  laxY  +  (n  —  'ihxY 


Remplaçant  X  par  sa  valeur  tirée  de  [4],  on  trouve,  toutes  réductions  faites, 

^         _,    an  —  hni 
2j9  =  ± j. 

On  doit  mettre  ih,  et  choisir  le  signe  de  manière  à  avoir  un  résultat  positif.  On 
peut  remarquer  que  ce  paramètre  est  indépendant  du  terme  constant  h  de 
l'équation  de  la  courbe. 

«3V.  Invariants  des  courbes  du  second  degré.  —  Ou  a  VU,  au  n«  324, 

que  lorsqu'on  passe  d'un  système  d'axes  rectangulaires  ù  un  autre  système 
d'axes  rectangulaires,  on  a 

M  +  N=i:A  +  G     et    0-4MN  =  B2  — 4AC, 

ce  qui  revient  à  dire  que  les  fonctions  A  4-  G  et  B-  —  4.AG  des  coefficients  des 
termes  du  second  degré  demeurent  constantes.  A  cause  de  cette  propriété,  ces 
fonctions  ont  reçu  le  nom  d'invariants. 

11  existe  également  des  invariants  quand  on  passe  d'un  système  d'axes  obli- 
ques à  un  autre  système  d'axes  obliques.  Pour  les  obtenir,  soit 

A.r2  +  B.x?/-}-Gî/'^  =  P  [4] 
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l'équation  d'une  courbe  du  second  degré  rapportée  à  des  axes  obliques  faisant 
entre  eux  l'angle  6.  Conservons  le  même  axe  des  x,  mais  prenons  pour  axe 
des  y  la  perpendiculaire  à  l'axe  des  x  menée  par  l'origine.  Les  formules  de 
transformation  qui  conviennent  à  ce  cas  sont  (64) 

^_^iSin6-i/iCOs6      ^^     y—   y^^ 


sinô  ^      sinô 

Soit 

A,x'-}-B,x,y,-hC,y,'=:V  [2] 

l'équation  transformée;  on  trouvera 

__Asin^ô  _Bsin6  — 2AsinÔcos6        _  Acos^6  — Bcos6  +  C 

et  l'on  en  tire 

A-BcosOH^    ^^   B,._4,,c.  =  £l=i^.     p] 
*        *  sm^ô  *  *  *  sm^ô  ■■  -■ 

Supposons  maintenant  qu'en  conservant  la  même  origine  on  ait  rapporté  la 
courbe  à  deux  axes  obliques  faisant  entre  eux  l'angle  6';  son  équation  sera  de 
la  forme 

X'x'  -\-  Wxy  -h  C'î/2  =  P'; 

et  si  Ton  opère  la  même  transformation  que  ci-dessus,  en  faisant  varier  seule- 
ment l'axe  des  y  pour  le  placer  perpendiculairement  à  l'axe  des  x,  en  appelant 
Ag,  Ba,  Cg  les  coefficients  des  termes  du  second  degré  dans  l'équation  trans- 
formée, on  arrivera  comme  plus  haut  aux  relations 

,        „       A'-B'cosô'  +  C      .     ^,       ...        B^-^-4A-C- 

Or,  les  coefficients  A^,  B^,  C^,  et  Ag,  B^,  Cg  se  rapportant  à  deux  systèmes 
d'axes  rectangulaires,  on  a  vu  que  l'on  avait 

A^  +  Cs^Ai  +  C,    et     B.J-4A,a,z=B?-4AiC4, 

donc  on  a  aussi 

A^—  B-cos6^  +  G^ _  A-  -  BcosO 4-C  B^^— 4AT/_B-^  — 4AG 

sin'^6'  sin-ô  sin'^ô'  sin-Ô 

Les  invariants  cherchés  sont  donc,  d'une  manière  générale, 

A_Bcosô  +  G        ,       B2  — MG 

r— ei      — T-TT — • 

sin-  ô  sin^  ô 

La  considération  des  invarianls  peut  être  utile  dans  diverses  questions. 
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g  4.  TANGENTES,  PÔLES  ET  POLAIRES  DANS  LES   COURBES  DU   SECOND 

DEGRÉ. 

S3I8.  On  a  vu  (14»)  que  si  Ton  rend  homogène  l'équation 
f(^jc,y)=^i)  d'une  courbe  algébrique,  en  y  remplaçant  x  eiy  par 

-  et  -,  l'équation  de  la  tangente  à  celte  courbe  au  point  [x^  ij) 

z       z 

peut  être  mise  sous  la  forme 

x/-;+Y/-;+z/-;=o,        .  [1] 

dans  laquelle,  après  les  calculs  indiqués,  il  faut  supposer  qu'on 
ait  remplacé  Z  et  :s  par  l'unité. 

Dans  les  courbes  dû  second  degré,  dont  l'équation  générale, 
rendue  homogène,  est 

Ao;^  -h  Bxij  -+-  Cf  -h  Dxz  +  Eyz  +  F:^^  =  0, 
on  a 

f;,=^'2Xx-{-By-^J)z,  /;=B^-4-2G?/+E;s,  f,=zDx-\-Ey-{-'2¥z; 

l'équation  de  la  tangente  au  point  x,y  est  donc 

\(^Xx-hBy^J)z)-hY(Bx^2Cy-hEz)-{-Z(dx-hEy-\-2Yz)=:0.   [2] 

En  faisant  7=1  et  z=:\,  on  l'écrit  ordinairement  sous  la 
forme 

X/;-i-Y/;-hDj;4-Ey  +  2F=:0.  [3] 

On  peut  remarquer,  en  mettant  x,  y,  z  en  facteurs  dans 
l'équation  [2],  qu'elle  est  symétrique  par  rapport  à  X,  Y,  Z  et  à 
X,  y,  z;  en  sorte  que  l'on  peut  encore  l'écrire 

4i-i-î/f;  +  ?/z=:0.  '    [4] 

S39.  Probi-ème.  —  Mener  une  tangente  à  une  coiirhedu  second 
degré  par  un  point  P  de  son  plan,  dont  les  coordonnées  sont 
a  et?>. 

Les  inconnues  de  ce  problème  sont  les  coordonnées  x  eiy 
du  point  de  contact.  Or  on  a  deux  relations  pour  les  détermi- 
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ner  :  l'équation  [2]  de  la  langente  au  point  x,  y  devant  être  satis- 
faite par  les  coordonnées  du  point  P,  on  a  d'abord 

a(2Aa;  +  Bî/-f-D)-f-p(Ba:-f-2Cî/+E)  +  Da;-hEi/-H2F:=:--:0;   [5] 

on  a  ensuite,  puisque  le  point  de  contact  est  sur  la  courbe, 

Ax^-{-'Bxij-hOif-hT)x-i-Ey^Y  =  0,  [6] 

et  le  problème  se  trouve  ramené  à  chercher  les  solutions  com- 
munes aux  équations  [5]  et  [6] .  L'une  de  ces  équations  étant  du 
premier  degré  et  l'autre  du  second,  il  ne  peut  y  avoir  que  deux 
solutions  au  plus;  par  conséquent, par  un  point  donné  dans  le 
plan  d\me  courbe  du  second  degré,  on  ne  peut  lui  mener  que  deux 
tangentes.  Nous  ferons  voir,  en  étudiant  séparément  chacun  des 
trois  genres  de  courbes  du  second  degré,  que  l'on  peut,  par  un 
point  donné  P,  mener  à  la  courbe  deux  tangentes  si  P  est  exté- 
rieur, une  seule  s'il  est  sur  la  courbe  même,  aucune  s'il  est  in- 
térieur. 

S40.  Corde  des  contacts.  —  Si  dans  l'équation  [5]  ci-des- 
sus on  considère  x  ei  y  comme  des  coordonnées  courantes,  elle 
représente  une  droite.  Les  solutions  communes  aux  deux  équa- 
tions [5]  et  [6]  sont  donc  les  coordonnées  des  points  où  cette 
droite  rencontre  la  courbe.  C'est-à-dire  que  la  droite  [5]  passe 
par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  du  point  P  ;  pour 
cette  raison  on  la  nomme  corde  des  co7itacts.  On  peut  donc  ré- 
soudre graphiquement  le  problème  du  numéro  précédent  en 
traçant  cette  corde,  et  déterminant  les  points  où  elle  coupe  la 
courbe  proposée. 

On  peut  remarquer  que  la  corde  des  contacts  reste  réelle  lors 
même  que  les  tangentes  issues  du  point  P  sont  imaginaires, 
parce  que  les  coordonnées  des  points  de  contact  sont  alors  ima- 
ginaires conjuguées  (84). 

24fi.  Pôles  et  polaires,— Lorsque,  par  un  point  Ppris  dans  le  plan  d'une 
courbe  du  second  degré,  on  lui  mène  deux  tangentes,  la  corde  des  contacts, 
laquelle  est  toujours  réelle,  comme  on  Ta  vu  (840),  prend  le  nom  de  polaire  ^i\r 
rapport  au  point  P,  qui  prend  le  nom  de  pôle.  Ces  dénominations  tiennent  à 
des  propriétés  analogues  à  celles  qui  ont  été  démontrées  pour  le  cercle  («  28  et 
suivants)  et  que  nous  allons  établir. 

,  Remarquons  d'abord  que,  a  et  ^  étant  les  coordonnées  du  pôle,  l'équation  de 
la  polaire  est 

cff'x  +  Wi,  -h  Da:  4-  Eî/  +  2F  =  0.  [7] 
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Cette  équation  étant  symétrique  par  rapporta  a,  p  et  à  x,  ?/,  on  peut  l'écrire 

<  +  î/5  +  Da  4-  Ep.  +  2F  ==  0.  [8] 

Si  le  pôle  P  est  sur  la  courbe,  l'équation  [8]  revient  à  l'équation  [3],  c'est-à- 
dire  que  la  polaire  n'est  autre  chose  que  la  tangente  au  point  P. 

Si  la  courbe  a  un  centre,  et  que  le  pôle  P  soit  en  ce  point,  comme  on  a 
alors  (a or») 

/•;=o    et    5  =  0, 

l'équation  [8]  se  réduit  à  Da  +  E!3  +  2F=  0,  relation  indépendante  des  coor- 
données courantes  x  et  y,  c'est-à-dire  que  la  polaire  est  alors  rejetée  à 
rinfini. 

248.  On  a  vu  au  numéro  précédent  comment,  étant  données  les  coordon- 
nées du  pôle,  on  obtient  l'équation  de  la  polaire.  On  peut,  au  contraire,  se  don- 
ner arbitrairement  l'équation 

y  =^mx-}-n  [9J 

de  la  polaire,  et  en  déduire  les  coordonnées  du  pôle.  En  effet,  les  équations  [8] 
et  [9]  devant  alors  être  identiques,  leurs  coefficients  doivent  être  proportion- 
nels, ce  qui  donne 

r.3  ^    fa  ^Da-f-E3  +  2F 
1        — m  — n 

ou 

/■'a  +  mfp^O,     et    n/-'p  +  Da  +  E!^  +  2F=:0, 

équations  du  premier  degré  qui  détermineront  a  et  p. 

La  première  de  ces  deux  relations  exprime  que  les  coordonnées  a  et  p  véri- 
fient l'équation  f3:-hmf'y=0  du  diamètre  dont  la  direction  est  conjuguée  à 
celle  de  la  droite  y  =mx-\-  n.  Par  conséquent  le  pôle  d'une  droite  est  sur  le  dia- 
mètre conjugué  à  la  direction  de  cette  droite. 

243.  Théouème  I.  —  Si  le  pôle  P  se  déplace  et  décrit  une  droite  D,  la  po- 
laire du  point  P  passe  constamment  par  un  point  fixe  qui  est  le  pôle  de  la 
droite  D. 

^o\iy=zmx  +  ?i  l'équation  de  la  droite  décrite  par  le  point  P  (a,  (i)  ;  la  polaire 
du  point  P  aura  pour  équation 

o-fx  +  Wy  +  Do;  +  Eî/  +  2F==  0  ;  [10] 

mais  les  quantités  a  et  P  vérifieront  l'équation 

P  =  ma+n. 

Les  coefficients  de  l'équation  [10]  sont  donc  liés  par  une  relation  linéaire, 
la  droite  [10]  passe  donc  par  un  point  fixe  (92).  Pour  obtenir  ses  coordonnées, 
remplaçons  daris  [10]  Tordonnée  p  par  sa  valeur  mx-fn,  il  viendra 

a  {fx  -\-  mf,,)  -h  nf,,  -f-  \)x  +  Ky  +  2F  =  0, 
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équation  qui,  devant  avoir  lieu  quel  que  soit  a,  se  partage  en  deux  autres 

tx-hmf'y^O    et    nfy-hDx-h^  +  ^^  =  0. 

Ces  équations  ne  diffèrent  des  équations  (9)  qu  en  ce  que  a  et  [i  y  sont  rem- 
placés par  X  et  y;  le  point  fixe  cherché  n'est  donc  autre  chose  que  le  pôle  de 
a  droite  y:=^mx  +  n. 

244.  Théorème  II.  —  Si  la  polaire  se  déplace  en  passant  constamment  par 
un  point  fixe.,  le  pôle  décrit  une  droite^  qui  est  la  polaire  de  ce  point  fixe. 

Soit  x^^  et  y^  les  coordonnées  du  point  fixe.  La  polaire  du  point  P  devant 
passer  par  ce  point,  ses  coordonnées  x^eiy^  doivent  satisfaire  à  l'équation  (7) 
de  la  polaire  du  point  P.  On  doit  donc  avoir 

af'x,  +  ^fy,  +  Da;,,  +  Eî/i  4-  2F  =  0 , 

équation  qui  n'est  autre  chose  que  celle  de  la  polaire  du  point  fixe  x^,  î/^. 

Corollaire.  —  La  droite  qui  joint  les  pôles  de  deux  droites  est  la  polaire  de 
leur  point  d'intersection;  car  le  pôle  de  cette  ligne  de  jonction  doit  se  trouver 
à  la  fois  sur  les  deux  droites  données. 

845  Théorème.  —  La  polaire  d'un  yoint  situé  dans  le  plan  d'une  courbe  du 
second  degré  est  le  lieu  du  conjugué  harmonique  du  pôle  par  rapport  aux  inter- 
sections de  la  courbe  avec  une  sécante  quelconque  menée  par  ce  pôle. 

Prenons  pour  origine  G  le  pomt  donné  ;  l'équation  de  la  courbe,  en  coor- 
données rectangulaires,  sera  ' 


*o' 


Aa;-2+Ba:î/  +  Cî/'^-hDa;4-E?/  +  F  =  0.  [1] 

Soit  a  l'angle  qu'une  sécante  quelconque  menée  par  l'origine  fait  avec  l'axe 
des  x  ;  et  désignons  par  p  la  distance  de  l'origine  à  Tun  des  points  où  la  sé- 
cante rencontre  la  courbe  ;  nous  aurons 

a;=:pcosa    et    î/  =  psina,  [2] 

et,  en  substituant  dans  (1), 

(G  sin'^  a  +  B sin  a cos  a  +  A  cos'^ a)  f  +  (E  sin a  +  D  cos  a)  p  +  F  =  0,    [3] 

équation  dont  les  racines  p'  et  f  sont  les  distances  du  pôle  aux  points  M' et  M" 
de  rencontre  de  la  sécante  avec  la  courbe. 

Désignons  par  z  la  distance  de  l'origine  au  conjugué  harmonique  0'  de  ce 
point  par  rapport  aux  deux  points  de  rencontre;  on  devra  avoir  (109) 


d'où 


1       i 

P      P 


2 


pp"        ^ 
ou,  en  mettant  pour  f'+p"  et  pour  p'p"  leurs  valeurs  tirées  de  (5), 


E  sin  5c  H-  D  cos  a 
_ 


0 


ou       E2Sina+D;2COSa4-2F=:::0.        [4] 
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Mais  si  X  et  Y  sont  les  coordonnées  du  point  0',  on  a,  puisqu'il  est  sur  la  sé- 
cante considérée,  à  la  distance  z  de  l'origine, 

X=:=:scosa     et     Y=:;ssina; 

par  conséquent,  l'équation  (4)  peut  s'écrire 

DX  +  EY  +  2F  =  0.  [5] 

Or  cette  équation  n'est  autre  chose  que  l'équation  (7)  dun°241,  dans  la- 
quelle on  a  fait  a  =  Oetê  =  0  ;  c'est-à-dire  (|ue  c'est  l'équation  de  la  polaire 
de  l'origine.  Le  lieu  du  point  0'  conjugué  du  point  0  est  donc  la  polaire  de  ce 
point;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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346.  Toute  courbe  du  second  degré  lient  être  considérée 
comme  le  lieu  des  points  dont  les  distances  à  un  point  fixe  et  à 
une  droite  fixe  sont  dans  un  rapport  constant. 

Pour  le  faire  Yoir,  il  faut  montrer  que  le  lieu  dont  il  s'agit  est 
une  courbe  du  second  degré  dont  l'équation  peut  toujours  être 
identifiée  avec  une  équation  donnée  du  second  degré  à  deux 
variables.  Soient  donc  d'abord  a  et  g  les' coordonnées  du  point 
fixe, 

a;  cos  0  4- î/ sin  ô  — p=:  0 

l'équation  de  la  droite  fixe,  et  k  le  rapport  constant  des  deux 
distances.  On  aura  par  la  définition  même  (lO  et  96),  les  coor- 
données étant  supposées  rectangulaires. 


\/{x  —  olY-^  {y  —  (>Y  =  ±k {x  cos 6  4-  î/  sin 0  —p)      [a] 
ou 

(x  —  aV  -f-  (y  —  P)'  —  fc'(.xcosO  -h  y  sinO  —  pf  =  0,    [b] 

équation  qui  est  bien  du  second  degré. 

Pour  l'identifier  avec  une  équation  du  second  degré  donnée 

Ax^-hBxy-{-ùf-+-Dx-h¥.y-h-¥  =  0,  [c] 

on  égalera  les  coefficients  des  termes  semblables  après  avoir 
multiplié  le  premier  membre  de  l'une  d'elles,  de  la  seconde  par 
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exemple,  par  un  coefficient  indéterminé  1.  On  obtient  ainsi  les 
six  relations 

[1]  i  —  k^cos^^  =  U,     2a  — 2/i;^pcose  =  XD,        [4] 

[2]         2Psinôcosez=XB,     23  — 2/c^]}sin8=:XE,        [5] 
[5]  1  —  k'  sm'  ô  =  aG,      a'  -h  ii'  —  ky  =z  aF,         [6] 

qui  serviront  à  déterminer  les  six  inconnues  a,  g,  /r,  ô,  p  et  X. 
Les  trois  premières  ne  contiennent  que  les  trois  inconnues  X, 
ô  et  k.  En  ajoutant  les  relations  [1]  et  [5],  on  trouve 

2  — /c^=X(Ah-G).  [7] 

En  les  retranchant,  au  contraire,  membre  à  membre,  on  en  tire 
cos2ô  en  fonction  de  X  et  de  k^;  or  la  relation  [2]  donne  de  même 
sin2ô;  on  en  éliminera  donc  aisément  2ô  ;  il  en  résulte  une  re- 
lation entre  X  et  k^  ;  éliminant  k^  on  aura  X.  Par  suite,  la  relation 
[7]  donnera  /c*,  et  la  relation  [2]  donnera  2ô  ;  d'où  6. 

Les  équations  [4],  [5],  [6]  ne  contiendront  plus  alors  que  les 
trois  inconnues  «,  p  et  p.  On  élimine  aisément  a  et  p  en  substi- 
tuant dans  [6]  leurs  valeurs  tirées  de  [4]  et  [5],  et  l'on  obtient 
ainsi  l'inconnue  p  ;  [4]  donne  alors  a,  et  [5]  donne  g. 

Si,  par  exemple,  on  opère  ainsi  sur  l'équation 

x^  —  2a;î/  H-  y'  —  2;r  —  2?/  -h  1  =  0, 
on  trouvera  successivement 

X=|,       G=45%      t=:\,       a=:l,      p  =  l,      p=l\j2. 

Le  point  fixe  (a,  g)  porte  le  nom  de  foyer;  la  droite  fixe 
a;cosô-|-î/sinô — p  =  0  porte  le  nom  de  directrice;  le  rapport 
constant  k  s'appelle  V excentricité,  lorsqu'il  est  différent  de  1  ; 
enfin  l'équation  [b]  se  nomme  Yéquation  focale  de  la  Courbe. 
Toute  droite  joignant  un  point  de  la  courbe  au  foyer  prend  le 
nom  de  rayon  vecteur, 

247.  L'invariant  B^  —  4AC  a  pour  valeur  dans  l'équation 
focale 

A(k'—i). 

La  courbe  appartiendra  donc  au  genre  ellipse,  au  genre  hyper- 
bole, ou  au  genre  parabole,  selon  que  l'on  aura 

k<\,     k>[     ou     k=i. 

Dans  les  deux  premiers  cas  on  obtient  deux  foyers,  à  chacun 
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desquels  correspond  une  directrice.  Dans  le  cas  de  la  parabole 
il  n'y  a  qu'une  directrice  et  qu'un  foyer.  Nous  reviendrons  sur 
ce  sujet  en  étudiant  séparément  les  trois  genres  de  courbes. 

248.  On  voit,  par  l'équation  focale  [a] ,  que  la  distance  cVun 
point  quelconque  de  la  courbe  au  foyer  est  exprimée  par  une 
fonction  rationnelle  et  linéaire  des  coordonnées  de  ce  point. 
Cette  propriété  remarquable,  indépendante  du  choix  des  axes 
(665 1),  peut  être  prise  pour  définition.  Dans  ce  cas,  voici  la 
marche  à  suivre  pour  déteripiner  les  foyers. 

Soient  aet  p  les  coordonnées  de  l'un  d'eux,  et  mx-hny-hh  la 
fonction  rationnelle  et  linéaire  des  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  la  courbe  qui  exprime  la  distance  de  ce  point  au  foyer. 
On  aura  par  définition 

\J{x  —  a.Y-{-(y  —  ?^Y  =  (mx  -h  ny  -+-  h) 
ou 

{x  —  œY-h{y—^Y—{mx-i-ny-hh)\  [8] 

Celte  équation,  devant  avoir  lieu  pour  un  point  quelconque  de 
la  courbe,  devra  être  identique  à  l'équation  donnée  de  la  courbe  ; 
et,  en  les  identifiant,  on  obtiendra  les  coordonnées  a  et  g  du 
foyer. 

Cette  équation  [8]  peut  être  mise  sous  la  forme  [b]  ;  il  suffit 
pour  cela  de  poser 

m  =  /i;cosO,    n=ksm^     et     hz=  —  Jqj  ; 
d'où 

tangô  =  -,   fe2  ;_- ^2  _j_  jj2    Q^    p=:         . 


Remarques.  —  I.  L existence  d'un  foyer  entraîne  l'existence 
d'une  directrice^  car  l'équation  focale,  pouvant  toujours  êlre  ra- 
menée à  la  forme  [b\  ou  [8] ,  exprime  qu'en  même  temps  qu'il  y  a 
un  foyer  (a,  (^),  il  y  a  aussi  une  directrice 

^  cos  Ô  4-  ?/  sin  ô  —  ]9  =  0     ou     wîo;  -H  7iî/  -H  /i  =1  0  ; 
et  que  les  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  à  ce  foyer 
et  à  cette  directrice  sont  dans  un  rapport  constant,  exprimé  par 

k    ou     \jm^-{-n^' 

II.  Il  résulte  de  la  Rem.  I  que  l'équation  de  la  directrice  qui 
correspond  à  un^foyer,  s'obtient  en  égalant  à  zéro  l'expression 
linéaire  des  rayons  vecteurs  issus  de  ce  foyer. 

III.  Une  courbe  qui  a  un  foyer  est  évidemment  symétrique 
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par  rapport  à  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  loyer  sur  la 
directrice  correspondante.  Donc  les  foyers  ne  peuvent  être  que 
sur  les  axes  de  la  courbe, 

1849.  L'équation  focale  est  souvent  utile  dans  la  résolution  des  problèmes. 
On  pourra  s'assurer  que  l'équation  de  la  tangente,  au  point  {x,  y),  peut  alors 
s'écrire  sous  la  forme 

(^_a)(X— a)-t-(î/— p;](X— P)  — ^2(^eos6-t-î/sinô— ;?)(Xcos  Ô+Ysin  G— p)=0. 

Théorème.  —  Si  par  un  point  V  (fig.  90),  pris  sur  la  direc- 
trice DD'  d'une  courbe  du  second  degré^  on 
mène  une  sécante  quelconque  PMM',  et  qu'on 
joigne  les  points  M,  M'  et  P  au  foyer  corres- 
pondant F,  la  droite  PF  sera  la  bissectrice  de 
V angle  MFN  formé  par  Vun  des  rayons  vecteurs 
MF  et  le  prolongement  de  l'autre  WF. 

Abaissons,  en  effet,  des  points  M  et  M'  sur 
la  directrice,  les  perpendiculaires  MQ  et  M'Q'  ; 
nous  aurons,  par  la  définition  même  de  la  di- 
rectrice et  du  foyer, 

mq_m;q'  MQ  _  MF 

MF  —  W     ^^     M'Q'  ~  M'F  • 
Mais  la  similitude  des  triangles  PQM  et  PQ'M'  donne 

MQ       MP 


Fig.  90. 


M'Q'      M'P* 

Il  en  résulte 

MP       MF 

M'P""M'F* 

Le  point  P  est  donc  sur  la  bissectrice  de  l'angle  extérieur  MFN 
du  triangle  MFM'. 

Corollaire.  —  Si  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du 
point  M,  l'angle  MFN  approche  indéfiniment  de  deux  angles 
droits  ;  ainsi  lorsque  M' se  confond  avec  M,  auquel  cas  la  sécante 
devient  tangente,  la  droite  PF  est  perpendiculaire  au  rayon 
vecteur  MF  du  point  de  contact.  On  peut  donc  dire  que  :  Si  Von 
joint  un  foyer  au  point  de  rencontre  d'une  tangente  quelconque 
avec  la  directrice  correspondante^  la  ligne  de  jonction  est  perpen^ 
diculaire  au  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 


CHAPITRE  YII 


PROPRIÉTÉS   PRINCIPALES   DE    L'ELLIPSE 


§    1.   —  AXES,  ORDONNÉES,  FOYERS  ET  DIRECTRICES. 


S50.  Axes.  —  On 


dire  ses  sommets. 

On  tire  de  l'équation  [1] 


a  vu,  au  n"  S25,  que  l'équation  de 
l'ellipse,  rapportée  à  son  centre 
et  à  ses  axes,  est  de  la  forme 


i-^t=i.      [Il 

Pour  î/  .=:  0  on  a  0^=  ±  a,  et 
pour  a;  =  0  on  a  ?/=  =b  b.  Ces 
\aleurs  déterminent  les  points 
A  et  A',B  et  B'  (fig.  91)  où  la 
courbe  coupe  les  axes,  c'esl-à- 


y' a' 


Si  l'on  fait  croître  x  depuis  0  jusqu'à  a,  on  voit  que  la  valeur 

de  ij  décroît  depuis  b  jusqu'à  0,  ce  qui  donne  l'arc  AMB.  Dans 

b^x 

le  même  intervalle,  la  dérivée  de  l'ordonnée  ?/'  = —  déK;roît 

ahj 

algébriquement;  donc  l'arc  AMB  tourne  sa  concavilé  vers  les  y 
négalifs  (153);  et  comme  la  courbe  se  compose  de  quatre  par- 
ties superposables,  à  cause  de  sa  symétrie  par  rapport  aux  axes, 
elle  est  tout  enlière  concave  vers  le  centre,  et  a  la  forme  indi- 
quée par  la  figure. 

Les  distances  a  et  &  de  l'origine  aux  points  où  la  courbe  ren- 
contre ses  axes  sont  ce  que  l'on  appelle  les  longueurs  des  demi- 
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axes  de  la  courbe.  Les  axes  entiers  ont  pour  longueur  2a  et  ^b. 
Les  demi-axes  a  et  è  étant  inégaux,  puisque  autrement  la 
courbe  serait  un  cercle  (13),  nous  supposerons  a  le  plus  grand; 
la  distance  AA'  sera  alors  le  grand  axe  de  l'ellipse;  BB'  en  sera 
le  petit  axe. 

Remarque.  —  Dans  une  courbe  à  centre,  on  nomme  rayon  toute  droite  qui 
joint  le  centre  à  un  point  de  la  courbe.  Le  plus  grand  rayon  de  Tellipse  ast  a, 
et  le  plus  petit  b,  ainsi  qu'il  est  facile  de  le  démontrer. 

«51 .  On  peut  calculer  les  coordonnées  d'autant  de  points  de  la  courbe  qu'on 
voudra,  sans  avoir  aucune  racine  à  extraire. 
Pour  cela,  il  suffit  de  poser 

'''  =  —^-Tl-1^2      et       ijz=±b. 


1-1- f-^  ^        —  ^'l-l-ii' 

formules  qui  vérifient  l'équation  [1]  indépendamment  de  t. 
En  y  faisant  croître  tâeOhl,  x  variera  de  a  à  0  et  ?/  de  0  à  &. 
Dans  le  cas  où  l'ellipse  serait  un  cercle  de  rayon  r,  les  formules  seraient 

S5S.  On  a  Yu  (S19)  que  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à 
un  système  de  diamètres  conjugués  est  de  même  forme  que  V équa- 
tion de  V ellipse  rapportée  à  ses  axes.  Il  en  résulte  que  1  équation 
d'une  ellipse  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués  dont  les 
longueurs  sont  2a'  et  '2b\  est 

a''        b''" 

Dans  ce  qui  suit,  nous  supposerons  toujours  Tellipse  rapportée  à 
ses  axes,  à  moins  de  prévenir  du  contraire. 

S53.  Ordonnées.  Théobème.  —  te  ordonnées  perpendiculaires 
au  grand  axe  sont  aux  ordonnées  correspondantes  du  cercle  décrit 
sur  cet  axe  comme  diamètre,  dans  le  rapport  du  petit  axe  au 
grand. 

Soient  ABA'  (fig.  92)  l'ellipse  considérée,  et  ACA'  le  cercle  dé- 
crit sur  le  grand  axe  AA'  comme  diamètre.  L'équation  de  ce 
cercle  est 

V-]-x^—a\ 
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\z=àzsja' 


Si  Ton  compare  cette  valeur  à  celle  de  l'ordonnée  de  rdlipsc 
donnée  par  l'équation  [2],  on  trouve  entre  les  valeurs  absolues 
de  ces  ordonnées  la  relation 


G.  Q.  F.  D. 


Fi-,  n. 


Remarques.  —  I.  Si  l'on  décrivait  un  cercle  sur  le  petit  axe 
comme  diamètre,  on  verrait  de  même  que  les  abscisses  de 

l'ellipse  sont  aux  abscisses  du 
cercle  qui  correspondent  aux 
mêmfs  ordonnées  comme  le 
grand  axe  est  au  petit. 

II.  Cette  propriété  fournit  un 
moyen  commode  de  construire 
l'ellipse  par  points.  Il  suffit  pour 
cela  de  décrire  un  cercle  sur  le 
grand  axe  donné  (fig.  92);  déme- 
ner les  ordonnées  NP,  NT',  etc. 
du  cercle,  et  de  les  diminuer  dans  le  rapport  deb  h  a;  les 
points  M,  M',  etc.,  ainsi  obtenus  sont  des  points  de  l'ellipse. 
On  en  pourra  construire  ainsi  autant  qu'on  le  voudra  ;  il  ne  res- 
tera plus  qu'à  faire  passer  une  courbe  continue  par  les  points 
obtenus. 

III.  Le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  s'appelle  quelquefois 
cercle  principal  ou.  homo graphique  de  l'ellipse. 

IV.  Si  l'on  fait  tourner  ce  cercle  autour  de  AA'  jusqu'à  ce  que 
son  plan  fasse  avec  celui  de  l'ellipse  l'angle  dont  le  cosinus  est 

-,  chaque  ordonnée  MP  de  Tellipse  sera  la  projection  de  l'ordon- 

née  correspondante  NP  du  cercle;  et  l'ellipse  elle-même  pourra 
être  considérée  comme  la  projection  de  ce  cercle.  Cette  considé-^ 
ration  est  souvent  utile,  et  permet  de  transporter  à  l'ellipse,  en 
les  modifiant  convenablement ,  la  plupart  des  propriétés  du 
cercle. 
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254.  Théorème.  —  Les  carrés  des  ordonnées  perpendiculaires  à 
run  des  axes  sont  entre  eux  comme  les  produits  des  segments  cor- 
respondants  formés  sur  cet  axe. 

On  a  dans  le  cercle  AGA'  (fig.  92) 

NP'  =  AP.AT    et    FF'^AP.Ar; 
d'où 

W_  _  AP.AT 

WF'  ""AF.A'P'* 

Mais,  en  vertu  du  théorème  précédent,  on  a 

MP'      WF'      „  ,     MP'        NP' 


d'où   ^:^^  = 


NP'      N'P'''  MT''      IN'P'' 

NP' 
Donc,  à  cause  du  rapport  commun  =1, 
»  rr  NT 

ffiP'  _  AP.AT 
MT^«""AP'.Ar' 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

On  le  démontre  aussi  très-facilement  à  l'aide  de  l'équation  de 
l'ellipse;  car,  si  y  et  if  sont  les  ordonnées  MP  et  MT'  correspon- 
dantes aux  abscisses  x  et  x'  (ouOP  et  OP'),  on  aura 

f=Ùci'-^')     et     y'^^=^,(a^^x'^); 


d'où 


ou 


y'-^—a'  —  x"' 


y* (a  —  x)(a  -{-  x) 

y^^~^(a  —  x')(a-{-x'y 

Or  a—x=\V^  «-i-a;===:A'P,  a--x'=AP',a-}-a;  =  A'P'.  Donc,  etc. 

S55.  Foyers.  —  On  peut  appliquer  à  l'équation 

a^       b^ 
la  méthode  exposée  au  n°  346  pour  la  recherche  des  foyers  et 
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des  directrices  de  l'ellipse.  En  identifiant  cette  équation  avec 
l'équation  focale 

[x  -  aY  -h  {y  —  [^Y  —  (mx  -\-  ny  -f-  hf  =  0,       [2] 

on  trouve  cinq  équations  de  condition  qui  déterminent  les  cinq 
paramètres  a,  p,  m,  n  et  h.  Mais  l'équation  [1]  n'ayant  pas  de 
terme  enxy,  l'équation  p]  ne  peut  lui  être  identique  que  si 
elle  en  manque  aussi,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

mn=:Oy   d'où  m  =  0   ou   îi  =  0. 

Il  résulte  de  là  que,  quand  l'ellipse  est  rapportée  à  ses  axes,  la 
distance  S  d'un  point  quelconque  M[x,ij)  de  la  courbe  à  un 
foyer  F(a,  g)  est  une  fonction  linéaire  crmie  seule  des  coor- 
données du  point  (S48).  Celte  remarque  et  celle  que  les  foyers 
sont  situés  sur  les  axes  (348, 111)  permettent,  dans  ce  cas, 
d'abréger  le  calcul. 

1856.  Soit  n=:0,  ce  qui  revient  à  supposer  S  fonction  li- 
néaire de  X  seulement,  et  supposons,  en  outre,  les  foyers  situés 
sur  l'axe  des  a?;  on  aura  p=::0  et 

^^=z{x  —  aY-hy\ 

Remplaçant  y*  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation  [1]  et  dévelop- 
pant, il  vient 

/«« ^2\ 

-2aX-\-b^-h<x\ 


Pour  que  S  soit  une  fonclion  linéaire,  il  faut  que  S'  soit  un 
carré  parfait  ;  et  pour  cela  il  faut  que  l'on  ait 

Ces  valeurs  de  a  étant  réelles,  puisqu'on  suppose  a  ";>  b,  elles 
déterminent  deux  foyers  situés  sur  le  grand  axe  de  Tellipse. 
Si  l'on  suppose  n  =  0  et  a  =  0,  on  trouve,  par  un  calcul serû  • 

blable  au  précédent,  p  =v^ft'^  —  a^  ;  et  ces  valeurs  de  p  étant  ima- 
ginaires, on  en  conclut  que  l'ellipse  n'a  pas  de  foyers  réols  sur 
son  petit  axe.  On  arrive  aux  mômes  résultats  en  supposant 
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m=0,  puis  successivement  g  =  0  et  a  =  0.  Donc  V ellipse  na 
que  deux  foyers  réels  situés  sur  son  grand  axe. 

Les  abscisses  de  ces  foyers  sont  a  =  ±:  yV  —  b^  ou  a  =  ±:  c, 
en  posant  pour  abréger  a^ —  b^z=:c\ 

Pour  les  construire,  il  suffit  de  décrire  du  sommet  B  du  petit 
axe  comme  centre  (fig.  95),  avec  un  rayon  égal  au  demi  grand 


L' 

H 

^. 

L 

G 

/>- 

IV 

l       F'            0 

F        JA 

D       X 

Fig.  95. 

axe  f/,  un  arc  de  cercle  ;  il  coupera  le  grand  axe  aux  points  F 
et  F',  qui  seront  les  foyers.  La  dislance  FF' =  2c  s'appelle  la 
distance  focale. 

257.  Pour  obtenir  les  expressions  des  rayons  vecteurs  MF 
et  MF',  il  faut  remplacer  successivement  dans  B%  a  par -h  c  et 
par  —  c.  En  remplaçant  a  par  -f-  c,  il  vient 


ex 


S*  ou  MF  =(  -  —  flj  ,    d'où    MF 
Cette  distance  étant  absolue,  on  prendra 
MF=a--, 


■=-(?-»)• 


attendu  que,  x  étant  tout  au  plus  égal  à  a,  et  c  étant  moindre 


ex 


que«,  le  terme—  est  toujours  moindre  que  a. 
En  remplaçant  a  par  —  c,  on  trouve  de  même 


m'=:a 


ex 


258.  Directrices.  —  On  a  vu  (S48,  II)  que  l'équation  delà 
directrice  qui  correspond  à  un  foyer  s'obtient  en  égalant  à  zéro 
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Texpression  des  rayons  vecteurs  issus  de  ce  foyer.  La  directrice 
qui  correspond  au  foyer  F  a  donc  pour  équation 

ex      ^  a* 

a =  (J     ou     0^=  —  ; 

a  c 

et  celle  qui  correspond  au  foyer  F', 

ex        ^  fl* 

a  c 

Pour  construire  la  directrice  correspondante  au  foyer  F,  pre- 
nez OH  =  fl  (fig.  93),  joignez  HF',  et  menez  IID  perpendicu- 
laire à  HF'  ;  la  perpendiculaire  DL  à  l'axe  des  x  sera  la  directrice 
demandée.  On  aura,  en  effet, 

^^  — OF'       c 

En  prenant  OD'  =  OD  et  en  menant  D'L'  perpendiculaire  à 
l'axe  des  x,  on  aura  la  directrice  qui  correspond  au  foyer  F'. 

»59.  Excentricité.  —  On  a  (fig.  95)  MG= x;  et  par 

c 

suite  on  en  déduit 

ex 
MF      ^^"7       e 


MG~a»  a 

X 

e 

c 
Donc  l'excentricité  de  Pellipse  est  égale  à  -,  c'est-à-dire  au 

rapport  de  la  distanee  foeale  au  grand  axe. 

Remarques.  —  I.  Comme  e  est  plus  petit  que  a,  il  en  résulte 
que  les  points  de  Fellipse  sont  plus  près  de  chaque  foyer  que  de 
la  directrice  correspondante. 

II.  Dans  le  cercle  les  axes  sont  égaux  ;  l'excentricité  est  nulle. 
Il  en  résulte  que  les  foyers  se  confondent  avec  le  centre,  et  que 
les  directrices  en  sont  à  une  distance  infinie. 

»60.  En  ajoutant  les  valeurs  de  MF  et  MF'  trouvées  ci- 
dessus,  on  obtient 

M^^4-MP--2a. 


AXES,  ORDONNÉES,  FOYERS  ET  DIRECTRICES.  215 

Donc  dans  l'ellipse  la  somme  des  rayons  vecteurs  est  égale  au 
grand  axe. 

Remarques.  —  I.  Cette  propriété  n'appartient  qu'aux  points 
de  l'ellipse.  Car  soit  d'abord  M' 
(fig.  94)  un  point  extérieur  à 
la  courbe;  si  nous  menons  M'F, 
MT  qui  rencontrera  l'ellipse  en 
un  point  M,  puis  FM,  nous  au- 
rons 

MM' H- M'F  >  MF, 

et  par  conséquent,  en  ajoutant 
de  part  et  d'autre  MF', 

M'F'  +  M'F>MF-hMF    ou    >2a. 

Soit,  en  second  lieu,  M"  un  point  intérieur  à  la  courbe;  joignons 
M"F,  M"F'  dont  le  prolongement  rencontre  la  courbe  en  un  point 
M,  et  FM  ;  nous  aurons 


ou 


M"F'  4-  M"F  <  M"F'  +  MM"  +  MF, 
M"P-|-M"F<MF'  +  MF    ou    <2a. 


Ainsi  un  point  est  hors  de  l'ellipse,  sur  rellipse,  ou  intérieur  à 
Fellipse,  suivant  que  la  somme  de  ses  distances  aux  deux  foyers 
est  supérieure^  égale  ou  inférieure  au  grand  axe. 

Nous  retrouvons  ainsi  la  propriété  de  l'ellipse  par  laquelle 
nous  avons  défmi  cette  courbe  au  n°  14. 

II.  La  propriété  précédente  permet  de  tracer  l'ellipse,  soit 
par  points,  soit  d'un  mouvement  continu,  quand  on  connaît  ses 
loyers  et  son  grand  axe,  ou  bien  ses  deux  axes. 

S61.  Cercles  directeurs.  —  Si,  de  l'un  des  foyers  F' comme 
centre,  avec  un  rayon  égal  à  2a,  on  décrit  une  circonférence, 
un  point  quelconque  M  de  l'ellipse  en  sera  distant  de  2a  —  MF', 
c'est-à-dire  d'une  quantité  égale  à  MF.  On  peut  donc  dire  que 
chaque  point  de  l'ellipse  est  également  distant  du  foyer  F  et  de 
cette  circonférence.  Il  en  serait  de  môme  de  la  circonférence 
décrite  du  foyer  F  avec  le  rayon  2a;  tout  point  de  l'ellipse  est 
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également  distant  de  cette  circonférence  et  du  foyer  F'.  Les 
deux  cercles  dont  il  vient  d'être  question  portent  le  nom  de 
cercles  directeurs. 

S63.  Ellipses  homofocales.  —Pour  que  deux  ellipses,  rap- 
portées à  leur  centre  et  à  leurs  axes,  soient  /lomo/bcai^s,  c'est-à- 
dire  aient  les  mêmes  foyers,  il  faut  et  il  suffit  que  la  distance 
du  centre  aux  foyers  soit  la  même;  ainsi  l'équation 


représente  toutes  les  ellipses  homofocales  de  l'ellipse 

X  étant  une  quantité  quelconque,  positive  ou  négative  ;  car  on  a 

§  2.  —  TANGENTE.  POLES  ET  POLAIRES.  NORMALE. 

S63.  D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n°  141,  le  coefficient  angu- 
bire  de  la  tangente  à  l'ellipse,  représentée  par  l'équation 

au  point  (x,  y),  a  pour  valeur 

—  i^    ou    m  = r-; 

fy  ^y 

et  l'équation  de  la  tangente  à  l'ellipse,  en  ce  point,  est 

équation  à  laquelle  il  faut  joindre  la  relation  [i]  qui  expiime 
que  le  point  est  sur  la  courbe. 
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On  peut  mettre  réquation  [2]  sous  la  forme 

\x       Yy       X-       if 


Par  conséquent,  en  vertu  de  l'équation  [1],  on  peut  écrire 

^  +  ^f  =  i;  (51 

telle  est  l'équation  de  la  tangente,  en  fonction  des  coordonnées 
du  point  de  contact. 

^  Remarques.  —  I.  On  obtient  encore  l'équation  [5]  en  rem- 
plaçant, dans  l'équation  générale  de  la  tangente  en  coordon- 
nées homogènes  (338) 

x/:H-Yf;H-zf;=o, 

fx^  f'yi  fz  P^r  leurs  valeurs  déduites  de  l'équation  [1]  de  l'ellipse, 
préalablement  rendue  homogène,  el  en  y  faisant  ensuite  z=  1 
etZ  =  l. 

II.  Au  sommet  du  petit  axe  on  a  ;r  =  0  et  î/=  &;  par  suite 
?n=  0  ;  la  tangente  en  ce  point  est  donc  parallèle  au  grand  axe. 
Au  sommet  du  grand  axe  onaic  =  aetî/  =  0;  par  suite  m=^  \ 
la  tangente  en  ce  point  est  donc  perpendiculaire  au  grand  axe. 

364.  Cherchons  le  point  où  la  tangente  rencontre  l'un  des 
axes  coordonnés,  l'axe  des  x  par  exemple.  Pour  cela,  il  faut 
faire  Y  =  0  dans  l'équation  de  la  tangente,  ce  qui  donne 

x^ 

quantité  facile  à  construire.  Mais  ce  quelle  offre  de  plus  remar- 
quable, c'est  qu'elle  est  indépendante  de  b,  c'est-à-dire  que  si 
l'on  décrivait  sur  le  môme  axe  AA'  (fig.  95)  différentes  ellipses 
ABA',  ACA',  AB'A',  etc.,  et  que,  par  les  points  M,  N,  M',  etc., 
qui  répondent  à  la  même  abscisse  a:,  on  leur  menât  des  tan- 
gentes, elles  iraient  toutes  rencontrer  l'axe  des  abscisses  au 
même  point  I. 

De  là  un  moyen  facile  de  construire  la  tangente  à  l'ellipse  par 
un  point  M  donné  sur  celle  coui  be.  En  effet,  parmi  les  diverses 


/ 

/_x^ 

N    W 

\/^^^^^ 

4> 

\ 

K  \ 

'''^ 

■<'A^ 

H^^::^. 

0  L  pa      A 

Fig.   95. 
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ellipses  qu'on  peut  décrire  sur  l'axe  AA',  se  trouve  le  cercle  ACA' 
qui  a  a  pour  rayon.  Si  donc  on  mène  l'ordonnée  MP,  qui,  pro- 
longée, rencontre  la  cir- 
conférence ACA'  en  N,  et 
que  par  ce  point  N  on 
mène  la  tangente  NI  à 
cette  circonférence ,  ce 
point  I  sera  aussi  le  point 
de  rencontre  de  l'axe  OX 
avec  la  tangente  en  M  à 
Tellipse  ;  et,  pour  obte- 
nir cette  tangente  ,  il 
suffira  de  joindre  MI. 

Au  lieu  de  se  servir  du  point  de  rencontre  de  la  tangente  avec 
l'axe  des  x,  on  pourrait  employer  le  point  de  rencontre  avec 
l'axe  des  î/;  la  construction  se  ferait  de  la  môme  manière,  à 
l'aide  de  la  circonférence  décrite  sur  le  petit  axe  comme  dia- 
mètre. 

S65.  La  même  propriété  fournit  le  moyen  de  mener  une 
tangente  à  l'ellipse  par  un  point  extérieur  H.  Car  soient  IM  et  IN 
les  tangentes  à  l'ellipse  et  au  cercle  de  rayon  a,  qui  répondent 
à  la  môme  abscisse.  Menons  l'ordonnée  IIR,  qui,  prolongée,  ren- 
contre en  K  la  tangente  au  cercle.  Comme  les  droites  IP,  IM,  IN, 
coupent  proportionnellement  les  parallèles  KHR  et  NMP,  on  a 

HR_MP_& 
KR~~NP~"â* 

Dès  lors,  si  Ton  prend  sur  le  grand  axe  la  longueur  RQ  égale 
à  i?,  et  la  longueur  RL  égale  \\  a,  si  l'on  joint  QH  et  qu'on  lui 
mène  la  parallèle  LK,  le  point  K  où  cette  parallèle  rencontrera 
RII  appartiendra  à  la  tangente  au  cercle.  En  effet, 

11R__RQ_6 
KR~"RL~â* 

Donc,  si  l'on  mène  par  le  point  K  la  tangente  au  cercle,  le 
point  ï  où  elle  rencontre  l'axe  OX  appartiendra  à  la  tangente  à 
l'ellipse:  ainsi,  pour  obtenir  cette  dernière,  il  suffira  de  joindre 
111.  Le  point  M  où  111  rencontrera  l'ordonnée  NP  du  cercle  sera  le 
point  de  contact  sur  l'ellipse. 
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266.  Autres  formes  de  l'équation  de  la  tangente  à  l'el- 
lipse. —  L'équation  de  la  tangente  à  l'ellipse  peut  être  nriise 
sous  d'autres  formes  qu'il  est  utile  de  connaître. 

I.  Équation  dhme  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée. 
Si  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  donnée  est  m,  on  a  pour 
déterminer  xeiy  les  relations 

b^x       ,     X*      II* 
a^y  a^      b^ 

d'où  l'on  tire  les  valeurs  de  x  eiy  qui,  substituées  dans  l'équa- 
tion [5] ,  donnent 


Y  =  m\±:yJa'ne-{-b\  [4] 

Ainsi  il  y  a  toujours  deux  tangentes  qui  satisfont  à  la  question. 
On  peut  aussi  obtenir  celte  équation  en  opérant  comme  pour 
le  cercle  (iS4) . 

Remarque.  —  On  trouve  pour  x  eiy  deux  couples  de  valeurs, 
qui  sont  égales  et  de  signe  contraire.  11  en  résulte  que  les  deux 
points  de  contact  sont  aux  extrémités  d'une  même  droite  pas- 
sant par  le  centre  de  la  ceurbe. 

II.  L'équation  de  Tellipse  rapportée  à  ses  axes  est  vérifiée  par 

x=:acos(^    et    i/ri^ôsincp, 

quelle  que  soit  la  valeur  de  l'angle  (p.  En  exprimant  de  cette  manière  les  coor- 
données xeltj  du  point  de  contact,  Tcquation  (4)  prend  la  forme 

X  Y 

-  cos  cp  4-  j  sin  o  =  1 ,  [5] 

et  représente  toutes  les  tangentes  à  l'ellipse  en  y  faisant  varier  9. 

Il  est  facile  de  démontrer  qu'en  chaque  point  de  l'ellipse  <p  est  l'angle  du 
rayon  du  cercle  principal  correspondant  avec  le  grand  axe  de  l'ellipse.  Cet 
angle  9  est  appelé,  en  astronomie,  anomalie  excentrique. 

m.  Enfin,  en  identifiant  l'équation  [3]  avec  féquation  d'une  droite  (86), 

Xcosa  4- Ysin  a— p=iO, 

on  trouve  que  l'équation  de  la  tangente  à  l'ellipse  peut  encore  être  mise  sous 
la  forme 

Xcosa  +  Ysin  a=r±  v'a'^cos-  a  4-  b'-Hiïi^ot..  [6J 

En  y  faisant  varier  a,  l'une  quelconque  de  ces  deux  équations  représentera 
toutes  les  tangentes  à  l'ellipse. 
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Remarque.  —  Il  importe  de  remarquer  que  les  équaHons  [3]  et 
[4]  ne  supposent  pas  que  les  axes  coordonnés  soient  rectangu- 
laires ;  elles  subsistent  donc  encore  lorsque  l'ellipse  est  rapportée 
à  un  système  de  diamètres  conjugués.  (Mais  il  n'en  est  pas  de 
même  des  équations  [5]  et  [6].) 

Ainsi,  l'équation  de  la  tangente  à  l'ellipse  (25S) 

x"       f       . 


au  point  {Xy  y)  est 

L'équation  de  la  tangente  parallèle  à  la  droite  Y  =  m\  est 


Xx     Yw      , 

1 — -  — i 

a"      b" 


Y—m\±sJa''m'-hb'\ 

S67.  Problème.  —  Mener  une  tangente  à  f  ellipse  par  un  point 
extérieur  (a,  g). 

L'équation  [5]  est  encore  l'équation  de  la  tangente  ;  mais  il 
s'agit  de  déterminer  les  coordonnées  x  eiy  du  point  de  contact. 

Pour  cela,  on  observe  que,  ce  point  étant  sur  l'ellipse,  ses 
coordonnées  satisfont  à  l'équation  de  la  courbe,  et  qu'on  a 

a'^  b' 

En  second  lieu,  le  point  donné  étant  situé  sur  la  tangente, 
ses  coordonnées  satisfont  à  l'équation  [5];  ainsi  on  a 

Ces  deux  équations  serviront  à  déterminera;  et  y.  En  éliminant 
l'une  de  ces  inconnues,  on  obtient  l'autre  par  une  équation  du 
second  degré;  ce  qui  montre  que  par  un  point  donné  passent, 
en  général,  deux  tangentes  à  l'ellipse.  On  pourrait  vérifier  que 
les  deux  solutions  sont  réelles  ou  imaginaires  suivant  que  le 
point  donné  est  extérieur  ou  intérieur  à  l'ellipse,  et  qu'elles  se 
réduisent  à  une  seule  quand  ce  point  est  sur  l'ellipse  môme. 
Mais  ces  vérifications,  auxquelles  on  peut  s'attendre,  sont,  par 
cela  même,  dépourvues  d'intérêt. 

Il  vaut  mieux  remarquer  que  si,  dans  les  deux  équations  pré- 
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cédentes,  on  regarde  x  ei  y  comme  des  variables,  ces  équations 
représenteront  deux  lieux  géométriques  dont  les  points  d'inter 
section  seront  les  points  de  contact  cherchés.  Or  le  premier  lieu 
n'est  autre  que  l'ellipse  donnée  elle-même,  et  le  second  lieu  est 
une  droite  ;  cette  droite  est  donc  celle  qui  réunit  les  deux  points 
de  contact  demandés;  on  lui  donne,  pour  celte  raison,  le  nom 
de  corde  des  contacts.  Il  est  facile  de  la  construire  d'après  son 
équation,  car  elle  a  pour  coordonnées  à  l'origine 


x=^ 


et     ?/=: 


Remarque.  —  En  opérant  comme  pour  le  cercle  [tî^^],  on 
trouvera  que  l'équation  qui  représente  les  deux  tangentes  issues 
du  point  (a,  g)  est 

(a'  —  a')  (i/— P)^— 2ag  (x  —  (x)(y  —  ^)  -1-  (^'  -  b') {x  —  oi)' =  0 , 

268.  Pôles  et  polaires.  —  Théorème.  —  Si  par  les  diffé- 
renls  points  d^une  droite  LU  (fig.  96)  on  mène  à  relUpse  des  cou- 
ples de  tangentes.,  telles  que  NM,  NM',  les  cordes  des  contacts^ 
telles  que  MM',  passeront  toutes  par  un  point  fixe. 

Prenons  pour  axes  coordon- 
nés le  diamètre  EE'  parallèle  à 
LL',  et  son  conjugué  DD'(S13). 
Soient  a  et  p  les  coordonnées  du 
point  N  ;  r  équation  de  la  corde  des 
contacts  MM'  sera  (S66,  Rem.) 


ax 
7' 


b'''~~    ' 


Fig.  96. 


en  appelant  a'  et  b'  les  demi-dia- 
mètres OD  et  OE. 

L'abscisse  OP  du  point  où  MM'  rencontre  OD,  ou  Taxe  des  x, 
s'obtiendra  en  faisant  y=0  dans  cette  équation,  ce  qui  donne 


X     ou     0P=:— -. 
a 


['] 


Or  l'abscisse  a  du  point  N  ne  dépend  pas  de  la  position  de  ce 
point  sur  la  droite  LL',  puisque  celle-ci  est  parallèle  à  l'axe  des 
y;  a  est  donc  une  constante.  Par  conséquent  OP  est  aussi  con- 


222  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

stant,  et  le  point  P  est  un  point  fixe  par  lequel  passent  toutes  les 
cordes  analogues  à  MM'.  C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarques.  —  I.  Le  point  P  est  le  pôle  de  la  droite  LL',  et  la 
droite  LL'  est  la  polaire  du  point  P. 

Dans  le  cercle,  la  polaire  est  perpendiculaire  au  rayon  qui 
passe  par  le  pôle. 

II.  La  relation  [1]  montre  que  OD  est  moyen  proportionnel 
entre  01  et  OP. 

JII.  Nous  avons  supposé  la  droite  LL'  extérieure  à  l'ellipse  ; 
si  elle  coupait  la  courbe,  la  propriété  démontrée  subsisterait 
encore.  Il  est  clair  seulement  que  l'on  ne  pourrait  mener  de  tan- 
gentes par  les  points  de  la  droite  qui  seraient  situés  dans  l'inté- 
rieur de  l'ellipse.  En  outre,  a  étant  alors  moindre  que  a',  OP 
serait  plus  grand  que  a',  c'est-à-dire  que  le  point  P  serait  exté- 
rieur à  l'ellipse. 

Si  la  polaire  était  tangente  en  D,  le  pôle  P  se  confondrait  avec 
le  point  D,  et  serait  conséquemment  sur  la  polaire. 

Si  la  polaire  était  la  directrice,  le  pôle  serait  le  foyer  corres- 
pondant ;  car  on  aurait 


a  =  ~,     d'où    OP=:c. 

IV.  La  propriété  réciproque  a  également  lieu,  c'est-à-dire  que 
si  par  un  point  fixe  P  on  mène  des  sécantes,  et  que  par  les  points 
où  elles  rencontrent  la  courbe  on  lui  mène  des  tangentes,  les  cou- 
ples de  tangentes  correspondantes  à  ces  diverses  sécantes  iront  se 
couper  sur  une  même  droite  LL'.  Car  si  OP  reste  fixe,  en  vertu  de 
la  relation  [1]  il  en  sera  de  même  de  a;  donc  les  points  de  ren- 
contre N  des  couples  de  tangentes  seront  tous  sur  la  droite  qui  a 
pour  équation  a;  =  a. 

Si  le  point  fixe  P  était  situé  hors  de  l'ellipse,  la  droite  LL' 
couperait  la  courbe  ;  car  si  Ton  avait  OP  >  a',  on  devrait  avoir 
<x<,a'. 

Si  le  point  P  était  en  D,  la  droite  LL'  serait  tangente. 

V.  On  démontrerait,  comme  pour  le  cercle  (129),  que  la  po- 
laire est  le  lieu  du  conjugué  harmonique  du  pôle  par  rapport  aux 
intersections  de  la  courbe  avec  les  sécantes  issues  de  ce  pôle. 
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2G9.  Théorème.  —  La  tangente  à  F  ellipse  fait  des  angles  égaux 
avec  les  ragons  vecteurs    du 
point  de  eontact» 

Soit  D  le  point  où  la  tan- 
gente MT  prolongée  (fig.  97) 
rencontrerait  l'axe  des  x,  et 
soient  MF  et  MF'  les  rayons 
vecteurs  du  point  M. 


On  a  OD  =  —  en  appelant 

X 

a;  l'abscisse  du  point  M  (364). 
Il  en  résulte 


Fig.  97. 


FD: 

—  c 

et     F'D  = 

i-^^' 

d'où 

FD 

a'  —  ex 

"a^H-  ex' 

Onî 

1  vu  (357) 

que  les  valeurs  des  rayons  vecteurs  sont 

MFz 

.«- 

ex 
a 

et      MP=: 

ex 

d'où 

MF 
MF'" 

d^  —  cx 

Par 

conséquent 

on  a 

FD 
FD' 

MF 
—  MF'* 

De  l'égalité  de  ces  rapports,  on  conclut  que  la  tangente  MT 
est  bissectrice  de  l'angle  FMI!  formé  par  l'un  des  rayons  vec- 
teurs MF  et  le  prolongement  de  l'autre  MF',  et  par  suite  que  les 
angles  T'MF'  et  TMF  que  la  tangente  T'T  fait  avec  ces  rayons  vec- 
teurs sont  égaux;  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Corollaire.  —  La  normale  MN  divise  en  deux  parties  égales 
l'angle  des  rayons  vecteurs;  car  les  angles  F'MN  et  NMF  sont 
égaux  comme  complémentaires  des  angles  égaux  T'MF'  etFMT. 

370.  Le  théorème  précédent  fournit  de  nouveaux  moyens 
de  mener  la  tangente  à  l'ellipse  par  un  point  donné. 
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Supposons  d'abord  le  point  donné  en  M  sur  la  courbe  (fig.  97). 
On  mènera  les  rayons  vecleurs  MF  et  MF';  on  prolongera  F'M 
d  une  quantité  MH  égale  à  MF,  et  l'on  joindra  HF;  puis  Ton  abais- 
sera MT  perpendiculaire  sur  IIF  ;  la  ligne  TT' ainsi  obtenue  sera  la 
tangente  demandée.  Car  on  aura,  par  construction,  1MF=:IMH, 
et  IMH=F'MT'  comme  opposés  aux  sommets  ;  donc  IMF=F'M'T; 
donc  TT'  est  une  tangente. 

271.  Supposons  en  second  lieu  que  le  point  soit  donné  en  P 
hors  de  la  courbe.  Du  point  P  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  la  distance  PF,  on  décrira  un  arc  de  cercle;  du  point  F' 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  au  grand  axe,  ou  2«,  on  dé- 
crira un  second  arc  de  cercle  qui  coupera  le  premier  en  un 
point  H;  on  joindra  FH,  et  du  point  P  on  abaissera  sur  Flï  la 
perpendiculaire  PI  qui  sera  la  tangente  demandée.  En  joignant 
Fil  on  aura  le  point  de  contact  M. 

La  construction  sera  toujours  possible  si  le  point  P  est  exté- 
rieur à  l'ellipse.  Pour  le  démOi^trer,  il  faut  faire  voir  que  les  arcs 
de  cercle  décrits  de  P  et  de  F'  comme  centres  avec  les  rayons 
respectils  PF  et  2a  se  rencontreront.  Or,  si  l'on  joint  PF',  on 
aura  d'abord 

PP<PF  +  FP,   et  à  plus  forte  raison  <PF  +  2a, 

donc  la  distance  des  centres  est  moindre  que  la  somme  des 
rayons.  En  second  lieu,  le  point  P  étant  extérieur  à  la  courbe, 
on  a  (360,  Rem.  I) 

PF'H-PF>2«.  [1] 

Mais  dans  le  triangle  FPF'  on  a  aussi 

PP  -f-  FF'  >  FP,  et  à  plus  forte  raison  PF'  +  2«  >  FP.  12] 

Si  FP  est  moindre  que  2a,  on  tire  de  Finégalité  [l] 

PF'>2a  — FP. 

Si  FP  est  plus  grand  que  2a,  on  tire  de  l'inégalité  [2] 

PP>FP  — 2a. 

Donc,  dans  tous  les  cas,  la  distance  des  centres  sera  plus 
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grande  que  la  différence  des  rayons  ;  donc  les  deux  cercles  se 
couperont. 

Remarques.  —  I.  Ils  auront  deux  points  communs  ;  ainsi  il 
y  aura  deux  positions  pour  le  point  H,  et  par  suite  deux  tan- 
gentes. 

IL  Si  Ton  joint  01,  cetfe  ligne  unissant  le  milieu  de  FF'  au 
milieu  de  FH  est  la  moitié  de  F'H;  donc  01  =  a.  De  là  ce  théo- 
rème :  Le  lieu  des  pieds  des  perijendiculaires  abaissées  de  Vun 
des  foyers  d'une  ellipse  sur  ses  tangentes  est  la  circonférence  de 
cercle  décrite  sur  le  grand  axe  comme  diamètre. 

273.  La  propriété  démontrée  au  n"  369  permet  aussi  de 
mener  une  tangente  à  l'ellipse  parallèlement  à  une  droite  donnée 
LL'  (fig.  97).  Pour  cela,  du  foyer  F  on  abaissera  une  perpendi- 
culaire sur  la  droite  donnée  ;  du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à  2a,  on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera  la  per- 
pendiculaire à  LL'  en  un  point  H  :  par  le  milieu  I  de  Fil  on  mènera 
une  parallèle  à  LL';  ce  sera  la  tangente  demandée.  Le  point  où 
elle  rencontrera  F'H  sera  le  point  de  contact  M. 

La  construction  sera  toujours  possiMe,  car  le  point  F  est  in- 
térieur à  la  circonférence  décrite  de  F'  comme  centre  avec  2a 
pour  rayon. 

Il  y  aura  deux  solutions,  attendu  que  la  circonférence  rencon- 
trera FH  en  deux  points. 

373.  Normale.  —  On  a  vu  que  la  noriyiale  à  une  courbe  est 
la  perpendiculaire  à  la  tangente,  menée  par  le  point  de  contact. 
Si  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est  m,  celui  delà 
1 

normale  sera (04),  les  axes  étant  rectangulaires. 

m^      ' 

D'après  cela,  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'ellipse 
étant 

b'x 


celui  de  la  normale  est 


aY 


a^y 
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et  l'équation  de  la  normale  est  par  conséquent 

Remarque.  —  Dans  le  cas  du  cercle,  on  a  ft==^,  et  l'équation 
de  la  normale  se  réduit  à 

Y_îj=r:?^(X~a;)     ou     Y  =  ^J- 1. 

X  X 

On  reconnaît  qu'elle  passe  par  le  centre,  qui  est  l'origine  des 
coordonnées. 

mi4:.  Le  point  où  la  normale  rencontre  l'axe  des  x  s'obtient 
en  faisant,  dans  son  équation,  ¥  =  0;  ce  qui  donne 

h^^x  __  âx 

a^'  T  a^  ' 

'  Celte  distance  est  nulle  pour  a;  =  0,  c'est-à-dire  pour  les  som- 
mets du  petit  axe;  et  elle  alteint  sa  plus  grande  valeur  pour 

â 
x:=:±a^  ce  qui  donne  X  =  =b— .  La  distance  a;  approche  d'ân- 
es 
tant  plus  de  la  valeur  -  que  le  point  de  contact  approche  plus 

des  sommets  du  grand  axe. 

Il  existe  une  limite  analogue  pour  le  point  de  rencontre  de  la 
normale  avec  l'axe  des  ij\  l'ordonnée  de  ce  point  approche  d'au- 

tant  plus  de  ±  y-,  que  le  point  de  contact  approche  plus  des 

sommets  du  petit  axe. 

Dans  l'hypothèse  «>>&,  les  quantités-  et  t-  sont  positives; 

la  première  est  moindre  que  «,  la  seconde  peut  prendre  une 
valeur  quelconque.  Ainsi  la  normale  rencontre  le  grand  axe 
dans  l'intérieur  de  l'ellipse;  mais  elle  peut  rencontrer  le  petit 
axe  hors  de  la  courbe. 

^75.  On  peut  se  proposer  pour  la  normale  les  mêmes  pro-=- 
blêmes  que  pour  la  tangente. 
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I.  On  vient  de  voir,  comment,  étant  données  les  coordon- 
nées X  eiy  d'un  point  de  l'ellipse,  on  obtient  l'équation  de  la 
normale  en  ce  point. 

II.  Supposons  qu'on  demande  de  mener  une  normale  par  un 
point  (a,p)  non  situé  sur  la  courbe.  Ses  coordonnées  devant  sa- 
tisfaire à  l'équation  de  la  normale,  on  devra  avoir 

mais  on  a  aussi 

Ces  deux  équations  serviront  à  déterminer  les  inconnues  x  cly. 
Comme  elles  sont  du  second  degré,  l'élimination  conduira  à  une 
équation  du  quatrième  degré.  On  peut  donc  mener  à  une  ellipse, 
par  un  point  extérieur,  quatre  normales  réelles  ou  imaginaires. 
Les  points  où  les  normales  menées  par  le  point  (a,  g)  rencon- 
trent l'ellipse,  pourraient  aussi  s'obtenir  graphiquement  en 
construisant  les  deux  équations  précédentes. 

III.  Supposons  qu'on  veuille  mener  une  normale  parallèle  à 
une  droite  donnée,  dont  l'équation  est  Y  =  mX,  on  aura  pour 
déterminer  les  coordonnées  x  et  y  du  point  où  la  normale  ren- 
contre l'ellipse,  les  deux  relations 

f'  =  ™    ''    â'  +  H' 

et,  en  opérant  comme  au  n**  S66,  on  trouvera  pour  l'équation 
de  la  normale  elle-même 


IV.  Enfin,  si  l'on  désigne  par  a;=:acos9  et  y=bsin<:^  les 
coordonnées  du  point  de  contact,  l'équation  de  la  normale  peut 
être  mise  sous  la  forme 

a\         bY 

; l=:C^ 

COScp         SUI9 
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§  3.  —  DIAMÈTRES   ET   CORDES    SUPPLÉMENTAIRES. 

376.  Diamètres.  — Nous  avons  donné  (n^^'SOS  et  suivants) 
l'équation  générale  des  diamètres  des  courbes  du  second  degré, 
et  démontré  leurs  principales  propriétés  ;  nous  traiterons  néan- 
moins cette  même  question  pour  chaque  courbe  en  particulier. 

Soit 

y  =  mx-i-n 

l'équation  de  l'une  des  cordes  que  le  diamètre  considéré  divise 
en  parties  égales;  et  soient  X  et  Y  les  coordonnées  de  son  mi- 
lieu :  ce  point  étant  sur  la  corde,  on  aura 

Y=rmX  +  n.  [1] 

Pour  avoir  les  coordonnées  des  extrémités  de  la  corde,  il  faut 
combiner  son  équation  avec  celle  de  l'ellipse, 

En  éliminant  y  on  obtient 

(aW  +  ¥)x^  -h  '2a'-mnx  -{-  a'-n'  —  a'b'^  =  0, 

équation  qui  a  pour  racines  les  abscisses  des  extrémités  de  la 
corde.  Leur  demi-somme,  qui  est  égale  à  TabscisseXdu  milieu,  a 
pour  valeur 

a'm'  -h  b^'  ■•  ■• 

En  éliminant  n  entre  les  équations  [1]  et  [2],  on  aura  une 
équation  entre  X  et  Y  et  les  quantités  constantes  «,  b  et  m;  ce 
sera  l'équation  du  lieu. 

On  trouve 

b^ 

c'est  l'équation  d'une  droite  passant  par  l'origine  ;  donc  les  dia- 
mètres de  Vellipse  sont  des  droites  qui  passent  par  le  centre. 

On  obtient  aussi  l'équation  [3]  en  remplaçant,  dans  l'équation 
générale  des  diamètres  (S08) 

fx-\-rnfy  =  0, 

fx  et  fy  par  leurs  valeurs  déduites  de  l'équation  de  l'ellipse. 
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Remarques.  —  I.  Si  l'on  appelle  m' le  coefficient  angulaire  du 
diamètre,  on  a 

Le  produit  mm'  est  donc  constant. 

II.  Il  en  résulte  que,  réciproquement,  toute  droite  menée  par 
le  centre  de  l'ellipse  est  un  diamètre.  Car,  soit 

l'équation  de  celte  droite;  considérons  les  cordes  parallèles 
dont  le  coefficient  angulaire  m  satisfait  à  la  relation 

mm'^= r,    d'où   m:= 


a"     d'm" 

le  lieu  des  milieux  de  ces  cordes  aura  pour  équation 

a^m 
ou,  en  mettant  pour  m  sa  valeur, 

Y:=m'X. 
Ce  sera  donc  la  droite  proposée. 

S77.  Théorème.  —  La  tangente  à  V extrémité  d'un  diamètre 
est  parallèle  aux  cordes  que  ce  diamètre  divis^  en  deux  parties 
égales. 

On  serait  conduit  à  ce  théorème  en  considérant  la  tangente 
comme  la  limite  des  cordes  qui  lui  sont  parallèles;  mais  on  le 
démontre  simplement  comme  il  suit  : 

Soit  m'  le  coefficient  angulaire  du  diamètre,  m"  celui  de  la 
tangente,  et  x,  y  les  coordonnées  du  point  de  contact,  qui  est 
l'extrémité  du  diamètre. 

Le  diamètre  étant  une  droite  menée  de  l'origine  au  point 
{x,y),  on  a  (83,111) 

m'  =  -  ; 


250  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS, 

mais,  ce  point  étant  le  point  de  contact,  on  a  aussi  (363) 

m"= — . 

a-ij 

Multipliant  ces  relations  terme  à  terme,  on  obtient 

mm  = -^ . 

Cl" 


[5] 


En  comparant  les  relations  [4]  et  [5],  on  en  conclut  m"  =  ??i,  ce 
qui  démontre  le  théorème. 

S78.  Diamètres  conjugués.  —  Nous  savons  (180)  que 
ce  sont  deux  diamètres  tels,  que  chacun  d'eux  divise  en  deux 
parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre. 

Il  résulte  de  cette  définition  que  si  m  est  le  coefficient  angu- 
laire des  cordes  conjuguées  à  un  diamètre  yzz^m'x^  m  est  aussi 
le  coefficient  angulaire  du  diamètre  conjugué  ;  donc  (376, 1) 

mm'z=z  —  —.  [61 

Ainsi  dans  l'ellipse  le  produit  des  coefficients  angulaires  de 
deux  diamètres  conjugués  est  constant  et  égal  à ^. 

La  symétrie  de  cette  relation  par  rapport  à  m  et  à  m',  et  le 
fait  qu'à  toute  valeur  de  m  correspond  un  diamètre  (376,  II), 
prouve  que  dans  l'ellipse  tout  diamètre  a  son  conjugué. 

Étant  donnée  l'équation  d'un  diamètre  y  =  7nx,  l'équation  de 

.       ,         .,  b' 

son  coniugue  serait  w  = t—x. 

•*  ^  ^  a^m 

279.  Angle  de  deux  diamètres  conjugués.  —  Soit  V 
l'angle  que  font  entre  eux  deux  diamètres  conjugués  de  l'el- 
lipse; on  aura  (93) 

,       ,,      '^~^a'm      a'f  b' \ 

tangY— —.=::=-    m +  -^   . 

a^ 

L'angle  V  ne  peut  être  droit  que  pour  m  =  0  ou  pour  m=oo  , 
c'est-à-dire  quand  l'un  des  diamètres  se  confond  avec  l'un  des  axes 
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b"^  b' 

de  la  courbe.  Mais  dansée  eas  on  a r-=^  oii i-~0; 

Il  lit  II  iiii 

par  conséquent,  les  axes  delà  courbe  sont  le  seul  système  de  dia- 
mètres conjugués  rectangulaires. 

Si  l'on  veut  trouver  le  maximum  ou  le  minimum  de  tang  V,  il 
faut  chercher  le  maximum  ou  le  minimum  de  la  quantité  entre 
parenthèses  ;  pour  cela  on  peut  poser 


m 


4^  =  2/f,  d'où  m=k±\/lf--,- 
am         '  V  a^ 


On  voit  que  la  plus  petite  valeur  qui  puisse  être  attribuée  à  k 


est 


ce  qui  donne 
et  par  suite 


a 

'f_ h 

^m       ^  a 


1>^H 


Pour  construire  les  diamètres  correspondants,  on  élèvera  à 
l'extrémité  A  du  grand  axe  OA  (fig.  98)  une  perpendiculaire  sur 
laquelle  on  prendra  les  distances  AH 
et  AH'  égales  au  demi  petit  axe  b,  et 
l'on  joindra  OH  et  OH',  ce  qui  revient 
à  construire  les  diagonales  du  rectangle 
des  axes  de  l'ellipse. 

Les  diamètres  OD  et  OD'  ainsi  obte- 
nus sont  également  inclinés  sur  le 
grand  axe,  mais  en  sens  contraire;  il 
en  résulte,  à  cause  de  la  symétrie  de  la  courbe,  que  ces  deux 
diamètres  sont  égaux.  L'angle  DOD'  est  le  plus  grand  angle  que 
puissent  faire  deux  diamètres  conjugués,  et  l'angle  DOD"  est  le 
plus  petit. 

La  valeur  absolue  de  la  tangente  de  ces  angles  supplémen- 
taires s'obtient  en  mettant  -  à  la  place  de  w  dans  l'expression  de 


Fis. 
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tangV.  On  trouve 

tangV=:- 


Remarque.  —  Les  limites  entre  lesquelles  peut  varier  Tangle 
de  deux  diamèlres  conjugués  sont  aussi  celles  entre  lesquelles 
varie  l'angle  de  la  tangente  à  l'ellipse  avec  le  diamètre  qui  abou- 
tit au.  point  de  contact  (S77).  Cet  angle  n'est  droit  que  lorsque 
le  point  de  contact  est  Textrémité  de  l'un  des  axes  de  la  courbe. 

380.  Cordes  supplémentaires.  —  On  appelle  cordes  sup- 
plémentaires celles  qui,  partant  d'un  même  point  deï ellipse^  vont 
aboutir  aux  extrémités  d'un  même  diamètre. 

S8i.  Théorème.  —  Deux  cordes  supplémentaires  sont  ton- 
jours  parallèles  à  deux  diamètres  conjugués,  et  réciproquement. 

Soient  x'  et  if  les  coordonnées  de  Tune  des  extrémités  d'un 
diamètre  ;  celles  de  l'autre  extrémité  seront  —  x'  ci  —  if.  Soient 
(x",  y")  un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  [j.  et  [)/  les  coeffi- 
cients angulaires  des  deux  cordes  supplémentaires  menées 
du  point  {x'\  y")  aux  extrémités  du  diamètre  considéré,  on 
aura  (83,  I) 

y"— y'     .    ,    y"-^y'     a>  ^       >    y'"— y" 

u.=^, — -,    et    uf^=^, — ^,,    d'où    [)^/  =  ^, — ^a', 
^      x"—x'  ^      x"-{-x'  '       x"^  —  x'^ 

mais  les  points  {x',y')  et  (x\if)  étant  sur  l'ellipse,  on  a 

X"      y"_  X'"      |r_, 

^  +  ^.—1    et     ^^,  +  ^,—1, 

d'où,  en  soustrayant, 


r-r 


0, 


et  par  suite 
Donc,  enfin, 

En  comparant  les  relations  [6]  et  [7],  on  voit  que  si  l'on  a 


y"^—y'^_  ^2 
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|j,  =z:m,  il  en  résulte  p/  =  m';  ce  qui  démontre  le  théorème 
énoncé.  La  réciproque  est  également  vraie. 

Corollaire.  —  En  comparant  les  relations  [5]  et  [7],  on  voit 
de  même  que  si  l'on  a  p/^m',  il  en  résulte  m"  =  [).,  c'est-à-dire 
que  si  F  on  mène  une  corde  parallèle  à  un  diamètre  donné,  la 
tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre  sera  parallèle  à  la  corde  sup- 
plémentaire. 

Remarque.  —  Les  coefficients  angulaires  m  et  m'  de  deux  dia- 
mètres conjugués,  ou  d'une  corde  et  du  diamètre  qui  la  divise  en 
deux  parties  égales,  ou  encore  de  deux  cordes  supplémentaires, 
Sclisfont  à  la  relation 

h" 

mm  =^ ;;. 

a^ 

283.  Le  théorème  précédent  fournit  un  nouveau  moyen  de 
mener  une  tangente  à  l'ellipse  par  un  point  donné  sur  la  courbe, 
ou  parallèlement  à  une  droite  donnée. 

l*'  Pour  mener  une  tangente  au  point  M  (fig.  99)  donné  sur 
la  courbe,  on  mènera  le  diamètre  OM  ;  on  lui  mènera  une  corde 
parallèle  quelconque  AD  ;  on  mè- 
nera le  diamètre  DD',  et  la  corde 
supplémentaire  AD';  puis,  par  le 
point  donné,  on  fera  passer  une 
droite  TT'  parallèle  à  AD';  ce  sera 
la  tangente  demandée. 

2°  Pour  mener  une  tangente 
parallèle  à  une  droite  donnée  LL', 
on  mènera  une  corde  quelconque 
AD'  parallèle  à  cette  droite  ;  puis  ^'°'  ^^' 

le  diamètre  D'D,  et  la  corde  supplémentaire  AD;  on  mènera  en- 
suite le  diamètre  OM  parallèle  à  AD,  ce  qui  fera  connaître  le 
point  de  contact  M;  il  ne  restera  plus  qu'à  mener  par  ce  point 
une  parallèle  TT'  à  la  droite  donnée. 

En  s'appuyant  sur  le  théorème  du  n°  377,  on  aurait  pu  se 
dispenser  de  mener  D'D  et  AD,  et  joindre  simplement  le  centre 
au  milieu  de  la  corde  AD'. 

Dans  tous  les  cas,  la  construction  est  possible. 
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383.  Problèmes.  —  I.  Étant  donné  un  diamètre,  construire  son 
conjugué. 

Soit  OM  (fig.  99)  le  diamètre  donné  ;  on  lui  mènera  une  corde 
parallèle  AD  ;  puis  le  diamètre  DD'  et  la  corde  supplémentaire 
AD'  ;  le  diamètre  ON  parallèle  à  AD'  sera  le  conjugué  de  DM. 

IL  Construire  deux  diamètres  conjugués  faisant  entre  eux  un 
angle  égal  à  un  angle  donné. 

Sur  un  diamètre  quelconque,  on  décrit  un  segment  de  cercle 
capable  de  l'angle  donné  ;  on  joint  le  point  d'intersection  de  l'arc 
de  ce  segment  avec  l'ellipse,  aux  extrémités  de  ce  diamèlre,  et 
l'on  mène  deux  diamètres  parallèles  aux  deux  cordes  supplé- 
mentaires ainsi  obtenues  ;  ce  seront  les  diamètres  conjugués 
demandés. 

Le  problème  ne  sera  possible  qu'autant  que  l'angle  donné 
sera  compris  entre  les  limites  trouvées  au  n°  379. 

384.  Cherchons  la  longueur  d  du  demi-diamèlre  qui  a  pour 
équation  y=imx. 

En  combinant  cette  équation  avec  celle  de  l'ellipse 

x^      y^_ 

on  trouve 

,  _       a'b'  ,         a'b'm' 


crni"  H-  0-  "       a  m' 

pour  les  carrés  des  coordonnées  de  Lune  quelconque  des  extré- 
mités du  diamètre.  Par  suite  on  a 

,      a'b'{\-hm')  ,,, 

^  aV-\-b^  ^  ^ 

Pour  obtenir  la  longueur  d'  du  demi-diamètre  conjugué,  il 

suffit  de  remplacer,  dans  cette  expression,  le  coefficient  angu- 

b^ 

laire  m  par  celui  du  conjugué,  c'est-à-dire  par —^  ce  qui 

a  lïh 


donne,  après  réduction, 
d 

Si  l'on  veut  déterminer  m  de  manière  que  d'=.d,  on  n'aura 


d'^-^ti.  [21 
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qu'à  égaler  les  numérateurs  de  ces  expressions,  ce  qui  donne 

aV-{-b'=a^bhn^-haT^,     ou     {a^—b^)  (arm^—b-)  z=  0, 
d'où 

a 

On  retrouve  ainsi  les  diamètres  conjugués  qui  font  entre  eux  le 
plus  grand  et  le  plus  petit  angle  (S79)  ;  et  l'on  voit  qu'i/  ii'existe 
qu'un  seul  sij sterne  de  diamètres  conjugués  égaux  ^  qui  sont  les 
diagonales  du  rectangle  des  axes  de  l'ellipse. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  du  cercle,  le  facteur  cC^  —  ¥  est  nul, 
et  l'équation  ci-dessus  est  satisfaite  quelque  soit  m,  c'est-à-dire 
qu'alors  tous  les  diamètres  conjugués  sont  des  diamètres 
égaux. 

385.  Problème.  —  Trouver  les  relations  qui  existent  entre 

les  coordonnées  x\  f  et  x",  y"  des  extrémités  de  deux  diamètres 

conjugués. 

y' 
Les  coefficients  angulaires  de  ces  deux  diamètres  sont  -,  et 

°  x' 

y" 

~;  et,  puisqu'ils  sont  conjugués,  on  doit  avoir 

X 


x''  x"          a"' 

On  en  tire 

X"             if       _^    /x'-     y'- 
a              b            \  a^'^b' 

b              a            Y  a'      b' 

et  par  suite 

x"=ly'     et     f  =  -\x' 

Ce  sont  les  j 

;^elations  demandées. 

286.  Problème.  —  Décrire  un  ellipse  connaissant  deux  dia- 
mètres conjugués  et  V angle  qu''ils  font  entre  eux. 
Soient  AA'=:2a'  et  BB'~2^'  (fig.  100)  les  deux  diamètres 
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conjugués  donnés,  faisant  entre  eux  l'angle  donné  BOA.  Élevons 

sur  AA'  la  perpendiculaire  CC,  et  prenons  OC=:OG'  =  dB.  Sur 

AA'  et  ce,  considérés  comme 
axes,  décrivons  une  ellipse  auxi- 
liaire, par  l'un  des  moyens  indi- 
quées aux  n°'  14,  353  ou  260. 
Pour  tracer  ensuite  par  points 
l'ellipse  demandée ,  soit  N  un 
point  quelconque  de  l'ellipse 
auxiliaire,  et  soit  NP  son  ordon- 
née rectangulaire.  Par  le  point  P, 
menons  une  parallèle  à  BB', 
et   sur   cette  parallèle  prenons 

PM=:NPi  le  point  M  sera  un  point  de  l'ellipse  demandée. 
On  a,  en  effet,  entre  les  coordonnées  rectangulaires  du  point 

N  la  relation 


Fig.  100. 


puisque  a' et  V  sont  ses  demi-axes. 

On  aura  donc  aussi  entre  les  coordonnées  obliques  du  point 
M  la  relation 


OF      MF_ 


le  point  M  appartiendra  donc  à  l'ellipse  qui  a  pour  diamètres 
conjugués  AA'  et  BB'. 

On  voit  qu'il  suffit  de  décrire  une  ellipse  sur  les  diamètres 
donnés  placés  à  angle  droit  et  pris  pour  axes,  puis  d'incliner 
ensuite  les  ordonnées  sous  l'angle  donné. 

On  peut  môme,  en  combinant  ce  procédé  avec  celui  du 
n°  S53,  remplacer  l'ellipse  auxiliaire  par  le  cercle  décrit  sur 
AA'  comme  diamètre.  Car  si  c  est  l'extrémité  du  rayon  perpen- 
diculaire à  ce  diamètre,  et  si  n  est  l'extrémité  de  l'ordonnée  qui 
répond  à  l'abscisse  OP,  il  suffira,  pour  obtenir  le  point  M,  de 
mener,  comme  ci-dessus,  PM  parallèle  à  OB,  puis  de  joindre 
cB,  et  de  lui  mener  par  le  point  n  la  parallèle  nM,  qui  rencon- 
trera PM  au  point  cherché. 
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La  similitude  des  triangles  cOB  et  ?iPM  donnera,  en  effet, 

MP_OB 
Vn"Oc' 

D'ailleurs,  on  sait  qu'on  a    ' 

NP_OC  OB 

Vn~Oc    ^^   Oc' 

il  en  résulte  MP=NP.  On  peut  donc  se  passer  ainsi  de  l'ellipse 
auxiliaire. 

Remarque.  —  Si  les  diamètres  cojijugués  étaient  égaux, 
l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à  ces  diamètres  serait  de  même 
forme  que  l'équation  du  cercle,  c'est-à-dire 

mais  les  coordonnées  seraient  obliques. 

S87.  Théorèmes  d'apollgî^ius  —  I.  La  somme  des  carrés  de 
deux  diamètres  conjugués  est  constante  [et  égale  à  la  somme  des 
carrés  des  axes). 

II.  Laire  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres 
conjugués  est  constante  [et  égale  an  rectangle  construit  sur  les 
axes). 

Ces  deux  propositions  se  démontrent  d'une  manière  très- 
simple  par  la  considération  des  invariants  (331).  Soient  a^b  les 
demi- axes,  a'  et  b'  deux  demi-diamè(res  conjugués,  et  0  l'angle 
qu'ils  font  entre  eux,  on  aura 

A=i„  B=.0,   C^J,,  A,  =  A,    D.  =  0,   C,=^i, 

par  conséquent 

1       1  4 


]_      \  _a"      b""  ^__a'W^ 

a''^b^~~   sin^ô  "~ ô^^ ~ ~~ sm^ * 

La  seconde  égalité  donne 

a'6'sin0  =  a&, 

ce  qui  démontre  le  second  théorème.  La  première  égalité  peut 
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se  mettre  sous  la  forme 

a'b'    ~  a"b" sin'^' 

et,  les  dénominateurs  étant  égaux,  il  en  est  de  môme  des  numé 
rateurs,  c'est-à-dire  qu'on  a 

a''-{-b''  =  a'-hb\ 

ce  qui  démontre  le  premier  théorème. 

288.  Théorème.  —  La  portion  de  la  normale  comprise  entre  le  point  de  con- 
tact et  le  grand  axe  est  au  demi-diamètre  parallèle  àla  tangente  comme  le  petit 
axe  est  au  gra7id. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point  de  contact;  soient  x'  l'abscisse  du 
point  où  la  normale  rencontre  le  grand  axe,  et  n  la  longueur  de  la  normale 
comprise  entre  cet  axe  et  le  point  de  contact  :  on  aura,  en  prenant  pour  axes 
coordonnés  les  axes  de  Feliipse, 

Mais  réquation  de  la  normale 

devant  être  satisfaite  par  les  coordonnées  du  point  où  elle  rencontre  le  grand 
axe,  on  obtient,  en  faisant  Y=:0  et  X=:a;', 

a-w .  ,       ^        1,   .  ,      b-x 

—  y  =  j—-  (x'  —  x),      d  ou      X—  x'=:  -— . 
^      h'X^  '  a^- 

Par  suite 


J        '        ^4  ^4  L    J 

Maintenant,  l'équation  du  diamètre  parallèle  à  la  tangente  est 


Y=:_if^X. 

a'- y 

En  la  combinant  avec  Téquation  de  l'ellipse,  on  obtient  pour  les  coordonnées 
de  l'extrémité  du  diamètre 

X.-^    et    Y^-^^- 
-V  -    ^.     et    y  -  ^.  » 

en  sorte  qu'en  appelant  a'  la  longueur  du  demi-diamètre,  on  a 

a-h' 


La  comparaison  des  relations  [1]  et  [2]  donne 


a2&2        „   ,      72       h 

—r  >       d  ou      --  =  - 

a*  a'      a 


ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
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Réciproquement.  —  Si  Ton  prend  sur  la  normale,  à  partir  du  point  de  con- 
tact, et  vers  rintérieur  de  la  courbe,  une  longueurn  telle,  que  Ton  ait  la  pro- 
portion -=  -  ,  Textrémité  de  cette  longueur  sera  un  point  du  grand  axe.  Car 
a'      CL 

tout  autre  diamètre  couperait  la  normale  plus  haut  ou  plus  bas. 

289.  Problème.  —  Connaissant,  de  grandeur  et  de  position,  deux  dia- 
mètres conjugués  de  V ellipse,  construire  ses  axes. 

Soient  OC  et  OD  (fig.  101)  les  deux  demi- 
diamètres  conjugués  donnés.  Par  le  point  D 
menez  une  perpendiculaire  à  OC,  et  prenez 
sur  cette  perpendiculaire  les  longueurs  DK 
et  DF  égales  à  OC,  puis  joignez  OE  et  OF.  Di- 
visez l'angle  EOF  en  deux  parties  égales  par 
la  droite  OX,  qui  coupera  EF  en  un  point  I  ; 
et  menez  OY  perpendiculaire  à  OX.  Enfin, 
menez  DK  parallèle  à  OX,  et  prenez  OA  =  KF 
et  OB  =  OK.  Les  droites  OA  etOB  seront  les 
axes  de  la  courbe. 

Soient,  pour  abréger  l'écriture, 
OG=a',  OD  =  b'    et    COD  =  V. 
On  aura,  d'après  la  construction, 

ODE=r:90°— V    et    ODF=90°  +  V, 

et  les  triangles  ODE  et  ODF  donneront 

ÔË* z=  a'2  4-  t'2  _  <2a'b'  cos  (90*  —  V)  =  a'-^  +  b'^  —  2a'&'  sin  V, 
ÔF^  r=:  a"-^  +  &'2  _  <2a'b'  cos  (90°  +  V) = a'^  4.  f^'-  _f_  2a'b'  sin  V. 
Or,  en  appelant  a  et  &  les  demi-axes,  on  a  démontré  les  relations 

a'"2  4-  b'^  =  a^  -\-  U^    et   a'b'  sin  \  =  ab. 
On  pourra  donc  écrire 

ÔÈ*  =  a2  +  &^^- 2a&,    d'où    OE  =  a  —  b; 
ÔF^  =  a-'  +  &-  +  2a&,   d'où   0¥=:a-\-b. 
Maintenant,  OX  étant  la  bissectrice  de  l'angle  EOF,  on  a 


IF 
lE' 

OF 

~0E 

a'  +  DI 
^^    a'-lFl" 

a-\-b 
-a~b' 

d'où  l'on 

tire 

m  _b 

a'       a' 

D'ailleurs 

,  DK  étant  parallèle  à 

01,  on  a 

DI      OK 

a'~KF* 

Donc 

OK 

=  b   et   KF  = 

-a. 

[Ij 
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Remarquons  enfin  que,  le  point  D  appartenant  à  Tellipse,  la  droite  menée  de 
ce  point  parallèlement  à  OG  serait  une  tangente  ;  d'où  il  suit  que  DE  est  une 
normale.  En  vertu  du  théorème  démontré  au  n"  888,  ou  plutôt  en  vertu  de 
la  réciproque,  la  proportion  [1]  ayant  lieu,  le  point  I  appartient  au  grand  axe. 
Donc,  en  prenant  OA  =  KF  et  OB  =z  OK,  on  a  bien  les  axes  de  la  courbe. 


AIRE   DE   L  KLLIPSE. 


Fiff.  102. 


S90.  Pour  évaluer  l'aire  de  l'ellipse,  on  la  compare  à  celle 
du  cercle  qui  a  le  grand  axe  ou 
le  petit  axe  pour  diamètre. 

Concevons  que  dans  la  demi- 
ellipse  ABA'  (fig.  102)  on  ait 
inscrit  un  polygone  d'un  nombre 
quelconque  de  côtés  ;  et  que  par 
les  sommets  de  ce  polygone  on 
ait  mené  des  ordonnées,  dont  les 
prolongements  détermineront 
sur  la  demi-circonférence  du 
cercle  ACA'  les  sommets  d'un  polygone  inscrit  du  même  nombre 
de  côtés  ;  soient  M  et  M'  deux  sommets  consécutifs  du  polygone 
inscrit  à  l'ellipse,  etN,  N'  les  sommets  correspondants  du  poly- 
gone inscrit  au  cercle.* 

Les  trapèzes  PMMT'  et  PNN'P',  qui  ont  même  hauteur  PP',  sont 
entre  eux  comme  les  sommes  de  leurs  bases  ;  mais  les  bases 
correspondantes  sont  dans  le  rapport  deb  k  a  (353)  :  il  en  est 
donc  de  même  de  leurs  sommes.  Ainsi  les  deux  trapèzes  sont 
entre  eux  comme  b  est  à  a.  On  peut  en  dire  autant  de  tous  les 
couples  de  trapèzes  analogues  formés  dans  les  polygones  inscrits 
à  l'ellipse  et  au  cercle;  ces  polygones  eux-mêmes  sont  donc  dans 
le  rapport  de  b  k  a.  Or  ces  polygones,  quand  on  multiplie  le 
nombre  de  leurs  côtés,  ont  pour  limites  respectives  la  surface 
de  la  demi-ellipse  et  la  surface  du  demi-cercle  ;  ces  limites  sont 
donc  dans  le  rapport  constant  des  polygones  inscrits,  c'est-à- 
dire  dans  le  rapport  de  b  ka. 

Ainsi,  en  nommant  E  l'aire  de  l'ellipse,  on  a 


;  =  -,       d0U.E  =  7U«&, 
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c'est-à-dire  que  Vaire  de  Vellipse  a  pour  mesure  le  rectangle  de 
ses  demi-axes^  multiplié  par  le  rapport  %  de  la  circonférence  au 
diamètre. 

Remarques.  —  I.  Cette  aire  est  une  moyenne  proportionnelle 
entre  les  surfaces  des  cercles  qui  ont  le  petit  axe  et  le  grand  axe 
pour  diamètres. 

IL  En  vertu  du  théorème  du  n«  S87,  on  a  aussi 

E^x^y  sinô, 

a'  et  h'  étant  deux  demi-diamètres  conjugués  faisant  entre  eux 
l'angle  ô. 


g  5.  —  EXERCICES  ET  APPLICATIONS. 

891 .  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  points  d'où  Von  •peut  mener  à  V ellipse 
deux  tangentes  perpendiculaires  entre  elles. 

Supposons  Tellipse  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  ;  les  deux  tangentes 
auront  pour  équations 


[1]  y=::mx±  ya%ï^^  +  P    et    ij  =  m'x  ± sjahn''^  -\-  h'-  ;  |2] 

et  puisqu'elles  sont  perpendiculaires  entre  elles,  on  doit  avoir  (94) 

mm' +  1  =  0.  [3j 

Dans  les  équations  [1]  et  [2J,  on  peut  regarder  x  ti  y  comme  les  coordon- 
nées du  point  commun  aux  deux  tangentes,  c'est-à-dire  comme  les  coordonnées 
d'un  point  du  lieu  cherché.  Si  donc  on  élimine  m  et  m'  entre  les  équations 
[1],  [2]  et  [3],  il  reslera  une  relation  constante  entre  x  et  y,  qui  sera  Téqua- 
tion  du  lieu. 

Or  l'équation  [1]  peut  être  mise  sous  la  forme 

[x"  ~  a"')  m^  —  '^xym  -hy"'  —  b^  =  0.  [4-] 

L'équation  [2]  fournit  une  relation  semblable,  qui  ne  diffère  de  celle-ci  qu'en 
ce  que  m  y  est  remplacé  par  m'.  Il  s'ensuit  que  l'on  peut  regarder  m  et  m' 
comme  les  deux  racines  de  l'équation  [4].  Leur  produit  a  donc  pour  valeur 

,      */^  —  &2 
mm'  = 


X-  —  a^ 
et,  en  substituant  dans  l'équation  [3],  on  obtient 

y' -h' 


1  =  0     ou     a;2  +  î/2  =  «2  +  b^, 


x^—  a' 
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équation  d'un  cercle  décrit  du  centre  de  Tellipse  avec  un  rayon  égal  à  \/a^4-fc-, 
diagonale  du  rectangle  construit  sur  les  demi-axes  a  ei  b. 

On  obtient  encore  ce  lieu,  en  exprimant  que  les  deux  tangentes  représen- 
tées par  réqualion  du  n"  2fiï,  Rem.,  sont  perpendiculaires. 

Remarque.  — Dans  le  cas  où  a  =  &,  le  rayon  devient  a\/¥.  ou  le  côté  du 
carré  inscrit  au  cercle  donné. 

892.  Théorème.  —  Le  demi  petit  axe  est  moyen  proportionnel  entre  les 
perpendiculaires  abaissées  des  deux  foyers  sur  chaque  tangente. 

Soit  

y=mx±^a-m^-^b^ 

l'équation  de  la  tangente  considérée  ;  et  soient  p  et  p'  les  longueurs  des  per- 
pendiculaires abaissées  des  foyers  F  et  F'  sur  cette  tangente.  Le  point  F  ayant 
pour  coordonnées  y=-0  et  a;  =  c,  et  le  point  F'  ayant  pour  coordonnées r/=0 
et  x=::—c,  on  aura  (0*5),  les  axes  coordonnés  étant  les  axes  de  la  courbe, 

—  me zn  sJahn"'  +  &'^        ,  -4-  me  zir  Jahn"-  +  b'^ 

p= ^  et      p'=  ^* 


:  \Ji  +  m-  ±:  y/T-j-m^ 

Les  deux  foyers  étant  situés  d'un  même  côté  de  la  tangente,  le  radical  qui 
forme  le  dénominateur  devra  être  pris  avec  le  même  signe  dans  les  deux  ex- 
pressions. On  obtient  donc  en  les  multipliant 

pp'=: -, 7, ou     pp'z=b', 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

893,  Théorème.  — 8i  Von  a  deux  tangentes  parallèles  KL,  K'L',  coupées  aux 
points  T  et  T  par  une  troisième  tangente  TT',  les  portions  DT  et  h'T  des  tan- 
gentes parallèles  compenses  entre  les  points  de  contact  D,  D'  et  la  troisième 
tangente  ont  pour  moyenne  proportionnelle  le  demi-diamètre  OE  parallèle  aux 
deux  premières. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  les  droites  DD'  et  EE',  qui  sont  deux  diamè- 
tres conjugués  (896,  8Q"î).  En  appelant  a'  et  &' les  longueurs  OD  et  OE,  on 
aura  pour  les  équations  des  deux  tangentes  parallèles 

x=^a'    et    x=z  —  a\ 

et  réquation  de  la  troisième  tangente  TT'  sera  (80î^,  remarque) 


y=zmx-\-  ^a''^m'  -i-b''^. 
En  faisant  successivement  a;  =  a'  et  a;==  — a'  dans  cette  dernière,  on  obtient 

DT = ma'  +  \/â^^mM^^     et      D'T'  =  —  ma'  -t-  \/a'^m^  -h  b"' . 
Par  suite 

DT  X  DT=  is/a'^m'^-j-b'^  +  ma')  (s/^^hUTfb^  —  ma')  =  b'^  =  ÔË', 

ce  que  l'on  se  proposait  de  démontrer. 
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294.  Problème.  —  Une  droite  AB  (fig.  103)  de  longueur  constante  se  meut, 
en  s'appuijant  par  deux  de    ses 
poiîits,  A  et  B,  sur  deux  axes  fixes 
XX'  et  Y  Y';  on  demande  le  lieu  dé-  p 

crit  par  un  point  déterminé  M  de 
cette  droite  mobile. 


Fig.  103. 


I.  En  examinant  les  diverses  po- 
sitions que  peut  prendre  la  droite 
AB,  on  reconnaît  aisément  que  le 
point  M  décrira  une  courbe  fermée. 
Il  s'agit  d'en  obtenir  l'équation. 

Posons  AB  =  X,  MB  =  a,  MA  —  [i, 
OA=i:a  et  0B=:  b.  Prenons  pour 
axes  coordonnés  les  droites  fixes 
XX'  et  YF.  Soit  ô  Tangle  YOX,  et 
soient  x  ei  y  les  coordonnées  du  point  M,  on  aura 

OP_MB 

OA"~AB 
et 

MP      MA  y      ^       „   .     ,         ).w 

ÔB^ÂB    '''    i  =  v    ^^^"   ^'  =J' 

Or  le  triangle  AOB  donne 


ou    -=r 


x       a 

ix 

d'où 

a=: 

a      x' 

a 

OA'  +  OB'  — 20A.0B.cosA0B=:AB*   ou   a'' +  b^ —  2ab  cos^=zlK 


Substituant  les  valeurs  ci-dessus  de  a  et  de  b,  et  divisant  par  x,  on  obtient 


2a;î/C0SÔ 


Telle  est  l'équation  du  lieu.  On  reconnaît  que  c'est  une  ellipse  (183).  L'équa- 
tion ne  changeant  pas  quand  on  y  remplace  x  ety  par  —  x  ei  —  y,  on  en  con- 
clut, comme  au  n°  l'Ja,  que  l'origine  est  le  centre  de  la  courbe.  Mais  elle  n'est 
point  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués,  puisque  l'équation  contient  le 
rectangle  xy  des  variables. 

Il  est  facile  d'obtenir  le  diamètre  conjugué  de  OD,  par  exemple.  En  effet> 
l'extrémité  E  de  ce  diamètre  est  le  point  de  contact  d'une  tangente  parallèle 
à  OX.  On  déterminera  les  coordonnées  de  ce  point  en  cherchant  quelle  valeur 
il  faut  attribuer  à  y  dans  l'équation  [1],  pour  que  les  deux  valeurs  de  x  se  ré- 

X 

duisent  à  une  seule.  Or  si  l'on  prend  -  pour  inconnue,  la  condition  pour  que 
les  deux  racines  soient  égales  est 

(i^y__^:+i^o,  d'où  ^  =  ±-^. 

V    P     y       P'  -^  smô 

Les  racines  ésales  sont  alors 


ycosi 


d'où 


acOSÔ 

sinô  ' 
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Ces  valeurs  sont  faciles  à  construire.  Connaissant  le  point  E,  on  tire  CE,  qui 
sera  le  conjugué  de  CD.  Ayant  un  système  de  diamètres  conjugués,  on  pourra 
déterminer  les  axes. 


Fig.  104. 


Remarques.  —  I.  Si  le  point  dé- 
crivant; M,  au  lieu  d'être  situé 
entre  A  et  B,  comme  nous  Tavons 
supposé  dans  la  figure  103,  était 
situé  en  dehors,  comme  dans  la 
figure  104,  la  distance  OP  serait 
égale  à  — a;;  on  aurait  donc 

Ix^ 

a  ' 

par  suite  l'équation  de  Tellipse  se- 
rait 


x^      y^'2xy  cos^ 


[IJ 


et  l'c    trouverait  \  mr  les  coordonnées  de  l'extrémité  E  du  diamètre  CE,  con- 
jugué de  CD,  les  valeurs 


y  =  :^ 


sin6 


et     x  = 


acosO 
sinô  ' 


dans  lesquelles  les  signes  supérieurs  se  correspondent,  ainsi  que  les  signes 
inférieurs. 

II.  Si  les  droites  fixes  W'  et  YY'  étaient  perpendiculaires  entre  elles,  on 
aurait  6  =  90^;  par  suite,  Téquation  de  l'ellipse  deviendrait 

a2+  p2  — ^' 


quelle  que  soit  la  position  du  point  M  sur  la  droite  mobile.  La  courbe  serait 
alors  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes  ;  les  longueurs  de  ceux-ci  seraient 
les  distances  a  et  ^  ou  MB  et  MA. 

«95.  La  solution  du  problème  suivant  se  déduit  de  celle  qui  vient  d'être 
exposée. 

Problême.  —  Dajis  un  cercle  dont  le  rayon  est  TO  (fig.  105)  roule,  sans  gliss^ 
ment,  un  cercle  dont  le  rayon  CD  est  moitié  moine'  e.  On  demande  le  lieu  dccr 
par  un  point  M  situé  sur  la  direction  d'un  rayon  déterminé  CxV  du  cercle  mobile\ 

Soit  T  le  point  de  contact  des  deux  cercles.  Par  le  point  A  et  par  le  centre 
menons  une  droite  indéfinie  XX',  qui  coupera  le  grand  cercle  en  un  point  A  J 
Par  le  point  0  menons  une  droite  indéfinie  YY'  perpendiculaire  à  la  premièrej 
elle  rencontrera  le  petit  cercle  en  un  point  B,  qui  sera  sur  le  prolongement 
CA,  puisque  l'angle  AOB  est  droit. 

Remarquons  d'abord  que  le  point  Kq  sera  précisément  la  position  qu'occd 
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pait  le  point  A  du  petit  cercle  lorsqu'il  était  tangent  en  Aq',  en  d'autres  termes, 
les  arcs  AT  et  AqT  sont  égaux.  En  effet,  on  a 


et 


ACT 

560» 

Août 


AT 


277.0G' 


d'où  AoT 


360O 


2^'    cl'où    AoT  = 


27r.QC.AT 

360» 

Stt.OT.AqT 
560O     ^ 


Or  l'angle  AoOT  ou  AOT  inscrit  dans  le  petit  cercle  est  la  moitié  de  l'angle 
au  centre  ACT  qui  intercepte 
le  même  arc  AT  sur  ce  petit 
cercle;  d'ailleurs  OT  est  le 
double  de  OC  ;  les  deux  exprès- 


donc  égales. 

Cela  posé,  on  voit  que  la 
droite  AB,  qu.  est  constante, 
puisque  c'est  un  diamètre  du 
petit  cercle,  s'appuie  par  ses 
extrémités  A  et  B  sur  deux 
axes  fixes  rectangulaires  XX' 
et  YY';  le  point  M ,  situé  sur 
le  prolongement  de  AB,  décrit 
donc  une  ellipse  dont  les  axes 
sont  dirigés  suivant  ces  deux 
axes  fixes,  et  ont  pour  lon- 
gueurs respectives  ; 


Fig.  105. 


OMn 


MG-f-CO  et  OiNrzrMG  — CO. 


Si  le  point  décrivant  était  situé  entre  A  et  B,  en  m  par  exemple,  les  axes 
seraient  :  OC  4-  Cm  et  OC  —  Cm. 

Si  le  point  décrivant  était  le  point  A  lui-même ,  on  voit  que  l'ellipse  se 
réduirait  au  diamètre  AqD  du  cercle  fixe.  On  s'est  servi  de  cette  propriété 
dans  les  machines  pour  guider  des  pièces  animées  d'un  mouvement  rectiligne 
alternatif. 

296.  Le  problème  suivant  se  résout 
également  à  l'aide  de  ce  qui  a  été  éta- 
bli au  n°  294. 

Proplème.  Un  triangle  AMB  (fig.  106 
et  107)  se  meut  en  s' appuyant  par  deux 
de  ses  sommets,  k  et  B,  sur  deux  axes 
fixes  XX'  etYY';  on  demande  le  lieu  dé- 
crit par  le  troisième  sommet. 

I.  Si  le  triangle  a  la   position  indi- 
quée figure  106,  menons  par  lé  point  B 
une  droite  BI  qui  fasse  avec  AM  un  angle  BIA  égal  au  supplément  de  l'angle 
iOX;  et  par  les  points  0  et  1  menons  u  »e  droite  indéfinie  HH'.  Le  quadrilatère 
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OBIA  sera  inscriptible;  donc  l'angle  lOB  sera  égal  à  Faiigle  lAB  constant  du 
triangle  mobile.  Les  points  A  et  I  se  meuvent  donc  sur  des  axes  fixes  XX'  et 
HH';  d'ailleurs  les  distances  AI  et  IM  sont  constantes  ;  on  se  trouve  donc  dans 
Y/  le  cas  du  n"  894;  le  sommet  M  décrit 

donc  une  ellipse  qui  a  le  point  0  pour 

centre. 

II.  Si  le  triangle  a  la  position  indiquée 
figure  107,  menons  BI  qui  fasse  avec  AM 
un  angle  BIA  égal  à  l'angle  YOX,  et  par 
les  points  0  et  I  menons  la  droite  indé- 
finie HH'.  Les  quatre  points  0,  B,  A,  I 
seront  encore  sur  une  même  circonfé- 
rence de  cercle  ;  fangle  lOB  sera  donc 
le  supplément  de  l'angle  lABdu  triangle 
mobile;  les  points  A  et  I  se  meuvent 
donc  encore  sur  deux  axes  fixes  XX'  et 

HH';  les  distances  Al  et  BI  sont  encore  constantes;  le  sommet  M  décrit  donc 

encore  une  ellipse  dont  le  centre  est  le  point  0. 

Remarque.  —  Si  le  point  M  se  confondait  avec  le  point  T,  l'ellipse  deviendrait 
une  ligne  droite,  puisque  le  point  I  se  meut  sur  la  droite  HU'. 

Z9'y .  Problème.  —  Inscrire  clans  une  ellipse  donnée  un  quadrilatère  dont  la 
surface  soit  maximum. 

Supposons  le  problème  résolu  ;  et  soit  ABCD  le  quadrilatère  demandé  (le 
lecteur  est  prié  de  faire  la  figure).  Menons  la  diagonale  BD.  Puisque  le  qua- 
drilatère est  maximum,  si  Ton  déplaçait  le  sommet  A,  en  conservant  les  trois 
autres,  la  surface  totale  diminuerait;  et  comme  la  surface  du  triangle  BCD  ne 
changerait  pas,  la  surface  du  triangle  BAD  diminuerait;  le  sommet  A  se  rap- 
procherait donc  de  la  base  BD.  11  en  résulte  que  le  point  A  est  actuellement 
aussi  éloigné  qu'il  est  possible  de  la  diagonale  BD;  le  point  A  est  donc  le  point 
de  contact  d'une  tangente  parallèle  à  BD. 

On  démontrerait  de  même  que  le  point  C  est  le  point  de  contact  d'une  se- 
conde tangente  parallèle  à  BD.  Les  points  de  contact  A  et  C  de  deux  tangentes 
parallèles  sont  les  extrémités  d'un  même  diamètre;  donc  AC  est  un  diamètre. 
Il  en  est  de  même  de  BD. 

De  plus,  ces  diamètres  sont  conjugués,  puisque  l'un  d'eux,  BD,  est  parallèle 
à  la  tangente  menée  à  Tune  des  extrémités  de  l'autre  (3'îO,  S'î'S'). 

La  condition  pour  qu'un  quadrilatère  inscrit  à  l'ellipse  soit  maximum  est 
donc  que  les  diagonales  forment  un  système  de  diamètres  conjugués. 

Remarques,  —  1.  Quel  que  soit  d'ailleurs  ce  système  de  diainèires  conju- 
gués, la  surface  ABCD  sera  la  même  ;  car  elle  est  la  moitié  du  pnrallélogramme 
construit  sur  les  diamètres  conjugués  AG  et  BD,  lequel  est  constant  (289). 

II.  Dans  le  cercle,  le  quadrilatère  maximum  inscrit  est  le  carré. 

298.  Problème .  —  Étant  donné  un  arc  d'ellipse,  achever  la  courbe. 

Soit  AB'CB  (fig,  i08)  l'arc  donné.  Menons  les  deux  cordesparallèles  AA'  et  aa'; 
par  les  milieux  de  ces  deux  cordes  faisons  passer  une  droite  DO  :  ce  sera  un 
diamètre  de  l'ellipse.  Menons  deux  autres  cordes  parallèles  BB',  bb';  par  les 
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milieux  de,  ces  cordes  faisons  passer  une  droite  CO  :  ce  sera  un  second  dia- 
mètre de  l'ellipse.  Le  point  0  où  les  diamètres  se  rencontreront  sera  le  centre 
de  la  courbe.  Menons  par  le  centre  la  droite 
El*y  parallèle  à  BB'  :  ce  sera  la  direction  du 
diamètre  conjugué  de  OC.  Pour  déterminer 
la  longueur  de  ce  conjugué,  prolongeons  CO 
d'une  quantité  égale  OC;  par  les  points  C 
et  C  menons  des  parallèles  Cï  et  C'T'  à  la 
corde  BB'  :  ce  seront  des  tangentes  à  la 
courbe  ;  par  le  point  D  menons  Tï'  paral- 
lèle à  ÂA'  :  ce  sera  une  troisième  tangente  ; 
et,  en  vertu  du  théorème  démontré  au 
n"  293,  la  moyenne  proportionnelle  entre 
CT  et  CT  sera  la  longueur  du  demi-dia- 
mètre OE. 

Connaissant  deux  diamètres  conjugués  CC  et  EE',  on  a  vu  («86)  comment 
on  peut  tracer  la  courbe. 


299.  Problème.  —  On  a  une  série  (Tellipses  ayant  même  centre,  leurs  axes 
proportionnels  et  dirigés  suivant  les  mêmes  droites;  par  un  point  fixe  dans  leur 
plan  on  leur  mène  des  tangentes  ;  on  demande  le  lieu  des  points  de  contact. 

Supposons  ces  ellipses  rapportées  à  leur  centre  et  à  leurs  axes.  Si  les  demi- 
axes  de  l'une  sont  a  etb,  les  demi-axes  de  l'une  quelconque  des  autres  pour- 
ront être  représentés  par  na  et  nh,  n  étant  un  coefficient  variable  d'une  ellipse 
à  l'autre. 

L'équation  d'une  tangente  sera  donc  (293) 

\x         Yy  __ 
n-a-      n~h'         ' 


et  si  x'  et  if  désignent  les  coordonnées  du  point  fixe  par  lequel  on  mène  les 
tangentes,  on  devra  avoir 


avec  la  relation 


^'x       y'y 
n-a::-      lirh- 


[1] 

[2] 


Pour  obtenir  l'équation  du  lieu  des  points  de  contact,  c'est-à-dire  la  rela- 
tion constante  qui  lie  les  coordonnées  x  et  y,  il  suffit  d'éliminer  n  entre  les 
équations  [1]  et  [2].  Pour  cela,  on  n'a  qu'à  égaler  les  premiers  membres  et  à 
supprimer  le  dénominateur  n^,  ce  qui  donne 


x'x 


[3] 


Cette  équation  est  celle  d'une  ellipse  qui  passe  par  l'origine  et  par  le  point 
fixe.  On  pouvait  prévoir  cette  double  circonstance.  Car  lorsque  les  axes,  tout 
en  conservant  leur  rapport,  deviennent  très-petits,  Pellipse  tend  à  se  réduire  à 
l'origine  des  coordonnées  ;  il  en  est  donc  de  même  des  points  de  contact.  D'un 
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autre  côté,  parmi  les  ellipses  données,  qui  croissent  indéfiniment,  on  peut 
toujours  en  concevoir  une  qui  -passe  par  le  point  fixe;  ce  point  devient  alors 
lui-même  le  point  de  contact. 

On  simplifie  Téquation  du  lieu  en  transportant  Toi  igine  au  milieu  de  la  droite 
qui  joint  le  point  fixe  à  Torigine,  c'est-à-dire  au  point  dont  les  coordonnées 

X'         11' 

sont  -^  et  |-.  Pour  cela,  il  faut  remplacer  a;  et  «/  par 


«  +  2"    et 


2/  + 


!/'. 


substituant  dans  l'équation  [3j ,  on  obtient 


Posant,  pour  abréger, 


il  vient  enfin 


4a- 


ri 


ha- 
x^ 


7T^  — '^  ! 


1. 


L'ellipse  est  alors  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes.  On  voit  que  ces  axes 
sont  proportionnels  à  ceux  des  ellipses  données. 

Remarque.  —  Si  les  ellipses  données  sont  remplacées  par  des  cercles  con- 
centriques, le  lieu  est  un  cercle  décrit  sur  la  distance  du  point  fixe  au  centre 
commun  des  cercles  donnés,  prise  pour  diamètre. 

300.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  du  pôle  des  normales   à  une  ellipse 

donnée. 

Soient  x",  y"  les  coordonnées 
du  pôle;  l'équation  de  la  po- 
laire sera 


/ 

Y 

v_ 

0 

X 

^ 

x"x 


yy^A 


Fig.  109. 


Cette  équation  devant  être  iden- 
tique à  celle  de  la  normale 

y-y'  =  ^A^--')^ 

on  en  déduit,  après  avoir  résolu, 
par  rapport  à  y, 


d'où 


--.      et 


b^ 


y—-^'^ 


et 


ay &^" 

¥x'~~      aY" 


X/  —         _  „• 


Ces  valeurs  devant  satisfaire  à  l'équation  de  l'ellipse,  on  obtient,  en  suppri- 
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mant  les  accents 

Jl       II  —\ 

c'est  l'équation  du  lieu.  Il  a  pour  asymptotes  les  droites  qui  sont  représentées 
par  les  équations 

x=±~    et    y=±-,; 

il  a  la  forme  représentée  par  la  figure  109. 

30i.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  questions  suivantes  : 

1.  Théorème.  —  .Si  Von  joint  un  foyer  de  V  ellipse  avecle  point  ou  la  direc- 
trice correspondante  rencontre  une  tangente  donnée,  la  ligne  de  jonction  sera 
perpendiculaire  au  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

IL  Théorème.  —  La  moyenne  géométrique  entre  les  deux  rayons  vecteurs 
d'un  même  point  de  V ellipse  est  le  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  aboutit 
à  ce  point. 

m.  Théorème.  —  La  somme  des  carrés  des  projections  des  deux  diamètres 
conjugués  de  l'ellipse  sur  une  droite  fixe  quelconque  est  constante. 

IV.  Théorème.  —  Si  Von  joint  deux  points  m  et  m'  d'une  ellipse  aux  extré- 
mités A  et  B  dhin  même  diamètre,  et  que  Von  mène  la  diagonale  nn'  du  qua- 
drilatère déterminé  par  les  cjuatre  lignes  de  jonction,  cette  diagonale  sera  pa- 
rallèle à  la  tangente  TT'  menée  à  Vune  des  extrémités  A  du  diamètre. 

V.  Problème.  —  Inscrire  dans  une  ellipse  donnée  un  triangle  dont  la  surface 
soit  un  maximum. 

VI.  Problème.  — Étant  donnés  deux  carrés  ABCD,  abcd  (fig.  110),  dont  Vun 
est  intérieur  à  Vautre,  ayant  même  centre,  et  dispo- 
sés de  telle  sorte  que  les  côtés  de  Vun  soient  paral- 
lèles aux  diagonales  de  Vautre,   inscrire  au   plus 
grand  une  ellipse  qui  soit  circonscrite  au  plus  petit. 

VII.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des 
parallélogrammes  construits  sur  les  diamètres  conju- 
gués de  V ellipse. 

VIII.  Problème.  —  On  a  une  séné  d'ellipses  ayant 
même  centre,  leurs  axes  proportionnels  et  dirigés 
suivant  les  mêmes  droites;  par  un  point  fixe  pris  dans  le  plan  de  ces  courbes 
on  leur  mène  des  normales;  trouver  le  lieu  des  points  oii  chaque  normale 
rencontre  la  courbe  (normalement). 

IX.  Problème.  —  Une  droite  de  longueur  constante  se  meut  en  s' appuyant 
par  ses  extrémités  sur  deux  axes  fixes  ;  trouver  le  lieu  des  centres  de  gravité  des 
triangles  déterminés  par  ces  deux  axes  et  par  cette  droite. 

X.  Problème.  —  On  a  deux  ellipses  dont  les  axes  sont  proportiorMcls  et  res- 
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pedîvement  parallèles  ;  trouver  le  lieu  des  points  oh  chaque  diamètre  de  Vune 
rencontre  le  conjugué  de  son  parallèle  dans  Vautre. 

XI.  Problème.  —  On  mène  parallèlement  à  une  droite  donnée  des  tangentes 
à  une  série  d'ellipses  ayant  les  mêmes  foyers;  trouver  le  lieu  des  points  de 
contact. 

XII.  Prmlème.  —  On  a  une  série  d'ellipses  ayant  même  surface  et  leurs  axes 

dirigés  suivant  les  mêmes  droites;  dans 
j^  chacune  d'elles  on  inscrit  mi  rectangle 

\^^^ — -^  maximum;  trouver  le  lieu  des  sommets 

î\  de  ces  rectangles. 


On  a  deux  cercles 
g.  111),  qui  se  coupent 


Fiff.  111. 


XIII.  Problème 
égaux  C  et  C  (fi 

en  B  et  B';  par  le  milieu  G  de  la  dis 
lance  des  centres  on  mène  une  sécante 
quelconque;  elle  rencontre  les  deux  cir- 
conférences en  des  points  K  et  K';  on 
joint  CK  et  C'K'  qui,  prolongés  au  besoin, 


se  coupent  en  un  point  M.  On  demande  le  lieu  du  point 

302.  Applications. —I.  On  sait  qu'une  arcade  à  plein  cintre  est  formée 
d'une  demi-circonférence  de  cercle  AHB  (fig.  112)  qui  est  tangente  en  A  et  B  aux 
arêtes  verticales  AG  et  BD  des  piédroits  ;  la  tangente  à  rextrémité  U  du  rayon 


.--if 


Fia.  112. 


Fig,  113. 


vertical  011  est  alors  une  horizontale  EF,  parallèle  à  la  ligne  de  naissance  AB. 

Lorsque  l'arcade  est  destinée  à  soutenir  une  rampe,  la  ligne  de  naissance  a^ 
(fig.  113)  prend  l'inclinaison  de  la  rampe  ;  il  en  est  de  même  de  la  tangente  ef 
menée  à  l'extrémité  h  de  la  verticale  oh,  égale  h  oa  on  à  |  ab.  La  courbe  aJib 
de  l'arcade  prend  alors  le  nom  à'arc  rampant;  elle  doit  être  tangente  en  a, 
h  eih  aux  droites  ce,  ef  et  fd.  Le  plus  souvent  on  se  contente  de  la  remplacer 
par  deux  arcs  de  cercle;  mais  le  tracé  a  moins  de  raideur  lorsque  la  courbe 
est  une  ellipse. 

Les  tangentes  ae  et  bf  étant  parallèles,  la  droite  ab  est  un  diamètre  ;  son 
milieu  o  est  le  centre,  et  oh  est  le  conjugué  de  ao.  Ayant  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  égaux,   il  suffit,   pour  tracer  la  courbe,  de  décrire  sur 
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ah  une  demi-circonférence,  et  d'incliner  ensuite  les  ordonnées  parallèle" 
ment  à  oh  (880). 

Remarque.  —  On  trouverait  dans  Tarchitecture  et  dans  la  coupe  des  pierres 
beaucoup  d'autres  applications  de  Tellipse. 

303.  —  II.  La  perspective  d'un  cercle  est  généralement  une  ellipse,  quand 
la  surface  du  tableau  est  plane.  Pour  mettre  en  perspective  un  cercle  0  (fig.  114) 
dont  le  plan  est  horizontal,  on  lui  circonscrit  un  carré  ABCD,  dont  deux  côtés 
AB  et  CD  sont  parallèles  au  tableau;  on  mène  la  diagonale  BG,  et  l'on  tire  les 


[^ 

^ 

0 

X 

Fi-.  114. 


diamètres  EFetGll  qui  unissent  les  points  de  contact.  Soit  a/;  l'horizontale  qui 
représente  le  côté  AB  sur  le  tableau.  On  démontre  que  les  droites  ac,  ef,  bel, 
perspectives  des  droites  AC,  EF,  BD,  vont  concourir  en  un  point  l\  que  Ton 
appelle  \epomt  de  vue;  et  que  la  diagonale  BG  a  pour  perspective  une  droite  bc 
qui  va  passer  par  un  certain  point  P',  situé  sur  la  même  horizontale  que  P,  et 
que  l'on  nomme  ]e  jjoint  de  distance.  Quant  aux  droites  cd  et  gh,  perspectives 
des  droites  CD  et  Gll,  elles  sont  parallèles  à  ab.  Les  lignes  tangentes  restant 
tangentes  en  perspective,  il  s'agit  de  tracer  une  ellipse  tangente  en  e,  g,fel  h  aux 
quatre  côtés  du  trapèze  abcd. 

Pour  cela,  on  remarquera  que  les  tangentes  ab  et  cd  étant  parallèles,  la 
droite  e/"  est  un  diamètre,  et  son  milieu  i  est  le  centre.  Le  conjugué  de  ef  est 
parallèle  à  ab.  Pour  en  déterminer  la  longueur  on  fera  usage  du  théorème  dé- 
montré au  n"  293.  On  prendra  la  moyenne  géométrique  entre  ae  et  c/",  et  on  la 
portera  de  i  en  k.  Ayant  un  système  de  diamètres  conjugués,  on  pourra  tra- 
cer la  courbe  comme  il  a  été  dit  au  n°  286. 

Remarques.  —  I.  La  perspective  d'un  cercle  vertical  donnerait  lieu  à  des  con- 
structions du  même  genre. 

IL  Les  ombres  et  la  perspective  des  ombres  fourniraient  beaucoup  d'autres 
applications  de  l'ellipse. 

304.  —  ni.  Lorsque  la  corde  d'un  réverbère  conserve  sa  longueur  et 
reste  dans  un  plan  vertical,  la  poulie  est  assujettie  à  décrire  une  ellipse  qui  a 
pour  foyers  les  deux  points  de  suspension  et  dont  le  grand  axe  a  pour  lon- 
gueur celle  de  la  corde.  Dans  la  position  d'équilibre,  on  démontre  que  la  poulie 
est  au  point  le  plus  bas  de  l'ellipse,  la  tangente  en  ce  point  étant  horizoiitale. 
Pour  trouver  la  position  d'équilibre,  il  s'agit  donc  de  mener  à  l'ellipse  une 
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tangente  horizontale  (;*î«).  Pour  cela,  soientA  et  B  (fig.  115)  lespointsde  sus- 
pension; on  mènera  la  verticale  AH.  Du  point  B  comme  centre  avec  un  rayon 
égal  à  la  longueur  delà  corde,  on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  coupera  AH  en 

un  point  D;  on  joindra  BD;  puis,  par  le  mi- 
,„-;r        lieu  I  de  AD,  on  mènera  l'horizontale  IM  qui 
,,?.*""'/  rencontrera  BD  au  point  M.  Ce  point  sera  la 

.--■*""  /  position  d'équilibre  de  la  poulie;  les  droites 

/  AM  et  BM  seront  les  directions  des  deux  par- 

\         /  ties.  de  la  corde. 

~"y^^  305.  —  IV.  On  a  construit  des  salles  à 

/  voûte  elliptique;  elles  jouissent,  sous  le  rap- 

port de  l'acoustique,  d'une  propriété  remar- 
quable. Supposons  que  la  voûte  soit  une  sur- 
face de  révolution  dont  la  demi-ellipse  AMA' 
(fig.  97)  soit  la  courbe  méridienne,  et  dont 
AA'  soit  l'axe.  On  sait  que  lorsqu'un  rayon 
'^°'      '  sonore  vient  frapper  une  surface,  il  se  ré- 

fléchit en  faisant  un  angle  de  réflexion  égal 
à  l'angle  d'incidence;  c'est-à-dire  que  le  rayon  incident  et  le  rayon  réfléchi 
font  avec  la  normale  des  angles  égaux.  La  normale  à  une  surface  de  révolu- 
tion étant  la  normale  à  la  section  méridienne  qui  passe  au  point  de  la  sur- 
face que  l'on  considère,  on  voit  que  si  un  rayon  sonore  F'M  émane  de  l'un  des 
foyers  F'  de  la  courbe  méridienne,  après  la  réflexion  il  viendra  passer  au  foyer  7, 
puisque  les  angles  F'MN  et  FMN  que  les  deux  rayons  font  avec  la  normale  MN 
doivent  être  égaux.  11  en  sera  de  même  de  tous  les  rayons  qui  émanent  du 
foyer  F',  soit  qu'ils  viennent  frapper  la  surface  en  un  point  de  la  couibe  AMA' 
ou  en  vj\  point  de  toute  autre  ellipse  méridienne.  Un  son  produit  en  F'  sera 
donc  perçu  en  F  avec  une  intensité  incomparablement  plus  grande  que  s'il 
était  produit  et  perçu  en  tout  autre  point  de  l'espace  ;  et  c'est  ce  qu'on  observe 
en  effet. 


306.  —  V.  Le  méridien  'errestre  diffère  extrêmement  peu  d'une  ellipse 
dont  le  grand  axe  serait  le  diamètre  de  Féquateur,  et  dont  le  petit  axe  serait  la 
distance  des  pôles.  C'est  en  mesurant  les  degrés  du  méridien  qu'on  a  pu  déter- 
miner les  dimensions  de  ses  axes. 

On  appelle  arc  d'un  degré  sur  une  ellipse  (ou  sur  une  courbe  quelconque), 
un  arc  tel,  que  les  normales  menées  à  ses  extrémités  font  entre  elles  un  an^le 
d'un  degré.  Or  il  suffit  de  connr  tre  la  longueur  de  l'arc  d'un  degré  au  pôle  et 
à  Féquateur  pour  être  en  état  de  calculer  les  axes  du  méridien. 

En  effet,  chacun  uc  ces  arcs  peut  d'abord  être  remplacé  par  un  arc  de  cercle 

qui  en  diffère  extrêmement  peu,  car  on  a  vu  au  i:°  191  que  la  normale,  en  un 

point  très-voisin  du  sommet  du  grand  axe,  rencontre  cet  axe  à  une  distance  du 

c^  c^ 

centre  égale  à-  ,  et  par  conséquent  à  une  distance  du  sommet  égale  à  a —  — ■ 

ou  à  -.  L'arc  d'un  degré  compté  à  partir  du  sommet  du  grand  axe  se  confond 

donc  sensiblement  avec  un  arc  de  cercle  dont  le  rayon  serait  —  ;  et  si  l'on 

•^  a 
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désigne  par  d  la  longueur  de  l'arc  d'un  degré  dont  il  s'agit,  on  a 

d  10 


^    b^      560» 
ztc  — 
a 


[1] 


On  verrait  de  la  mjme  manière  que  si  d'  désigne  lajongueur  de  l'arc  d'un 
degré  compté  à  partir  du  sommet  du  petit  axe,  on  a 

d'  lo 

[21 


„    o^      3600 
2n^ 


De  ces  deux  égalités  on  tire  les  valeurs  de  a  et  de  &.  Pour  cela,  on  élève  au 
carré  les  termes  de  l'égalité  [1]  et  on  multiplie  terme  à  terme  avec  la  propor- 
tion [2],  on  obtient 

d-'d-  1  ^,  .      .       560v/rf^, 

Par  un  calcul  analogue,  on  obtient 

On  a  trouvé  ainsi,  à  environ  500"  près, 

a  — 6577400"^    et    ^rriÔSSeiOO"", 

a  étant  le  rayon  de  l'équateur  et  b  celui  du  pôle. 
Ce  qu'on  nomme  ï aplatissement  est  le  rapport 

a-b_    21500  __  J_ 
~~^  ~  6377400  ~"  299* 

307.  —VI.  Les  orbites  des  planètes  (lorsqu'on  néglige  les  petites  pertur- 
bations qu'elles  éprouvent)  sont  des  ellipses  dont  le  centre  du  soleil  occupe 
l'un  des  foyers.  L'orbite  de  la  terre,  par  exemple,  est  une  ellipse  dont  le  demi 
grand  axe  est  d'environ  153493000  kilomètres,    et  le  demi  petit  axe  de 

153454000 kilomètres.  L'excentricité,  ou  le  rapport-,  est  0,01678.  Cette  ellipse, 

comme  on  voit,  diffère  peu  d'un  cercle. 
Parmi  les  planètes  anciennement  cornues,  celle  dont  Torbite  est  la  plus 

excentrique  est  ^Mercure;  pour  cette  planète,  le  rapport  -  est  égal  à  0,20502. 

La  planète  dont  l'orbite  a  la  plus  grande  excentricité  est  Junon,  pour  laquelle 

-  =  0,250. 
a 

D'après  la  première  loi  de  Kepler,  si  par  le  foyer  F  (fig.  116)  de  l'orbite  pla 

nétaire  qu'occupe  le  centre  du  soleil,  on  conçoit  un  rayon  vecteur  fictif  Fw 

mené  au  centre  de  la  planète,  ce  rayoi'  ,ect'^ ur  décrira  des  aires  proportion- 
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nelles  au  temps,  c'est-à-dire  que  si  m'  est  la  posilion  qu'occupe  la  planète  au 
bout  de  1"  par  exemple,  le  secteur  ?nFm'  aura  une  surface  constante,  quelle 

que  soit  la  position  m  qui  a  servi  de  point  de 
départ. 

L'arc  7nm'  n'est  autre  chose  que  la  vitesse  v 
de  la  planète  :  la  loi  de  Kepler  fournit  les 
moyens  d'exprimer  d'une  maniéretrès  simple 
la  loi  suivant  laquelle  varie  cette  vitesse.  En 
elTet,  soit  T  la  durée  de  la  révolution  de  la 
planète  exprimée  en  secondes,  l'aire  du  sec- 
teur décrit  en  une  seconde  sera  (290) 


Fig.  H6. 


Tvab 


[1] 


Mais  l'arc  mm'  étant  assez  petit  pour  pouvoir   être  considéré  comme  recti- 
ligne,  on  a  aussi 


s  =  T  mm 


en  appelant  p  la  perpendiculaire  FP  abaissée  du  foyer  F  sur  la  tangente  en  m, 
ou  sur  le  prolongement  de  l'élément  mm\  D'ailleurs,  en  vertu  du  théorème 
démontré  au  n°  29»,  si  p'  désigne  de  même  la  perpendiculaire  F'P' abaissée 
du  second  foyer  F'  sur  la  même  tangente,  on  a 


et  par  suite 


mm'.  -  . 


[2 


Egalant  les  seconds  membres  des  relations  [1]  et  [2],  on  obtient 


min  .- 


:ab 
Y 


-HT-»     d'où    mm'  ou  v=:  -hîT'P' 

bl    '■ 


c'est-à-dire  que  la  vitesse  v  de  la  planète  est  proportionnelle  à  la  perpendicu- 
laire j/  abaissée  du  second  foyer  de  l'orbite  sur  la  tangente. 

La  vitesse  est  donc  la  plus  grande  quand  la  planète  est  au  point  A,  que  l'on 
nomme  le  périhélie;  on  a  alors  p'=:a  -h  c,  et  par  conséquent 

•27:a  [a  +  c) 


&T 

Elle  est  plus  petite  quand  la  planète  est  au  point  A',  que  l'on  nomme  V aphélie 
on  a  alors  p'z=za  —  c,  et  par  suite 

Sira  (a  —  c) 
bH 


Ces  vitesses  extrêmes  sont  dans  le  rapport  de  a-hc  à  a  —  c,  ou^  ce  qui  re 
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vient  au  même,  dans  le  rapport  del4--àl Pom^  l'orbite  terrestre,  par 

a  a 

exemple,  dans  laquelle  v  =  0,01678,  les  vitesses  au  périhélie  et  à  Taphélie 

sont  entre  elles  comme  1  +0,01678  est  à  1—  0,01678  ou  comme  1,01678  est 
à  0,98522. 

Pour  Mercure,  on  a  -  =  0,20562;  et  par  conséquent  le  rapport  des  vites- 
ses extrêmes  est  celui  des  nombres  1  +  0,20562  et  1  --  0,20562  ou  de  1 ,20562 
à  0,79458. 


CHAPITRE  VIII 

PROPRIÉTÉS  PRINCIPALES  DE  L'HYPERBOLE 


g    1 .  —  AXES  ;    ASYMPTOTES  ;    ORDONNÉES  ;    FOYERS    ET   DIRECTRICES 

308.  Axes.  —  On  a  vu  au  n''  22G  que  l'équation  de  l'hy- 
perbole peut  être  ramenée  à  l'une  des  deux  formes  : 


[1] 


ou 


=  — 1 


[21 


Pour  |/  =  0,  on  a  x. 


en  prenant  pour  axes  coordonnés  les  axes  mêmes  de  la  courbe, 

La  seconde  forme  se  ramène  elle-même  à  la  première  en  chan- 
geant les  y  en  X  et  les  x  eny^  il  suffira  donc  d'étudier  la  pre- 
mière. Elle  ne  diffère  de  l'équation  de  l'ellipse  qu'en  ce  que  b^  y 
est  remplacé  par 

ifcfl;  mais  pour  ^i=:0  on  trouve 
î/  =  =t  &  \J —  j .  Il  en  résulte  que 
l'axe  des  x  rencontre  la  courbe  en 
deux  points  A  et  A'  ({]g.  H  7) ,  mais 
que  l'axe  des  y  ne  la  rencontre  pas. 
Le  premier  prend  pour  cette  rai- 
son le  nom  Caxe  transverse;  sa 
longueur  AA'  est  2a.  Quoique  le 
second  ne  rencontre  pas  la  courbe, 
on  convient  encore  d'appeler  2b 
sa  longueur,  et  on  la  désigne  sous 


Fig.117. 


le  nom  d'axe  non  transverse  ou  ima(jiiiaire. 
On  tire  de  l'équation  [4] 


-^  a^ 


[3] 


On  reconnaît  que  la  courbe  n'a  aucun  point  dont  l'abscisse 
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soit  moindre  que  a  en  valeur  absolue  ;  et  si  Ton  fait  croître  x  de 

«jusqu'à  -{-  oo  ,  ij  croit  depuis  0  jusqu'à  +00  ,  ce  qui  déter- 

h'^x 
mine  deux  arcs  infinis.  La  dérivée  de  l'ordonnée  est  w'=-v- , 

et,  pour  voir  comment  elle  varie,  remplaçons  y  par  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  de  la  courbe  ;  on  trouve,  après  réductions, 

,      h  X  ,      h  i 

y  =     •   ,  ou     î/  = 

a    yjx'  —  a' 


V'-l 


Considérons  la  portion  de  la  courbe  comprise  dans  l'angle  YOX. 

Quand  x  croît  de  -f-  a  à  4-  00  ,  ?/  décroît  de  -i-  00  à  +  -  ;  il  en 

a 

résulte  que,  dans  Finlervalle  considéré,  la  courbe  tourne  sa  con- 

cav'té  vers  les  y  négatifs  (153)  :  et,  à  cause  de  la  symétrie,  on 

peut  dire  que  dans  tout  son  cours  elle  tourne  sa  concavité  vers 

le  prolongement  de  son  axe  transverse. 

Elle  a  donc  la  forme  indiquée  par  la  figure  117. 

Les  points  A.  et  A' où  elle  est  rencontiée  par  son  axetransversc 
sont  les  deux  sommets  de  l'hyperbole. 

309.  On  peut  aussi,  comme  au  n"  351,  calculer  les  coordonnées  d'autant 
de  points  de  la  courbe  qu'on  voudra  sans  avoir  de  racine  à  extraire. 
Il  suffit  de  poser 

_L-      t-h<2        ,  ,.       "It 

formules  qui  vérifient  Téquation  [1]  indépendamment  de  t.  En  y  faisant  croî- 
tre t  de  C  jusqu'à  1,  x  varie  de  a  jusqu'à  oo  ,  et  ?/  depuis  G  jusqu'à  00  . 

3iO.  On  peut  encore  construire  l'hyperbole  par  points  d'a- 
près son  équation.  Soit  OP  (fig.  117)  l'abscisse  d'un  point  dont 
on  cherche  l'ordonnée  ;  du  point  P  on  mènera  une  tangente  PN 
au  cercle  décrit  sur  AA'  comme  diamètre;  on  prendra  PI  =  ^,  et 
i'K=::r,  on  joindia  KN,  et  l'on  mènera  111  parallèle  à  KN;  puis 
on  prendra  l'ordonnée  PM  égale  à  PH  ;  le  point  M  sera  un  point 
de  la  courbe,  car  on  aura 

MP  PII  _  Pl^  _  6 

PN     ^^     PN"~PK~~â* 

SÉOM.  ANAL.    SONNET   ET  FRONTERA.  17 
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Mais 


?]S^Sj'i'X.?A.'  =:  \  (x  -h a)(x  —  a)z=zs^lx'—a\ 
donc 

MP  b 


\lx'-—a'-       « 

ce  qui  revient  à  la  relation  [3] . 

Dans  tous  les  cas,  la  construction  préalable  des  asymptotes 
permettra  de  tracer  la  courbe  avec  plus  d'exactitude. 

31f .  Asymptotes.  —  En  suivant  la  marche  indiquée  au 
n°  169,  on  trouverait  que  les  équations  des  asymptotes  à  Thy- 
perbole 

e      b'  ~ 
sont 

î/  =  ±/-  [11 

On  voit,  par  leurs  équations,  que  ces  droites  ST  et  S'T' 
(fig.  118)  coïncident  avec  les  diagonales  du  rectangle  construit 
sur  les  axes.  Mais  on  peut  y  arriver  directement  et  sans  connaître 
la  théorie  générale  des  asymptotes  des  courbes  algébriques. 

L'équation  de  l'hyperbole  peut  être  mise  sous  la  forme 


y=^-a^\/'-i-'  t'^1 


il  suffit  pour  cela  de  la  résoudre  par  rapport  à  y,  de  multiplier 

le  second  membre  par  x,  et  de  diviser  en  même  temps  par  x^ 

sous  le  radical. 

On  remarque  alors  qu'à  mesure  que  la  valeur  absolue  de  x 

augmente,  c'est-à-dire  à  mesure  que  l'on  considère  un  point  de 

a* 
plus  en  plus  éloigné  de  l'origine,  le  terme    ^  diminue,  et  peut 

X 

devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée  ;  en  sorte  que  les 
valeurs  de  y  tendent  à  se  réduire  à  celles  qui  sont  données  par 
l'équation  [1].  En  d'autres  termes,  l'hyperbole  approche  d'au- 
tant plus  de  se  confondre  avec  l'une  des  droites  représentées 
par  l'équation  [1]  qu'elle  s'éloigne  davantage  de  son  centre. 
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Pour  mieux  comparer  la  courbe  a\ec  ces  droites,  considérons 
d'abord  la  demi-branche  d'hyperbole  pour  laquelle  les  coor- 
données X  et  y  sont  positives  ;  écrivons  simplement 


yr^-v/x'— a%  [5] 


et  posons 

Y=:-X. 

a 
On  lire  de  ces  deux  équations, 

b 


Y  —  ijz=~  (x  —  \Jx'  —  a' 


a 

ou ,    en    multipliant   et    en   divisant    en    même   temps  par 

x  +  y/o;^  —  a% 

-,  b  a?  ah 

Y  -  2/  =  - 


^  x-\-\lx^  —  a^      x-{-  \Jx^  —  a^ 

On  voit  qu'à  mesure  que  x  augmente,  la  différence  Y  —  y  dimi- 
nue, et  qu'elle  peut  devenir  aussi  petite  qu'on  voudra,  puisque 
X  peut  croître  indéfiniment.  La  branche  de  courbe  représentée 
par  l'équation  [5J  approche  donc  indéfiniment  de  la  droite  re- 
présentée par  l'équation  [4] . 

De  la  symétrie  de  la  courbe  par  rapport  aux  axes  on  conclut 
que  ses  quatre  demi-branches  approchent  indéfiniment  des 
droites  qui  ont  pour  équations 

a 

le  signe  supérieur  convenant  à  la  droite  dont  s'approchent  la 
demi-branche  supérieure  à  droite  et  la  demi-branche  inférieure 
à  gauche,  et  le  signe  inférieur  à  la  droite  dont  s'approchent  la 
demi-branche  supérieure  à  gauche  et  la  demi-branche  inférieure 
à  droite. 

313.  Pour  que  l'hyperbole  représentée  par  l'équation  [1] 
soit  équilatére  (190),  il  faut  que  l'on  ait 

b       b  11,, 

M--. —  =  — 1,     d  ou     a=b. 
a       a 
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Donc  une  hyperbole  équilatère  a  ses  axes  égaux,  d'où  le  nom 
qu'on  lui  a  donné  ;  mais  nous  l'avons  définie  au  n"  199  par 
une  propriété  plus  facile  à  constater. 

La  réciproque  est  évidemment  vraie.  On  peut  démontrer 
cette  réciproque  d'une  manière  générale  à  l'aide  des  invariants 
(S37).  Il  en  résulte  que  l'équation  d'une  hyperbole  équilatère 
rapportée  à  ses  axes  est 

x'  —  tf  =  a'  [4] 

et  que  ses  asymptotes  sont  les  bissectrices  des  angles  des  axes. 
Si  l'on  rapporte  l'hyperbole  équilatère  représentée  par  l'équa- 
tion [4]  à  un  système  de  diamètres  conjugués  quelconques,  en 
remplaçant  x  eiy  par  les  valeurs  données  par  les  formules  du 
n'*  63,  on  obtient  une  équation  de  la  forme 

x'^  —  y'^=:a"\ 

Donc  tous  les  diamètres  conjugués  d'une  hyperbole  équilatère  sont 
égaux. 

313.  L'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  deux  diamètres 
conjugués  étant  de  même  forme  que  lorsque  la  courbe  est  rap- 
portée à  ses  axes  (319),  l'équation  d'une  hyperbole  rapportée  à 
deux  diamètres  conjugués  de  longueurs  2a'  et  W  serait  (22^) 

^^       y^  _  M  x^      y^ . 

Dans  la  première  2a' serait  transverse  et  W  imaginaire;  le  con- 
traire aurait  lieu  dans  la  seconde. 

314.  Hyperboles  conjuguées.  —  Si  l'on  considère  les 
hyperboles  ayant  pour  équation 

a'      r-~"^     ^      a'      b'"      ^' 

on  reconnaît  qu'elles  ont  les  mômes  asymptotes;  mais  la  pre- 
mière est  placée  dans  deux  des  angles  formés  par  ces  droites, 
et  la  seconde  dans  les  deux  autres.  Leurs  axes  sont  égaux  en 
valeur  absolue;  mais  dans  la  première  c'est  l'axe  a  qui  est- 
transverse,  tandis  que  dans  la  seconde  c'est  l'axe  b.  Ces  hyper- 
boles sont  dites  conjuguées.  Leurs  diamètres  conjugués  sont  les 
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mêmes;  mais  celui  des  deux  qui  est  transverse  dans  l'une  est 
non  transverse  dans  l'autre. 

315,  Ordonnées.  —  Théorème.  Les  carrés  des  ordonnées 
perpendiculaires  à  Vaxe  transverse  sont  entre  eux  comme  les  pro- 
duits des  distances  de  ces  ordonnées  aux  deux  sommets. 

En  effet,  M  [x,  y)  et  W{x',  y')  étant  deux  points  de  l'hyper- 
bole, on  a 


d'où 


mais 


f=';(^- 

-«') 

et    r--J(*"- 

f  _x'- 

-a' 

_  {x  —  a)  {x  +  a) 

r  ~  X'' 

-a? 

~  (x'—a)  (x'-ha) 

a') 


x  —  a=^?,  a;-+-a=AT,a;'  — a=AF  et  x'-ha=A.T' 


Donc 


MP' 


AP.AT 


WF'      AP^A'P' 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

Remarque.  —  On  démontrerait,  comme  au  n"  253,  que  les 

ordonnées  perpendiculaires  oh  grand  axe  son!,  aux  ordonnées  cor- 
respondantes de  Vhjperhole  équilatère  décrite  sur  cet  axe,  dans  le 
rapport  de  h  à  a,  et  que  l'hyperbole  non  équilatère  peut  être 
considérée  comme  la  projection  de 
rhyperbole  équilatère, 

316.  Foyers.  —  Par  un  calcul 
identique  à  celui  du  n°  355,  on 
trouve  que  l'hyperbole  a  deux 
foyers  réels,  situés  sur  l'axe  Irans- 
verse,  etdont  les  coordonnées  sont 

1^  =  0  et  (x=:zh^'^r^rf^z=z±:c. 

Pour  construire  les  foyers,  il 
suffit  d'élever  au  sommet  A  (fig.  ii8)  une  perpendiculaire  à 


Fig.  418. 


202  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DlMENSIOiSS. 

l'axe  transverse;  de  prendre  sur  cette  perpendiculaire  une 
longueur  AB  égale  à  h,  et  de  décrire  du  point  0  comme  centre, 
avec  OB  pour  rayon,  une  demi-circonférence  de  cercle.  Elle 
rencontrera  Taxe  transverse  prolongé  aux  points  F  et  F',  qui 
seront  les  foyers;  car  on  aura 


31  "T.  Soit  M  un  point  de  l'hyperbole  répondant  à  une  abscisse 
positive,  c'est-à-dire  un   point  de  la  branche  de  droite.   On 
rouve,  pour  l'expression  des  rayons  vecteurs  qui  partent  du 
oyer  F, 

MF  =  --«, 
a 

attendu  que,  x  étant  au  moins  égal  à  a,  et  c  étant  plus  grand 

ex 
que  a,  le  terme  —  est  toujours  plus  grand  que  a. 

(X 


On  a  de  môme 


MF'  =  - +a. 
a 


Si  le  point  M  était  sur  la  branche  de  gauche,  x  serait  négatif 
et  on  aurait 

MF=:--  +  a    et    MF'=:---a. 
a  a 

318.  Directrices.  —  La  directrice  correspondant  au  foyer  F 
a  pour  équation 


ex               ,. 
(1=0 

a' 

ou 

X  —  — , 

a 

c 

et  celle  correspondant  au  foyer  F'  a  pour  équation 

ex  ^  a^ 

f-«=0     ou    x  = . 

a  c 

Comme  c  est  plus  grand  que  a,  la  distance  -  est  moindre  que 

c 

a;  les  deux  directrices  sont  situées  entre  les  sommets  A  et  A'. 

Pour  construire  la  directrice  DL  (fig.  118),  il  suffit  d'élever 

sur  OA  la  perpendiculaire  AB  égale  à  Z>,  de  joindre  OB  ;  d'abais- 
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scr  du  foyer  F  sur  OB  la  perpendiculaire  FI,  et  de  mener  par  le 
point  I  une  perpendiculaire  DL  à  l'axe  transverse.  Car  on  aura 

OD_OI 
01~"0F' 

mais  les  triangles  OAB  et  OIF  sont  égaux  comme  étant  rectan- 
gles ayant  un  angle  commun  et  les  hypoténuses  égales  ;  on  a 
donc  01  =  OA,  et  l'on  peut  écrire 

OD      OA  OD      a 

d'où 


OA-~OF    ^^'      a  ~c' 


0D=- 
c 


Quand  l'hyperbole  est  équilatère,  le  point  D  est  le  milieu 
de  OF;  car  le  triangle  OAB,  et  par  suite  son  égal  OIF,  sont  iso- 
cèles, puisque  l'on  a  a=^. 


319.  Excentricité.  — 

On  a 

ML  = 

=  x- 

c 

etMF  = 

ex 

~  a 

on  en  conclut 

ex 

MF 

a 

X  — 

-  a 
c 

_c 

a; 


Donc,  de  môme  que  dans  l'ellipse,  l'excenlricité  de  l'hyper- 
hole  est  égale  au  rapport  de  la  distance  focale  à  Vaxe  trans- 
verse. Comme  c  est  plus  grand  que  a,  un  point  quelconque  de  la 
courbe  est  pins  près  de  la  directrice  que  du  foyer.  C'est  Fin- 
verse  de  ce  qui  a  lieu  dans  l'ellipse. 

320.  En  retranchant  l'une  de  l'autre  les  valeurs  des  rayons 
vecteurs  trouvés  au  n^'Sl^,  il  vient 

MP-MF  =  2«, 

quantité  constante,  et  cela  que  le  point  M  appartienne  à  l'une  ou 
à  l'autre  branche  de  la  courbe.  Donc,  dans  l hyperbole,  la  diffé- 
rence des  rayons  vecteurs  est  égale  à  F  axe  transverse. 

321.  Remarques,  —  L  Cette  propriété  n'appartient  qu'aux 
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points  de  l'hyperbole;  car  soit  d'abord  M'  (fig.  119)  un  point 
extérieur  (c'est-à-dire  placé  du  côté  où  la  courbe  tourne  sa 
convexité);  joignons  î^l'F'  et  M'F,  qui  coupera  la  courbe  en  un 
point  M;  joignons  MF'.  Nous  aurons 

M'F'  <  MF'  +  MM',     d'où    M'F'  —  M'F  <  MF  -4-  MM'  —  M'F, 


ou 


M'F'  —  M'F  <  MF'  —  MF    ou     <2a. 


Soit,  en  second  lieu,  M"  un  point  intérieur  (c'est-à-dire  placé  du 
côté  où  la  courbe  tourne  sa  concavité)  ;  joignons  M"F'  et  M"F,  dont 
le  prolongement  coupera  la  courbe  en  un  point  M  ;  joignons  MF'. 
Nous  aurons 

M"F'  >  MF'  —  MM",     d'où    M"F'  —  M"F  >  MF'  —  MM  ' — M"F, 


ou 

M"F'  — M"F>MF'  — MF    ou    >2a. 

Ou  voit  qu'un  point  est  hors  de  Ihyperhole,  sur  IhijperhoJe,  ou 

intérieur  à  l'hyperbole^  suivant  que 
la  différence  de  ses  distances  aux 
deux  foyers  est  inférieure,  égale  ou 
supérieure  à  Vaxe  transverse. 

C'est  la  propriété  par  laquelle 
nous  avons  défini  l'hyperbole,  au 
n^'iS. 

II.  On  a  vu  au  n°  15  comment 
on  trace  la  courbe  d'un  mouvement 
continu  en  s'appuyant  sur  la  pro- 
priété dont  nous  nous  occupons. 
On  peut  aussi  la  construire  par  points.  Pour  cela,  du  foyer  F 
comme  centre  avec  un  rayon  plus  grand  que  c  —  a,  on  décrira 
un  arc  de  cercle  ;  du  point  F'  comme  centre  avec  un  rayon 
égal  au  précédent  augmenté  de  2f/,  on  décrira  un  second  arc 
de  cercle.  Ces  deux  arcs  se  couperont  en  un  point  appartenant 
à  rhyperbole. 

332.  Hyperboles  homofocàles.  —  Dans  les  hyperboles  ho- 
mofocales,  la  quantité  «*-{-/>'  doit  être  la  même  ;  on  aura  donc 


Fis.    119. 
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l'équation  générale  des  hyperboles  ayant  les  mêmes  foyers  que 
celle  qui  est  représentée  par  l'équation  [1],  en  augmentant  a^  et 
diminuant  è^  d'une  même  quantité  X  positive  ou  négative,  ce  qui 
donne 

_fL t_^l^ 


§    2.    —    TANGENTE    ET   NORMALE. 

3S3.  Tangente.  —  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à 
l'hyperbole,  représentée  par  l'équation 

au  point  {x,  y) ,  a  pour  valeur  (141  ) 

— '—    ou    m  =  -^, 

qui  ne  diffère  de  celle  du  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à 
Tellipse  qu'en  ce  que  &^  est  changé  en  —fc^;  et  l'équation  de  la 
tangente  en  ce  point  (x,  y)  est 

il  faut  y  joindre  la  relation  [1]  qui  exprime  que  le  point  est 
sur  la  courbe. 
On  peut  mettre  Téquation  [2]  sous  la  forme 

et  par  conséquent,  en  vertu  de  [1] ,  on  peut  écrire 

telle  est  l'équation  de  la  tangenle  à  l'hyperbole,  en  fonction  des 
coordonnées  du  point  de  contact. 

Remarquas.  —  I.  On  peut  encore  obtenir  cette  équation  en  ap- 
pliquant Il  règle  du  n**  S38. 


266  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

II.  Au  sommet,  on  a  ic  =  a  et  î/^O  ;  par  suite  m  =  00  ;  la 
tangente  en  ce  point  est  donc  perpendiculaire  à  l'axe  trans- 
verse. Quand  x  croit  de  +a  à-i-oo,  m  décroît  de  -h  00  à 

-H-  (308).  Donc,  à  mesure  que  le  point  de  contact  s'éloigne 
(i 

sur  la  courbe,  la  tangente  tend  à  devenir  parallèle  à  l'asymp- 
tote. Nous  verrons  plus  loin  que  la  tangente  à  l'hyperbole  à 
l'intini  se  confond  avec  l'asymptote  elle-même. 

334.  Si  l'on  fait  Y  =  0  dans  l'équation  de  la  tangente,  on 
trouve 

X 

quantité  indépendante  de  b  et  de  y.  Il  en  résulte,  comme  pour 
l'ellipse,  que  si  l'on  décrit  diverses  hyperboles  ayant  le  môme 
axe  transverse,  et  qu'on  leur  mène  des  tangentes  aux  points  qui 
ont  pour  abscisse  commune  ;r,  ces  tangentes  iront  toutes  cou- 
per l'axe  transverse  en  un  même  point. 

Remarque.  —  La  valeur  de  X  étant  de  même  signe  que  x  et 
moindre  que  a,  il  s'ensuit  que  la  tangente  coupe  l'axe  transverse 
en(re  la  branche  d'hyperbole  qu'elle  touche  et  le  centre,  et  que  par 
conséquent  la  tangente  passe  toujours  entre  les  deux  branches. 

335.  Équation  d'une  tangente  parallèle  à  une  droite  donnée 
dont  le  coefficient  angulaire  est  m. 

En  opérant  comme  au  n°  366, 1,  on  trouvera 

Y  =  m\±s^la'm'  —  b\  [5] 

Cette  équation  ne  diffère  de  celle  qui  a  été  trouvée  pour  la  tan- 
gente à  l'ellipse  qu'en  ce  que  b^^  y  est  remplacé  par  — ¥. 

Il  peut  y  avoir,  comme  on  voit,  deux  tangentes  parallèles  à 
la  direction  donnée. 

Quand  on  a 

m^  =  ~r     ou    m  =  ±  - , 
a^  a 

elles  se  confondent  avec  les  asymptotes  (311) 

a 
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et  le  problème  devient  impossible  quand  on  a 

r<2  l. 

m^<— ,    ou    m  <Z-- 
a^  a 

en  valeur  absolue  ;  donc,  si  a  désigne  l'angle  aigu  dont  la  tan- 
gente est  -,  il  faut,  pour  que  le  problème  soit  possible,  que  la 

u 

droite  donnée  fasse  avec  l'axe  des  x  un  angle  compris  entre  a 
et  180"  —  a.  Cela  revient  à  dire  que  le  problème  n'est  pos- 
sible que  si  une  parallèle  menée  à  la  droite  donnée,  par  le  cen- 
tre de  la  courbe,  est  dirigée  dans  l'angle  SOS'  (fig.  118)  que 
forment  les  moitiés  supérieures  des  deux  asymptotes ,  autre- 
ment dit  dans  l'angle  qui  ne  contient  pas  la  courbe. 

Remarque.  —  Si  l'on  cherche  les  coordonnées  des  points  de 
contact,  on  trouve  pour  x  et  pour  y  deux  couples  de  valeurs 
qui  sont  égales  cl  de  signe  contraire.  Il  en  résulte  que  les  deux 
points  de  contact  sont  aux  extrémités  d'une  même  droite  pas- 
sant par  le  centre. 

336.  Problème.  —  Mener  une  tangente  'par  un  point  (a,  ^) 
extérieur  (c'est-à-dire  situé  entre  les  deux  branches  de  l'hyper- 
bole). 

On  aura,  pour  déterminer  x  et  j/,  coordonnées  du  point  de 
contact,  les  deux  équations 

a'     b'~  a'      b'~  ' 

dont  la  seconde  exprime  que  le  point  donné  est  sur  la  tangente. 

L'élimination  conduit  à  une  équation  du  second  degré  ;  il  y  a 
donc,  en  général,  deux  tangentes.  Elles  se  réduisent  à  une  seule 
quand  le  point  donné  est  sur  l'hyperbole. 

Mais,  au  lieu  de  déterminer  les  coordonnées  x  et  y  par  le 

calcul,  il  est  préférable  de  remarquer  que  le  point  de  contact 

peut  s'obtenir,  comme  au  n**  367,  par  l'intersection  de  deux 

lieux  géométriques,   savoir  :  l'hyperbole  elle-même    et  une 

droite,  la  corde  des  contacts,  dont  les  coordonnées  à  l'origine 

sont 

a*      ,  b'- 

x—~    et    yz==:  —  ~, 

■a  ^  p 
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Remarques.  —  I.  En  opérant  comme  pour  le  cercle  (f  S7)  on 
trouvera  pour  l'équation  qui  représente  à  la  fois  les  deux  tan- 
gentes issues  du  point  (a,  g) 

II.  Les  équations  [4]  et  [5]  conservent  la  môme  forme  quand 
l'hyperbole  est  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués. 

357.  Pôles  et  polaires.  —  Mêmes  théorèmes  et  mêmes 
démonstrations  que  pour  Tellipse  au  n°  S68. 

358.  Théorème.  —  La  tangente  à  Vhyperbole  divise  en  deux 
parties  égales  l'angle  des  rayons  vecteurs. 


Fig.  120. 

Soit  MT  (fig.  120)  la  tangente  au  point  M,  et  soient  MF  et  MF' 
les  rayons  vecteurs  de  ce  point,  il  s'agit  de  démontrer  l'égalité 

TF_MF 
TP~MP* 

a^ 
Or  on  a  vu,  au  n"*  334,  que  la  distance  OT  a  pour  valeur  —, 

X 

en  appelant  x  l'abscisse  du  point  M.  Il  en  résulte 
TF^zOF  — 0Ï  =  ( 


et 


TF=:OP-hOT==c  +  -  =  ?^':±^-, 

X  X 
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d'où 

TF       ex  —  a' 


mais,  d'après  ce  qui  a  été  établi  au  n"  317,  on  a  aussi 


■^gry  CJj  COU  Cl 


a  a 


et 


d'où 


..,.,      ex  ,  cx-ha^ 


MF ex  —  a* 

W''~'  cx-{-a*' 


TF       MF 
Les  rapports  ^,  et  ^rr^,  sont  donc  égaux,  et  la  droite  MT  est 

la  bisseclrice  de  l'angle  FMF'. 

Ri'MARQUKs.  —  I.  Il  en  résulte  que  la  normale  MN  est  la  bis- 
sectrice de  Vangle  supplémentaire  IMF. 

II.  Il  en  résulte  encore  que  si  une  ellipse  et  une  hyperbole 
ont  les  7nêmes  foyers,  les  tangentes  aux  deux  courbes ,  en 
chaque  point  d'intersection,  sont  perpendiculaires  entre  elles 

(S69). 

3S9.  Le  théorème  précédent  fournit  un  moyen  de  construire 
la  tangente  à  l'hyperbole  par  un  point  donné. 

Supposons  d'abord  le  point  donné  en  M  sur  la  courbe.  On  mè- 
nera les  rayons  vecteurs  MF  et  MF',  on  prendra  MII=:MF,  on 
joindra  IIF,  puis  on  abaissera  MT  perpendiculaire  sur  IIF;  ]:i 
ligne  TT'  ainsi  obteime  sera  la  tangente  demandée,  car  on  aura 
par  construction  l'angle  IIMT  =TMF. 

330.  Supposons,  en  second  lieu,  que  le  point  soit  donné  en  P 
hors  de  la  courbe.  Du  point  P  comme  centre  avec  PF  pour 
rayon,  on  décrira  un  arc  de  cercle;  du  point  F'  comme  centre 
avec  un  rayon  égal  à  l'axe  transverse  2a  on  décrira  un  second 
arc  de  cercle  qui  coupera  le  premier  en  un  point  H,  on  joindra 
FH,  et  du  point  P  on  abaissera  sur  FH  la  perpendiculaire  PT, 


270  GÉOMÉTRIlî  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

qui  sera  la  tangente  demandée.  En  joignant  Fil,  et  prolongeant, 
on  aura  le  point  de  contact  M. 

La  construction  sera  toujours  possible  quand  le  point  donné  P 
sera  extérieur  à  l'hyperbole  dans  le  sens  que  nous  avons  défini 
plus  haut. 

En  effet,  le  point  P  étant  extérieur  à  l'hyperbole,  on  a  (321, 
Rem.  I) 

PF'_PF<2a.  [i]. 

De  plus,  le  point  P  étant  supposé  plus  voisin  de  F  que  de  F', 
on  a  PF  <PF'  et  à  plus  forte  raison 

PF<PF-4-2a.  [2] 

D'ailleurs,  le  triangle  FPF'  donne  FF<  PF'  -i-PF. 

A  plus  forte  raison  on  aura,  puisque  2a  est  moindre  que  FF', 

2a<PF'4-PF.  [5] 

On  tire  de  l'inégalité  [1] 

PF'<2«4-PF, 

c'est-à-dire  que  la  distance  des  centres  est  moindre  que  la 
somme  des  rayons.  Si  PF  est  plus  grand  que  2a,  on  tire  de 
l'inégalité  [2] 

PF>PF  — 2a; 

et  si  PF  est  moindre  que  2a,  on  tire  de  l'inégalité  [5] 
PF>9a_PF; 

on  voit  que  dans  l'un  ou  l'autre  cas  la  distance  des  centres  est 
plus  grande  que  la  différence  des  rayons  ;  donc  les  arcs  de  cercle 
se  couperont. 

La  démonstration  serait  analogue  si  le  point  P  était  plus  voi- 
sin de  F'  que  de  F. 

Remarques.  —  L  Ces  deux  arcs  auront  deux  points  communs; 
ainsi  il  y  aura  deux  positions  pour  le  point  11,  et  par  suite  deux 
tangentes. 

il.  Si  l'on  joint  le  point  0,  milieu  de  FF',  au  point  fe,  milieu 
de  11F,  on  a  une  droite  parallèle  à  MF';  celte  droite  est  moitié 
de  Fil,  par  conséquent  égale  à  a.  De  là  ce  théorème  :  Le  lieU 
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des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  Vun  des  foyers  d'une 
hyperbole  sur  ses  tangentes  est  la  circonférence  de  cercle  décrite 
sur  Vaxe  transverse  comme  diamètre. 

331.  Le  théorème  du  n°  338  permet  aussi  de  mener  une 
tangente  à  l'hyperbole  parallèlement  à  une  droite  donnée. 

Pour  cela,  du  foyer  F  on  abaissera  une  perpendiculaire  Fiï 
sur  ]a  direction  donnée;  et  du  foyer  F'  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à  l'axe  transverse,  on  décrira  une  circonférence  qui 
coupera  la  perpendiculaire  en  un  point  H.  Par  le  milieu  K  de 
FH  on  mènera  une  parallèle  à  la  droite  donnée,  ce  sera  la  (an- 
gente  demandée.  Le  point  où  elle  rencontrera  le  prolongement 
de  F'H  sera  le  point  de  tangence  M. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  le  cercle  ren- 
conlre  la  droite  FH,  ce  qui  exige  que  la  dislance  de  cette  droite 
au  foyer  F'  soit  moindre  que  la.  Or,  si  ij^=:mx-\-n  est  l'équa- 

\ 
lion  de  la  droite  donnée,  celle  de  FH  sera  y  = (^  —  c)  ;  on 

devra  donc  avoir  (96) 

0— -^(-c  — c) 

<.  'irt     ou  .  ■  <  a, 


s/ 


d'où  l'on  tire 


,       J_  v/m'  +  l 

•'         1  a 


m->> r —     ou     m-^~z. 

a^  a- 


Il  faut  donc  que  le  coefficient  angulaire  m  soit  plus  grand 

que  -  en  valeur  absolue;  ce  qui  revient  à  dire,  en  appelant  c 
a 

l'angle  aigu  dont  la  tangente  est  -,  que  la  droite  donnée  doit 

a 

faire  avec  l'axe  des  x  un  angle  compris  entre  a  et  180°  —  a. 

C'est  la  condition  déjà  trouvée  au  n"  325. 

332é  Normale,  —  On  trouvera  pour  l'équation  de  la  nor- 
malC)  au  point  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y. 
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Elle  ne  diffère  de  réquation  de  la  normale  à  l'ellipse  qu'en  ce 
que  b^  est  changé  en  —  b^. 

Pour  obtenir  le  point  où  la  normale  coupe  l'axe  transv^rse,  il 
faut  faire  Y  =  0  ;  ce  qui  donne 

XU  Jj  -xr  f^ 

=zX-{--^      OU      X=:— ic; 

l'abscisse  X  du  point  de  rencontre  est  donc  proportionnelle  à 
l'abscisse  x. 

Sa  plus  petite  valeur  répond  au  minimum  de  a;,  qui  est  a,  on 
trouve  alors 

^=- 
a' 

quantité  plus  grande  que  c.  Ainsi,  une  normale  infiniment  voi- 
sine du  sommet  rencontre  le  prolongement  de  l'axe  transverse 
au  delà  du  foyer,  par  rapport  au  centre. 

333.  On  peut  se  proposer  pour  la  normale  les  mêmes  problèmes  que 
pour  la  tangente.  On  trouvera  que  réquation  de  la  normale  parallèle  à  la 
droite  y  ^^  mx  est 


y  =z  mx  zt 


ya-  —  ni-è- 


334.  L'équation  de  riiyperbole  est  vérifiée  pour  a; = a  séccp  et  î/=:ttang9, 
quel  que  soit  cp.  L  équation  de  la  normale  en  fonction  de  cet  angle  auxiliaire  © 
est 

seccp      tangcp 


g  5.  —  DIAMÈTRES   ET   CORDES    SUrPLÉMENTAIUES. 

335.  Diamètres.  —  On  di'^montrera,  comme  au  n"  S76,  que 

le  diamètre  qui  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  paral- 
lèles à  la  direction  y=:mx,  n  pour  équation 

Donc  les  diamètres  de  rhyperbole  sont  des  lignes  droites  pas- 
sant par  le  centre. 
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Si  l'on  désigne  par  m' le  coeriicienl  angulaire  de  ce  diamètre, 
on  a  entre  ce  coefficient  angulaire  et  le  coefficient  angulaire  m 
des  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales,  la  relation  con- 
stante 

mm  =^  -,  [2] 

qui  ne  diffère  de  celle  du  n*"  376  qu'en  ce  que  /?-  est  changé 
en  —  b^. 

On  déduira  de  cette  relation  que,  réciproquement,  toute  droite 
passant  par  le  centre  est  un  diamèlre,  excepté  quand  cette  droite 

est  une  asymptote.  Dans  ce  cas  on  a  m  =  ziz-,  et  celte  valeur  fai- 

sant  disparaître  le  terme  en  x^  de  l'équation  qui  détermine 
les  abscisses  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  les 
droites  parallèles  à  cette  direction,  il  s'ensuit  qu'il  n'existe  pas 
de  cordes  de  longueur  finie,  et  par  conséquent  qu'il  n'y  a  pas 
non  plus  de  diamètre,  correspondant  à  celte  direction. 

Pour  m=^±i-,  l'équation  [\]  devient 


qui  est  l'équation  des  asymptotes.  Ainsi,  plus  les  cordes  paral- 
lèles approchent  d'une  des  deux  directions  asymptotiqnes,  plus 
le  diamètre  qui  les  divise  en  deux  parties  égales  approche  de  se 
confondre  avec  l'asymptote  qui  a  cette  même  direction;  ce  qui 
doit  être,  car  le  diamètre  et  l'asymptote  passent  par  le  centre, 
et,  à  la  limite,  les  cordes  devenant  infinies,  le  milieu  de  chacune 
d'elles  est  à  l'infini. 

336.  Tous  les  diamètres  de  r hyperbole  ne  rencontrent  pas  lu 
courbe. 

Soit  y  =  m'x  l'équation  d'un  diamètre  ;  en  la  combinant  avec 
celle  de  l'hyperbole  pour  obtenir  les  coordonnées  des  points 
de  rencontre,  on  obtient 

ab  ,         m'ab 


sJb'  —  mV  ^i/^^m^a' 

ilOM,    ANAL.    iONNKr    l.T  f  llONTEl'.A  •  18 
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Pour  que  ces  valeurs  soient  réelles,  il  faut  qu'on  ait 
b^  —  mV  >  0     ou    m'  <,-  en  valeur  absolue  ; 

Cl 

ce  qui  revient  à  dire  qu'en  nommant  a  l'angle  aigu  dont  la  tan- 
gente est  -,  le  diamètre  doit  faire  avec  l'axe  des  x  un  angle 

compris  entre  0  et  a,  ou  entre  180°  et  180*^  —  a,  pour  qu'il  ren- 
contre l'hyperbole.  Cela  revient  à  dire  encore  que  ce  diamètre  doit 
être  dirigé  dans  l'angle  SOT'  (fig.  118)  formé  par  les  asymptotes 
à  droite  du  centre,  ou  dans  son  opposé  S'OT,  c'est-à-dire  dans  les 
angles  qui  contiennent  l'axe  transverse. 

On  appelle  diamètres  transverses  ceux  qui  rencontrent  la 
courbe,  et  diamètres  non  transverses  ou  imaginaires^  ceux  qui 
ne  la  rencontrent  pas. 

Remarques.  —  1. 11  résultede  la  relation  [1  ]  que  si  m' est  moindre 

que  -  en  valeur  absolue,  m  est  au  contraire  plus  grand  que  -  ; 

par  conséquent  les  cordes  qu'un  diamètre  transverse  divise  en 
deux  parties  égales  font  avec  l'axe  des  x  un  angle  compris  entre 
a  et  180»  —  a.  Celles  qui  sont  divisées  en  deux  parties  égales 
par  un  diamètre  non  transverse,  font  avec  Taxe  desic  un  angle 
compris  entre  0  et  a  ou  entre  180**  et  180"*  —  a. 

II.  Lorsque  l'on  a  m'  >  - ,  les  valeurs  de  x  et  de  ij  trouvées 


ci-dessus  sont  de  la  forme  x:^^x'\J  —  \  et  y=^i/sj  —  1 .  Si  Ton 
convient  de  regarder  x'  et  ij'  comme  les  coordonnées  de  Vextré- 
mité  des  diamètres  imaginaires,  on  voit,  en  remplaçant  dans 
l'équation  de  l'hyperbole  xeiy  par  ces  valeurs,  que  le  lieu  géo- 
métrique des  extrémités  des  diamètres  non  transverses  d'une  hy- 
perbole est  rhyperbole  conjuguée. 

337.  Théoiîème.  —  La  tangente  à  l  extrémité  d\ui  diamètre 
transverse  est  parallèle  aux  cordes  que  ce  diamètre  divise  en  deux 
parties  égales. 

Même  démonstration  qu'au  n°  277. 

Remarque.  —  Il  résulte  de  ce  théorème  que  les  cordes  divisées 
en  deux  parties  égales  par  un  diamètre  transverse  ont  leurs  ex- 
trémités sur  une  même  branche  de  l'hyperbole  :  car  la  tangente 
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à  laquelle  elles  sont  parallèles  passe  entre  les  deux  branches 
(334,  Rem.):  et  par  conséquent  une  parallèle  à  cette  tangente 
ne  saurait  couper  les  deux  branches  à  la  fois. 

Quant  aux  cordes  qui  sont  divisées  en  deux  parties  égales 
par  un  diamètre  non  transverse,  il  est  clair  qu'elles  ont  cha- 
cune leurs  extrémités  sur  les  deux  branches  :  car  une  corde  qui 
a  ses  extrémités  sur  une  même  branche  ne  saurait  avoir  son 
milieu  entre  les  deux  branches. 

338.  Diamètres  conjugués.  —  Rappelons  que  par  diamè- 
tres conjugués  on  entend  deux  diamètres  tels,  que  chacun  d'eux 
divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à  l'autre. 

Si  m  et  m'  sont  les  coefficients  angulaires  de  ces  diamètres, 
on  a,  en  vertu  de  la  relation  démontrée  au  n"  335, 

mm'  =  -.  fil 

Remarque. —  Il  résulte  de  cette  relation  que,  de  deux  diamè- 
tres conjugués,  un  seul  est  transverse  ;  car  si  le  premier  diamètre 

est  transverse,  on  a  en  valeur  absolue  m<!  -  (336);  par  con- 

a 

séquent  m'>-;  ce  qui  démontre  que  le  second  diamètre  ne 

rencontre  pas  la  courbe. 

Pour  m  =  -,  on  aurait  aussi  m  =  -,  et  les  deux  diamètres 

conjugués  se  confondraient  avec  une  asymptote;  ce  qui  doit 
être  (335). 

339.  Angle  de  deux  diamètres  conjugués.  —  Soit  V  l'an- 
gle que  font  entre  eux  deux  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole  ; 
on  aura  (93) 

_iL 

tangV=.— ^  =  ^,^m-— j. 

L'angle  V  ne  peut  être  droit  que  pour  m=:  0  ou  pour  m  =  oo  , 

b^  b^ 

Mais  dans  ce  cas  on  a  ou  -—-  =  0©  ou  — — 1=:0;  par  conséquent 

am  am  ^ 
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es  axes  de  la  courbe  sont  le  seul  système  de  diamètres  conjugués 
"ectangulaires. 

La  valeur  de  tangY  peut  passer  par  tous  les  états  de  gran- 
deur, excepté  par  zéro.  Pour  que  tangY  soit  nul,  il  faut  qu'on 
ait 

et  on  a  vu  (335)  qu'à  ces  directions,  qui  sont  celles  des  asymp- 
totes, il  ne  correspond  pas  de  diamètres  conjugués,  ou,  si  l'on 
veut,  les  deux  diamètres  conjugués  correspondants  sont  con- 
fondus en  une  seule  et  même  droite,  qui  est  l'asymptote. 

Remarque.  —  L'angle  V  que  font  entre  eux  deux  diamèlres 
conjugués,  est  celui  que  fait  un  diamètre  transverse  avec  la  tan- 
gente menée  à  son  extrémité;  c'est  aussi  Fangle  de  deux  cordes 
supplémentaires.  On  voit  que  cet  angle  peut  prendre  toutes  les 
valeurs,  excepté  là  valeur  zéro,  qui  répondrait  à  un  point  situé 
sur  la  courbe  à  une  distance  infinie. 

340.  Cordes  supplémentaires.  — On  démontrera,  comme 
au  n°  S81,  qu'en  appelant  \).  et  [f!  les  coefficients  angulaires  de 
deux  cordes  supplémentaires,  c'est-à-dire  de  deux  cordes  joi- 
gnant un  même  point  de  la  courbe  aux  extrémités  d'un  même 
diamètre  transverse,  il  y  a  entre  ces  coefficients  la  relation 
constante 

qui  ne  diffère  de  celle  qui  lui  correspond  dans  l'ellipse  qu'en  ce 
que  b^  est  remplacé  par  — ft^ 

On  en  déduira,  comme  au  n°  î^8f  :  l'*  que  le  diamètre  qui 
divise  une  corde  en  deux  parties  égales  est  parallèle  à  la  corde 
supplémentaire;  2°  que  si  Von  mène  une  corde  parallèle  à  un  dia- 
mètre transverse  donné,  la  tangente  à  V extrémité  de  ce  diamètre 
est  parallèle  à  la  corde  supplémentaire;  3"  enfin,  que  deux  cordes 
supplémentaires  cont  toujours  parallèles  à  deux  diamètres  conju- 
gués, et  réciproquement. 

Il  en  résulte,  comme  dans  le  cas  de  l'ellipse,  un  moyen  de 
mener  la  tangente,  soit  par  un  point  donné  sur  la  courbe,  soit 
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parallèlement  à  une  ligne  donnée,  pourvu  que  son  ccofficient 
angulaire  soit  plus  grand  que  -  en  valeur  absolue. 

Cl 

Remarque.  —  Il  suit  de  la  définition  même  dos  cordes  supplé- 
mentaires que  les  extrémités  de  l'une  sont  sur  une  même  bran- 
che de  l'hyperbole,  et  que  les  exlré- 
milés  de  l'autre  sont  sur  les  deux  / 

branches. 

341.  Problème.  —  Étant  donnée 
la  direction  d'un  diamètre,  construire 
son  conjugué. 

Soit  OM  (fig.  121)  la  direction  du 
diamètre  donné  ;  on  lui  mènera  une 
corde  parallèle  AD,  puis  le  diamètre 
DD'  et  la  corde  supplémentaire  AD';  Fig.  121. 

la  direction  ON,  parallèle  à  cette 
seconde  corde,  sera  celle  du  conjugué  de  OM. 

On  pourrait  aussi  se  contenter  de  joindre  le  centre  au  milieu 
de  la  corde  AD  parallèle  au  diamètre  donné. 

Si  le  diamètre  OM  est  donné  par  son  équation  yz=mx,  celle 
de  son  conjugué  ON  sera 


2/  = 


b' 


ain 


X. 


Remarque.  —  Quand  a  =  bj  les  coefficients  angulaires  des 

1 
deux  diamètres  conjugués  sont  m  et  —  ;  c'esl-à-dire  que  dans 

lliyperbole  équilatère  les  diamètres  conjugués  font  avec  Vaxe  desx 
des  angles  complémentaires, 

343.  Soit  d  la  longueur  du  demi-d'.amètre  transverse  qui  a 
pour  équation 

yz=.mx. 

En  combinant  celte  équation  avec  celle  de  l'hyperbole 
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on  Irouvo 


x-=.rz r-9    et     ?f  = 


Par  suite 

d'b''  (1  +  m^) 


b^ 
Le  diamètre  étant  supposé  transverse,  on  a  m^  <C  -^  et   par 

conséquent  la  valeur  de  d}  est  positive. 

Si,  dans  cette  expression,  on  remplace  le  coefficient  angu- 
laire m  par  celui  qui  convient  au  conjugué  du  diamètre  trans- 
verse considéré,  c'est-à-dire  par  — — ,  on  obtient,  après  réduc- 
tien, 


quantité  évidemment  négative;  on  peut  donc  poser 

(ihn^  —  h^  b^  —  a-m^ 

La  quantité  d'  est  ce  que  l'on  appelle,  par  analogie,  la  longueur 
du  demi-diamètre  conjugué  de  celui  dont  la  longueur  est  d. 

Si  l'on  veut  déterminer  m  de  manière  que  d^=^d\  on  n'aura 
qu'à  égaler  les  numérateurs  des  expressions  [1]  et  [2],  ce  qui 

donne 

{a^-¥-)(m'ce  —  b')  =  ^, 
d'où 

,h 

?n=:  ±  -. 
a 

Mais  on  a  vu  (338)  que  les  deux  diamètres  conjugués  qui  cor- 
respondent à  cette  valeur  se  confondent  avec  une  asymptote.  Il 
n'y  a  donc  pas,  à  proprement  parler,  de  diamètres  conjugués 
égaux  lorsque  a  est  différent  de  b. 

Remarque.  —  Quand  a  =  b,  le  Aicteur  a^  —  b^  est  nul,  et  l'é- 
quation ci-dessus  est  satisfaite,  quel  que  soit  m;  c'est-à-dire  que 
dans  riujperbole  éqiiilatère  les  diamètres  coîijugués  sont  égaux. 
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343.  On  a  VU  (313)  que  l équation  de  lliyperbole  rapportée 
à  un  système  de  diamètres  conjugués  de  longueurs  2a'  et  2b'  est 

a'^      b""       ^"     a''      F'~~        ' 

suivant  que  c'est  2a'  ou  2&'  qui  est  le  diamètre  transverse. 

Quand  l'hyperbole  est  équilalère,  on  a  a'  =  b';  donc  l'équa- 
tion de  la  courbe  rapportée  à  deux  diamètres  conjugués,  dont 
la  longueur  commune  est  a',  est 

—  —  4^  =  1     ou     x^  —  y'=:a'^. 
a'^      a"-  -^ 

344.  Les  propriétés  démontrées  aux  n°'  338  et  340  sub- 
sistent encore  lorsque  l'hyperbole  Cst  rapportée  à  un  système 
de  diamètres  conjugués;  car  elles  ne  supposent  pas  que  les  axes 
coordonnés  soient  rectangulaires. 

Ainsi,  les  coefficients  angulaires  m  et  m'  de  deux  cordes  sup- 
plémentaires, ou  d'une  corde  et  du  diamètre  qui  la  divise  en 
deux  parties  égales,  ou  encore  de  deux  diamètres  conjugués, 
satisfont  à  la  relation 

mm  =  —T.* 
a^ 

345.  On  démontrera,  comme  au  n^  (385),  qu'entre  les  coor- 
données {x\  y')  et  {x'\  y")  des  extrémités  de  deux  diamètres  con- 
jugués existent  les  relations 


an'          ,      „      bx'\l  —  1 
x"  —  — pL=-    et    y"  =  — ^ 

bs/-\  « 

346.  Théorèmes  d'Apollonius.  —  L  La  différence  des  carrés  de 
deux  diamètres  conjugués  est  constante  [et  égale  à  la  différence 
des  carrés  des  axes), 

II.  Vaïre  du  parallélogramme  construit  sur  deux  diamètres 
conjugués  est  constante  [et  égale  au  rectangle  construit  sur  les 
axes) . 

Même  démonstration  que  pour  l'ellipse,  n°S87. 
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§4.  — PROPRIÉTÉS   PRINCIPALES  DES   ASYMPTOTES. 

347.  Les  asymploies  rencontrent  l'hyperbole  à  l'infini;  et  ce 
sont  bs  seules  droites  menées  par  le  centre  qui  jouissent  de 
(  otte  propriété  :  car  si  l'on  combine  l'équation  y=:mx  avec  celle 
de  l'hyperbole,  on  obtient 

cl  pour  que  cotte  équation  ait  des  racines  infinies,  il  faut  qu'on 

ait 

h'  —  a^m-  =  0  ;     d'où     ?n  =  d=  - 

a 

ce  qui  montre  que  la  droite  î/=wic  doit  coïncider  avec  l'une  des 
asymptotes  représentées  par  les  équations  (3f  1) 


Il  —  ZÏZ  -  X. 

''  a 

348.  Chaque  asymptote  de  l'hyperbole  peut  être  considérée 
comme  la  limite  dont  s'approciie  indéfiniment  la  tangente  à  la 
courbe  à  mesure  que  le  point  de  contact  s'éloigne  du  sommet. 

En  e(Tet,  l'équation  de  la  tangente  (3S3)  peut  s'écrire  : 

o^ï     y' 

Or,  si  le  point  de  contact  est  indéfiniment  éloigné,  on  a 
—  =4-7  et   -  =  0  ;  l'équation  de  la  tangente  devient  alors 

y         ''      y 

\  =  -f--X 

a 

et  cette  droite  se  confond  par  conséquent  avec  l'une  des  asymp 
totes. 

349.  Théorème.  —  Les  asymptotes  coïncident  avec  les  diago- 
nales du  parallélogramme  formé  sur  deux  diamètres  conjugués 
quelconques. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  les  deux  diamètres  conjugues 
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dont  il  s'agit,  l'équation  de  Thyperbole  sera  de  la  forme  (358) 

Soit  y'.=  7nx  l'équation  d'une  droite  menée  par  le  centre.  En 
éliminant  y,  on  obtient 

équation  qui  a  des  racines  infinies  lorsqu'on  a 

.    b' 


Les  équations  y 


-X  sont  donc  celles  des  asymptotes 


(353,  Rem.  II);  mais  ces  équatioas  sont  aussi  celles  des  diago- 
nales du  parallélogramme  construit  sur  les  deux  diamètres  con- 
jugués. Les  asymptotes  coïncident  donc  avec  ces  diagonales. 

350.  Théorème.  —  Les  portions  d'une  sécante  comprises  entre 
Phyperbole  et  ses  asymptotes  sont  égales  entre  elles. 


Soit  MM'  (fig.  122)  la  sécante  donnée,  qui  rencontre  en  N  et  N' 
les  asymptotes. 

Prenons  pour  axes  coordonnés  la  droite  OX  qui  passe  par  le 
centre  et  par  le  milieu  de  la  sécante,  et  la  droite  OY  parallèle  à 
cette  sécante.  La  courbe  sera  rapportée  à  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  (338),  elles  équations  des  asymptotes  seront 
de  la  forme 

y  =  ±mx. 
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Si  donc,  dans  ces  équations,  on  fail  a:  =  OP,  on  aura  pour  y 
deux  valeurs  égales,  au  signe  près;  donc 

NPzzrNT. 

Mais  par  construction 

MPzzrMT; 

donc 

MNzzzM'iY, 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

351.  Ce  théorème  fournit  un  moyen  expéditif  de  construire 
Thyperbole  quand  on  connaît  les  asymptotes  et  un  point  de  la 
courbe. 

Soient  ST  et  ST  (fig.  122)  les  asymptotes,  et  soit  M  le  point 
donné.  Par  ce  point  on  mènera  une  sécante  quelconque;  elle 
coupera  les  asymptotes  en  deux  points  N  et  N';  on  prendra 
N'M'  =  NM,  et  le  point  M'  ainsi  obtenu  sera  un  point  de  Thy- 
perbole. 

En  opérant  sur  de  nouvelles  sécantes  menées,  soit  par  le 
môme  point  M,  soit  par  quelques-uns  de  ceux  qu'on  aura  dé- 
terminés, on  obtiendra  autant  de  points  de  la  courbe  qu'on 
voudra.  En  faisant  passer  par  ces  points  une  courbe  continue, 
on  aura  Phyperbole  avec  le  degré  d'approximation  que  com- 
porte le  dessin. 

Remarque.  —  Le  même  théorème  servirait  à  tracer  la  courbe, 
connaissant  une  seule  asymptote  et  trois  points;  car  on  obtien- 
drait sur-le-champ  deux  points  de  la  seconde  asymptote. 

353.  Corollaire.  —  La  portion  d'une  tangente  comprise  entre 
les  asymptotes  est  divisée  en  deux  parties  égales  par  le  point  de 
contact. 

Soit  en  effet  nn'  (fig.  122)  une  tangente  au  point  m.  Menons 
une  sécante  NN'  parallèle  à  cette  tangente,  et  qui  rencontre  la 
courbe  aux  points  M  et  M'.  Le  diamètre  Om  divisera  la  corde  MM' 
en  deux  parties  égales  (337)  et  Ton  aura  PM=:PM'.  Mais,  en 
vertu  du  théorème  du  n°  350,  on  a  MN  =  M'N'.  DoncPN=:PN'. 
Par  suite,  à  cause  du  parallélisme,  mn=:mn'. 
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On  aurait  pu  se  contenter  de  remarquer  qu'une  tangente  nn' 
à  l'hyperbole  est  la  limite  vers  laquelle  tend  une  sécante  NN' 
qui  se  meut  parallèlement  à  elle-même,  lorsque  les  deux  points 
d'intersection  M  et  M'  se  confondent  en  un  seul  m.  Et  puis- 
qu'on a  constamment  MN  =  M'N',  on  doit  avoir  aussi  à  la  limite 
mil  =  mn'. 

De  là  un  moyen  très-simple  de  mener  la  tangente  en  un  point 
donné  m.  On  mènera  mj)  parallèle  à  l'une  des  asymptotes  ;  on 
prendra  pn'  =  Qp,  et  par  les  points  n'  et  m  on  mènera  la  droite 
nn',  qui  sera  la  tangente  demandée;  car  on  aura 

mn       Ow       ,  , 

— ,  =  — ^,  ;     donc     mn  =  mn  . 
mn       pn 

353.  Connaissant  les  asymptotes  et  un  point,  on  en  déduit 
immédiaiement  un  système  de  diamètres  conjugués. 

Si  m  est  le  point  donné,  on  mène  comme  ci-dessus  la  tan- 
gente en  nn'  en  ce  point  ;  on  joint  Om  et  l'on  mène  OY  parallèle 
à  nn'.  Les  directions  Om  et  OY  sont  celles  de  deux  diamètres 
conjugués  (337);  leurs  longueurs  sont  Om  et  mn  (349). 

354.  Théorème.  —  Le  rectangle  des  parties  cV une  sécante  comprises  entre 
lin  point  de  la  courbe  et  les  asymptotes  est  égal  au  carré  du  demi-diainètre 
parallèle  à  la  sécante. 

Soit  MM' (fig.  122)  la  sécante  considérée  qui  rencontre  les  asymptotes  aux 
points  N  et  N'.  Prenons  pour  axe  des  x  le  diamètre  qui  divise  MM'  en  deux  par- 
ties égales,  et  pour  axe  des  ij  une  parallèle  OY  à  la  sécante.  La  courbe  sera 
rapportée  à  un  système  de  diamètres  conjugués;  et  Ton  aura,  dans  le  cas  de  la 
première  figure, 


d'où 


m'      ou      y^=:^-:^{x^—h'^-). 


On  aura  aussi  (349) 

a'^ 
donc 

W  —  Mï^'  =  r    ou    (NP  —  MP)  (NP  -f-  MP)  —  b"'  ; 
mais 

NP— MP=rMN    et    NPH-MP  =  N'P-|-MP=:MN'; 

donc  enfin 

MN.MN'^t'^; 
ce  qu'il  fallai    émontrer. 
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Dans  le  cas  de  la  seconde  figure,  on  aura 


d'où 


d'ailleur 


donc 


mais 


donc  enfin 


MP"     ou     7f 


V' 


W^^x^ 


W  —  W  =  a"-    ou     (MP  — iNP)(MP+NP)=:rt'-^; 

MP_NPzz:rMN     et    MP-hNP  =  MP-f-N'r-^MN'; 

MiN.MN'=«'^ 


ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

355.  Problème.  —  Etant  donné  un  système  de  diamètres  con- 
jugués de  rhyperhole,  construire  les  axes. 

Soient  OC  et  OD  (fig.  125)  deux  diamètres  conjugués  ;  et  sup- 
posons que  OD  soit  le  diamètre 
transverse,  c'est-à-dire  que  le 
point  D  soit  sur  la  couj'be.  Par  le 
point  D  menons  une  parallèle  à 
OC;  prenons  sur  cette  parallèle 
DE=DF  =  OC,  et  joignons  OE  et 
OF;  ce  seront  les  asymptotes  de 
l'hyperbole  (349).  Menons  les 
bissectrices  OX  et  OY  des  angles 
formés  par  les  asymptotes,  nous 
aurons  les  directions  des  axes,  et 
OX  sera  celle  (de  l'axe  transverse,  puisque,  le  point  D  étant  un 
point  de  la  courbe,  l'une  des  branches  est  située  dans  l'angle 
EOF  et  l'autre  dans  son  opposé. 

Pour  avoir  les  longueurs  des  demi-axes,  menons  par  le  point  D 
une  parallèle  à  OX  ;  elle  rencontrera  les  asymptotes  en  des  points 
N  et  N';  cherchons  la  mo}  jnne  géométriq  ;e  entre  DN  et  DN',  et 
portons-la  de  0  en  A;  le  point  A  sera  l'un  des  sommets  de  l'hy- 
perbole. Élevons  enfin  AB  perpendiculaire  à  OX,  jusqu'à  la 


Fig.   125. 
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rencontre  de  l'asymptote  OE;  la  longueur  AB  sera  celle  du 
demi-axe  non  transverse  (364). 

353.  Équation  aux  asymptotes.  —  On  a  vu  (300)  que 

Téquation  de  l'hyperbole  prend  une  forme  très-simple  quand 
on  rapporte  celte  courbe  à  ses  asymptotes. 
Étant  donnée  Téquation  de  la  courbe  rapportée  à  ses  axes, 


[1] 


proposons-nous  de  trouver  son  équation  quand  on  prend  pour 
axes  les  asymptotes;  et,  à  cet  effet,  fai- 
sons usage  des  formules  qui  servent  à 
passer  d'un  système  de  coordonnées 
rectangulaires  à  un  système  de  coor- 
données obliques  ,  sans  changer  l'ori- 
gine, savoir  : 

X  ^=  X' COS  ce -\-  î/'cosa' 

et  î/  =  a;'sina-|-?/sina'. 

Si   nous  prenons    pour   axe  des  x' 
l'asymptote    qui  passe  au-dessous    du 
sommet  A  (i]^.  124),  et  pour  axe  des  y'  celle  qui  passe  au- 
dessus  de  ce  sommet,  nous  aurons 


FiK.  m. 


tanga= ,  d'où  sina= = 


-,    et   COSa=: 


tanffa'=4--,  d'où  sina'  = 


h  b      ^         , 

r  =:-!--,  et  cosa  = 

2  /'/ 


Les  formules  de  transformation  deviennent  dore 


x=z-x'-{--y'    et    y=: x'-h-y^ 


ou 


X y 

a 


et 


l/__y 
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Substituant  ces  valeurs  dans  [1],  on  obtient 

{y'-{-x'Y      Uf  —  x'Y      ,  4x'y'      ,,,,,,      , 

Telle  est  l'équation  cherchée. 

Remarques.  —  I.  L'équation  [2]  montre  que  le  rectangle  des 
coordonnées  MP  et  MQ  (fîg.  124)  d'un  même  point  M  est  con- 
stant. Il  résulte  de  là  que  le  parallélogramme  OPMQ  compris 
entre  ces  coordonnées  et  les  asymptotes  est  également  constant, 
car  il  a  pour  expression 

MP.MQ.sinQOP    ou    a^'i/sinO, 

en  appelant  0  l'angle  des  asymptotes,  ou  enfin  {c-sinô. 

n.  On  reconnaît  immédiatement  sur  l'équation  [2]  que  la 
courbe  va  en  s'approchant  indéfiniment  des  axes  OX'  et  OY';  car 
à  mesure  que  x'  augmente,  il  faut  que  ?/'  diminue;  et  quand 
x'  sera  plus  grand  que  toute  quantité  donnée,  ij'  sera  plus  petit 
que  toute  grandeur  assignable. 

III.  On  reconnaît  encore  à  la  seule  inspection  de.cctie  équa- 
tion que  la  courbe  n'a  de  points  que  dans  l'angle  Y'OX'  ou  dans 
son  opposé;  car  x'y'  étant  positif,  il  faut  que  les  deux  coordon- 
nées x'  et  y'  soient  de  môme  signe. 

IV.  Quand  l'hyperbole  est  équilatère,  l'équation  [2]  est  la 
môme;  mais  elle  est  rapportée  à  des  axes  rectangulaires. 

V.  Nous  engageons  le  lecteur  à  résoudre  le  problème  in- 
verse, c'est-à-dire  à  passer  de  l'équation  aux  asymptotes,  à  l'é- 
quation aux  axes. 

357.  Si  l'on  applique  à  l'équation  xy=^\c^  la  règle  du 
n''  141,  on  trouve  pour  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente, 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y, 


m  =  — 

_y^ 

x' 

L'équation 

de  la  tai 

ngente  est  donc 

Y- 

-,=- 

-la-., 

ou 

X 

Tx-^ 

Y 

:^\ 
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D'après  la  forme  de  cette  équation,  on  voit  que,  pour  consiruire 
la  tangente  en  un  point  donné,  il  suffit  de  prendre  sur  l'axe  des 
X,  par  exemple,  un  point  T  dont  l'abscisse  soit  double  de  celle 
du  point  donné,  et  de  joindre  le  point  donné  M  au  point  T  ainsi 
obtenu.  C'est  la  construction  donnée  au  n"*  S52. 


g  5.  —  AiuE  d'un  segment  d'hyperbole. 

358.  — Nous  nous  proposons,  dans  ce  paragraphe,  d'évaluer  l'aire  comprise 
entre  l'arc  d'hyperbole  BM  (tig.  125),  l'asymp- 
tote OX,  et  les  ordonnées  BÂ  et  MP  parallèles 
à  l'asymptote  OY. 

Mais  auparavant  nous  démontrerons  le 
théorème  suivant  : 

La  dérivée  de  Vaire  d'une  courbe  plane, 
rapportée  à  des  axes  faisant  un  angle  ô,  est 
égale  à  Vordonnée  de  la  courbe  multipliée 
par  sin  6. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  nous  rappel- 
lerons d'abord  que  la  différence  des  dérivées  '         Fig.  i2o. 
de  deux  fonctions  d'une  même  variable  est 

égale  à  la  dérivée  de  la  différence  de  ces  deux  fonctions;  par  conséquent,  si 
les  dérivées  de  deux  fonctions  sont  constamment  égales ,  cfs  fonctions  ne 
peuvenl  différer  que  d'une  quantité  dont  la  dérivée  est  constamment  nulle, 
c'est-à-dire  d'une  constante.  En  d'autres  termes,  si  l'on  a,  pour  toutes  les 
valeurs  de  x, 

F'{x)=--f'(x), 
on  aura  ^ 

F  [x)  =  /*  (a;)  -j-  constante. 

Cela  posé,  remarquons  que,  si  l'abscisse  OA  est  supposée  constante,  et  l'ab- 
scisse OP  variable.  Taire  ABMP  variera  avec  x  et  pourra  être  considérée  comme 
une  fonction  de  x.  Désignons-la  par  œ  [x). 

Soit  maintenant  M' un  point  de  l'hyperbole  infiniment  voisin  du  point  M. 
Menons  l'ordonnée  M'P'  et  les  droites  MKet  M'I  parallèles  à  OX.  Appelons  a  la 
distance  PP'  et  j3  la  distance  Ml  ou  M'K.  Soit  enfin  6  l'angle  des  asymptotes. 
On  aura 

(p  {x)  =:ABMP,     o{x  +  a)  =  ABMT', 
d'où 

ç  (a;-|-a)  — cp{a;)r=:ABM'P>  — ABMP^PMMT', 

et 

<p(.T  +  a)^cp(.T)_^PMM4»^ 
a  a      * 

Or  on  a  évidemment 

PlM'P'<PMMr<  PMKP-, 
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ou,  en  mettant  pour  les  parallélogrammes  PIM'P'  et  PiMKP'  leurs  expressions, 
(?/  —  /s)  a  sin  0  <  PMM'P'  <  tjy.  sin  6, 


d'où 


PMM'P' 

(î/  — j5)sinô<  — - —  <  y  sin  a. 


Si  l'on  suppose  que  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  a  et  ,5 
tendront  en  même  temps  vers  zéro  ;  le  premier  membre  des  inégalités  [2] 
aura  pour  limite  i/sinO,  c'est-à-dire  la  valeur  du  troisième  membre.  Cette 
quantité  est  donc  aussi  la  limite  du  second,  et  l'on  a 

,.    vmvv       .  „ 

jjm =zy  smô. 

L'équation  [i]  donne  en  conséquence 

hm  — — ^^-^  =z  Irni =  ?/  smô, 

OU,  en  remarquant  que  le  premier  membre  est,  par  définition,  la  dérivée  de 
9  [x)  par  rapport  à  x, 

o'  [x)  =  î/  sin  0  ;  '  [3] 

ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

Si  maintenant  de  l'équation  de  l'hyperbole 

xy  =  m^ 

on  tire  la  valeur  de  y  en  x  pour  la  substituer  dans  l'équation  [3],'  on  obtient 

1 


9'  [x]  =  m-  sin  ô . 


\ 

Mais  -  est  la  dérivée  du  logarithme  népérien  de  :r;  le  second  membre  de  l'é- 
quation ci-dessus  est  donc  la  dérivée  de  m- sinô.log'a;,  en  désignant  par 
log'  X  le  logarithme  népérien  de  x.  En  vertu  de  la  propriété  analytique  rap- 
pelée en  commençant,  on  aura  donc 

o[x)    ou    ABMP=z:m2sin0.1og'j;-f  C. 

La  constante  arbitraire  C  se  déterminera  en  remarquant  que  <j^[x)  doit  se  ré- 
duire à  zéro  pour  a;r:=OA.  Si  donc  l'abscisse  OA  est  représentée  par  ;/, 
on  aura 

0=:m-sinO  .log'tt  +  C,     d'où     0  =  —  m- sinô.log' w, 
et  par  suite 

ABMP=  m-  sin  6.(log'.c--log'w)  =  »t- sinO.log' -.  [4j 

Dans  le  cas  où  OA  est  l'unité,  il  reste  simplement 

AnMP-=:m2siu0.kV.r.  [5] 
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1 

359.  Posons,  pour  abréger,  ABMP=cp  etm-sinôrr:  -  ;  réquation  [5]  pourra 

s'écrire  ; 

»  n(^=:\og'x,     d'où    e"?  =  a;, 

en  désignant  pare  la  base  des  logarithmes  népériens.  Mais  si  Ton  pose  c"  =  6, 
on  aura 

L'aire  considérée  est  donc  le  logarithme  de  l'abscisse  x  dans  le  système  dont 

1 

la  base  est  B,  ou  e^,  ou  encore  e'"  ""'"^  * 

Si  l'hyperbole  est  équilatère,  et  qu'on  prenne  pour  unité  de  longueur  la  ligne 
m,  la  quantité  m^  sin  o  se  réduira  à  1 ,  et  l'aire  désignée  par  cp  sera  le  logarithme 
népérien  de  Tabscisse  x. 

C'est  pour  cette  raison  que  les  logarithmes  népériens  portent  aussi  le  nom 
de  logarithmes  hyperboliques. 


g  6.  —  EXERCICES  ET  APPLICATIONS*. 

360.  Théorème. — Le  demi-axe  non  transverse  est  moyen  proportionnel 
entre  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  foyers  sur  chaque  tangente. 

Même  démonstration  qu'au  n°  !892,  avec  cette  seule  différence  que,  les  foyers 
étant  situés  de  part  et  d'autre  de  la  tangente,  le  radical  y/l  +  m^  doit  être  pris 
avec  des  signes  contraires  dans  les  expressions  des  perpendiculaires  |?  etp'. 

361.  Théorème. —  8i  par  un  point  M  deVhyperbole,  on  mène  une  parallèle 
à  r asymptote  OS,  jusqu'à  la  rencontre  de  la  directrice  DL,  la  longueur  MK  de 
cette  parallèle  est  égaie  au  rayon  vecteur  MF  du  point  considéré. 

Soient  x,  y  les  coordonnées  du  point  K,  et  x',  y'  celles  du  point  M.  La  droite 
MK  étant  parallèle  à  l'asymptote  OS,  on  aura 


y  —  y'^-i^  —  ^') 


et  par  conséquent 


me=.  {X  -  xf  +  -,  {x-xf  =  tL_iL)!£: 


«2 

D'ailleurs  le  point  K  étant  sur  la  directrice,  on  a  a;^:  ~  ,  et  par  suite 

\a~  7y  ' 


^^^[^-cxf 


d'où 


,„.        CX' 
MIv  =  —  —  a 
a 


'  Le  lecteur  est  prié  de  faire  les  figures  qui  manquent. 
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attendu  que  • —  est  plus  grand  que  a.  Donc  enfin  MK=:  MF. 
La  démonstration  serait  la  même  pour  un  autre  foyer  et  une  autre  directrice. 

362.  Théorème.  —  Si  par  les  différents  points  d'une  droite  LL'  on  mène  à 
l'hyperbole  des  couples  de  tangentes,  telles  que  NM,  NM',  les  cordes  de  contact, 
telles  que  NM',  passent  toutes  par  un  point  fixe. 

Même  démonstration  qu'au  n°  268.  Elle  donne  lieu  aux  mêmes  remarques. 

363.  Théorème.  —  Si  par  deux  points  M' et  M"  d'une  hyperbole  on  mène  des 
parallèles  aux  asymptotes,  elles  se  rencontrent  sur  le  diamètre  qui  divise  la 
corde  MM'  en  deux  parties  égales. 

Prenons  pour  axes  les  asymptotes:  soient  x',  y'  les  coordonnées  du  point  M' 
et  x",  y"  celles  du  point  M".  Celles  du  point  de  rencontre  P  des  droites  M'P 
et  M"P,  parallèles  aux  asymptotes,  seront  a;'  et  y". 

Or  les  coordonnées  du  milieu  I  de  la  corde  M'M"  étant  |  {x'  +  x")  et  |  {y'  -\-  y") , 
l'équation  du  diamètre  01  sera 


Cette  équation  est  satisfaite  quand  on  y  fait  a;==:a;'et  y=^y"  ;  car  il  vient,  en 
faisant  disparaître  le  dénominateur, 

y"  [x'  +  x")  =  {y'  -h  y")  x'    ou    x"y"z=:x'y', 

quantités  qui  sont  effectivement  égales,  puisque  Péquation  de  l'hyperbole,  rap- 
portée à  ses  asymptotes,  est  de  la  forme  xy inconstante. 

364.  Théorème.  — Si  Von  a  deux  tangentes  parallèles  KL,  K'L'  coupées  aux 
points  T  et  T  par  une  troisième  tangente  'ÏV,  les  portions  DT  et  l)V  des  tan- 
gentes parallèles  comprises  entre  les  points  de  contact  D  et  D'  et  la  troisième 
tangente  ont  pour  moyenne  proportionnelle  le  demi-diamètre  0^  parallèle  aux 
deux  premières. 

Même  démonstration  qu'au  n"  293,  avec  cette  seule  différence  que  les  or- 
données DT  et  DT'  sont  de  signes  contraires. 

365.  Théorème.  —  Si,  dans  une  hyperbole  équilalère,  on  mène,  d'une  bran- 
che à  Vautre,  des  cordes,  telles  que  A  A',  parallèles  à  une  direction  donnée,  et 
que  sur  chacune  d'elles  comme  diamètre  on  décrive  une  circonférence,  ces  cir- 
conférences passeront  toutes  par  les  extrémités  B  et  B'  du  diamètre  perpendi  • 
culaire  à  celui  qui  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles. 

Prenons  pour  axes  le  diamètre  OY,  qui  divise  les  cordes  en  deux  parties 
égales,  et  son  conjugué  OX  qui  leur  est  parallèle.  En  nommant  a'  la  longueur 
du  diamètre  OD,  Téquation  de  la  courbe  sera  (343) 

.^2  —  î/2  =  a'^  [1] 

Si  x'  et  y'  sont  les  coordonnées  du  point  A,  on  aura  de  même 

a;'*— ^'==a'«.  [2] 
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L'équation  du  cercle  qui  a  son  centre  en  C  et  pour  rayon  CA,  sera  donc 

^'  +  (!/  -  y'T  +  2^  {y  —  y')  cosO  ==  a;'^ 

en  appelant  ô  l'angle  des  axes.  Cette  équation,  lorsqu'on  développe  et  que  l'on 
met  pour  a/^  sa  valeur  tirée  de  [2],  prend  la  forme 

X'  +  if  —'^y'y  +  2a,'z/cosô  —  2.rî/'cosô  =  a'-.  [5] 

Cette  relation  devient  indépendante  de  y',  et  par  conséquent  de  la  position  de 
la  corde  AA',  quand  on  pose 

î/4-a;cosô=rO,  [4] 

équation  qui  est  celle  d'une  droite  menée  par  l'origine  perpendiculairement  à 
l'axe  des  1/  (94).  Les  circonférences  représentées  par  l'équation  [3]  passent 
donc  toutes  par  les  points  dont  les  coordonnées  x  Qiy  satisfont  à  la  fois  aux 
équations  [5]  et  [4] . 

Or  de  [4]  on  tire  a;cos6  ^  -—  y  :  cette  valeur,  mise  dans  [3J,  la  réduit  à 

x"'  —  y'^  =  a''^. 

Donc  les  points  fixes  dont  il  s'agit  sont  sur  l'hyperbole;  et  comme  on  sait  déjà 
qu'ils  sont  sur  le  diamètre  perpendiculaire  à  OY,  il  s'ensuit  que  ces  points  ne 
sont  autres  que  les  points  B  et  B'. 

366.  Problème.  —  Étant  donné  un  arc  cVhyperbole,  décrire  la  courbe. 

On  déterminera  le  centre  comme  au  n°  «98  :  ce  point  sera  situé  du  côté 
de  la  convexité  de  la  courbe.  En  appliquant  le  théorème  du  n°  364,  on  ob- 
tiendra de  même  un  système  de  diamètres  conjugués.  Les  diagonales  du  paral- 
lélogramme construit  sur  ces  diamètres  seront  les  asymptotes.  On  aura  dès  . 
lors  tous  les  éléments  nécessaires  pour  obtenir  autant  de  points  de  la  courbe" 
qu'on  voudra  (355). 

36"?.  Problème.  —  Étant  données  deux  droites  fixes  OH  et  OK,  on  leur  mène 
des  sécantes  parallèles,  telles  que  AB,  sur  chacune  desquelles  o?i  prend  un 
point  M  tel,  qu'on  ait  AM.MB  =  m^  (m  étant  une  ligne  donnée).  On  demande  le 
lieu  du  point  M. 

Prenons  pour  axes  la  droite  OX  qui  divise  en  deux  parties  égales  chacune 
des  sécantes  considérées,  et  la  droite  Oï  parallèle  à  ces  mêmes  sécantes.  Les 
équations  des  droites  OU  et  OK,  rapportées  à  ces  axes,  seront  de  la  forme 

y  =iax     et     y  =  —  ax, 

attendu  que  pour  une  môme  valeur  de  x  elles  doivent  donner  deux  valeurs 
de  y  égales  et  de  signes  contraires.  Soient  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  M. 
On  aura 

AM  =  Al  -4-  IM  =  ax'  +  if 
et 

BM  =  IB  — IMrrra.x'  — f/'; 
donc 

AM.MB  =  aV=  — l/'^r=:m^ 
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Telle  est  l'équation  du  lieu.  C'est  celle  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes 
ont  pour  équation  y=:±:ax;  ces  asymptotes  sont  donc  les  droites  données  OH 
et  OK. 

368.  Problème.  —  D'un  point  donné  on  mène  des  tangentes  à  toutes  les 
hyperboles  qui  ont  pour  asymptotes  deux  droites  données  ;  on  demande  le  lieu 
du  point  de  contact. 

Si  on  prend  pour  axes  les  asymptotes  données,  une  des  hyperboles  aura 
pour  équation  xy  =  c,  la  lettre  c  représentant  une  constante  quelconque,  po- 
sitive ou  négative,  et  l'équation  de  la  tangente  au  pomt  {x\  y')  sera  (35î) 

h  -^  —  1 

2x'^  1y'~ 

Les  cordonnées  a  et  P  du  point  donné  devant  satisfaire  à  l'équation  de  la  tan- 
gente, on  aura 

équation  du  lieu,  si  Ton  considère  x'  et  y  comme  variables.  Faisant  disparaître 
les  dénominateurs,  transposant  et  efl'açant  les  accents,  on  obtient 

Cette  équation  est  celle  d'une  hyperbole,  qui  passe  par  l'origine  et  par  le  point 
donné,  ce  qu'il  eût  été  facile  de  prévoir.  Elle  a  pour  asymptotes  (i58)  les 
droites  représentées  par  les  équations 

2j;  — a  =  0     et    2?/  — przzO, 

c'est-à-dire  deux  parallèles  aux  axes,  menées  par  le  milieu  de  la  droite  qui 
joint  l'origine  au  point  donné. 

369.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  points  d'oii  Von  peut  mener  à  Vhyper- 
bole  deux  tangentes  perpendiculaires  entre  elles. 

Même  solution  qu'au  n°  891.  Le  problème  n'est  possible  que  pour  a  <b. 
Dans  le  cas  de  l'hyperbole  équilatère,  le  lieu  se  réduit  à  un  point. 

390.  Problème.  —  Étant  données  deux  droites  qui  se  coupent,  on  leur  mène 
une  sécante  qui  intercepte  avec  ces  droites  un  triangle  équivalent  à  un  carré 
donné  m-.  On  demande  le  lieu  des  centres  de  gravité  des  triangles  ainsi  formés. 

Prenons  pour  axes  les  droites  fixes;  l'équation  de  la  sécante  pourra  être 
présentée  sous  la  forme 

.X      y       , 
a       b 

et  si  9  est  l'angle  des  axes,  on  devra  avoir  entre  les  valeurs  de  a  et  de  ^  la 
relation 

d:.^a&sinô  =  m-,  [1] 

le  signe  étant  choisi  de  manière  que  le  premier  membre  soit  positif. 
Mais  il  est  aisé  de  voir  qu'en  appelant  x  eiy  les  coordonnées  du  centre  de 
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gravité  du  triangle  formé  par  les  trois  droites,  on  a,  quels  que  soient  les  signes 
de  a  et  de  b, 

x  =  ^a     et    y^=i^^h, 
d'où 

a  =  Zx    et    b  =  Ztj. 

Mettant  pour  a  et  &  ces  valeurs  dans  Téquation  [1],  on  obtient  Téquation  du 
lieu  : 

±lxys\n^  =  m^    ou    ^y  =  '^g^^' 

C'est  celle  d'une  hyperbole  qui  a  pour  asymptotes  les  droites  données. 

Le  signe  4-  donne  une  hyperbole  située  dans  le  premier  et  le  troisième  angle 
formés  par  les  axes  ;  le  signe  —  donne  une  hyperbole  située  dans  le  second 
angle  et  dans  le  quatrième. 

Ces  courbes  répondent  toutes  deux  à  la  question. 

311.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  points  M  tels,  que  si,  par  chacun 
d'eux,  on  mène  des  parallèles  Mil  et  MO  aux  asijmptotes  d'une  hyperbole  donnée, 
le  polygone  mixtiligne  OPDEQO  compris  entre  les  asy7nptotes,  leurs  parallèles 
et  la  courbe,  soit  équivalent  à  un  carré  donné  a^. 

Soit  xy  =  m-  l'équation  de  l'hyperbole  donnée,  rapportée  à  ses  asymptotes. 
Soit  G  le  sommet  de  la  courbe,  lequel  aura  pour  coordonnées  xz=zm  et  y=mf 
puisqu'il  est  situé  sur  la  bissectrice  de  l'angle  YOX.  Enfin,  soit  6  l'angle  des 
axes  ;  et  soient  xei  y  les  coordonnées  du  point  M. 

Par  le  point  C  menons  CA  et  CB  parallèles  aux  asymptotes.  On  aura,  en 
vertu  de  la  formule  étabhe  au  n"  358, 

AGDP==m-sinô.log'.~, 
°  m 


d'ailleurs 
donc 


BCEQ  =  m2  sin6.log'. ^; 
°  m 

ACB0=:m2sin9, 

OPDEQO  =  m2  sin  6  Aog' .  -  +  log' .  ^  + 1 
\    ^    m         "^    w 


ou 


OPDEQO  =  m^  sin  ô.log'.^^,  +  m^  sin  6. 
^   m- 

L'équation  qui  exprime  la  condition  du  problème  sera  donc 


xy 

7Al-S1110.1Ug 

d'où  l'on  tire 


m^sinô.log'.-^3  +  m^sinô  z=:  a^, 
°  m^ 


m^  sin  9 

xy  ::=:  m^e 
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c'est  l'équation  du  lieu.  On  voit  que  c'est  une  hyperbole  ayant  les  mêmes  asymp- 
totes que  la  proposée. 
Si  l'on  avait  a-  =  m^sinô,  l'équation  du  lieu  se  réduirait  à 

xy  =  m^, 

c'est-à-dire  que  ce  serait  l'hyperbole  donnée  elle-même,  ce  à  quoi  on  pouvait 
s'attendre. 

S-ï».  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  questions  suivantes. 

I.  Si  Von  joint  un  foyer  de  rhyperbole  avec  le  point  oii  la  directrice  corres- 
pondante rencontre  une  tangente  donnée,  la  ligne  de  jonction  sera  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

II.  La  moyenne  géométrique  entre  les  deux  rayons  vecteurs  d'un  même  point 
de  rhyperbole  est  le  demi-diamètre  conjugué  de  celui  qui  aboutit  à  ce  point. 

III.  Si  Von  joint  deux  points  m  et  m'  d'une  hyperbole  aux  extrémités  A  ei  B 
cVun  même  diamètre,  et  que  Von  mène  la  diagonale  wn'  du  quadrilatère  déter- 
miné par  les  quatre  lignes  de  jonction,  cette  diagonale  sera  parallèle  à  la  tan- 
gente TT  menée  à  Vune  des  extrémités  A  du  diamètre. 

IV.  Un  triangle  ayant  ses  trois  sommets  sur  une  hyperbole,  si  Von  fait  varier 
Vun  d'eux,  les  côtés  qui  y  aboutissent  intercepteront  sur  chaque  asymjjtote  un 
segment  de  longueur  constante. 

V.  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  deux  cercles  donnés. 

VI.  On  mène,  parallèlement  à  une  direction  donnée,  des  normales  h  une  série 
dliyperboles  ayant  les  mêmes  asymptotes  ;  on  demande  le  lieu  des  points  où 
ces  normales  rencontrent  normalement  les  hyperboles  correspondantes. 

VII.  Éta7it  données  deux  droites  OH,  OK  qui  se  coupent,  et  un  point  fixe  P,  on 
mène  par  ce  ^point  une  sécante  quelconque  ;  et  par  les  points  À.  et  B  où  elle 
rencontre  chacune  des  droites  fixes,  on  mène  une  parallèle  à  Vautre.  On  de- 
mande le  lieu  du  point  de  rencontre  l\  de  ces  parallèles . 

VIII.  Trouver  le  lieu  des  intersections  des  perpendiculaires  abaissées  des 
foyers  d'une  hyperbole  sur  deux  diamètres  conjugués  quelconques. 

IX.  Étant  données  deux  hijperboles  qui  ont  leurs  asymptotes  respectivement 
parallèles,  trouver  le  lieu  des  points  oii  chaque  diamètre  de  Vune  rencontre  le 
conjugué  de  son  parallèle  dans  Vautre. 

X.  Oji  a  deux  cercles  égaux  G  et  C',  qui  ne  se  coupent  pas.  Par  le  milieu  0 
de  la  distance  des  centimes,  oh  mène  une  sécante  quelconque;  elle  rencontre  les 
deux  circonférences  en  des  points  K  et  R';  o?i  joint  CK  et  C'K',  qui,  prolongées, 
se  coupent  en  un  point  M.  On  demande  le  lieu  du  point  M. 

XL  Même  question  pour  deux  cercles  de  rayons  inégaux,  et  quelle  que  soit 
la  distance  de  leurs  centres. 

XII.  Trouver  le  lieu  des  pôles  des  normales  à  une  hyperbole  donnée. 
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XIII.  On  mène  par  deux  points  fixes  une  série  de  circonférences,  et,  dans  cha- 
cune d'elles,  un  diamètre  parallèle  à  une  même  direction  donnée  ;  on  demande 
le  lieu  des  extrémités  de  ces  diamètres. 

393.  Applications.  —  I.  Lorsque  la  corde  d'un  réverbère  varie  de  lon- 
gueur, c'est-à-dire  quand  le  réverbère 
descend  ou  monte,  les  positions  d'équi- 
libre de  la  poulie  à  laquelle  il  est  fixé 
sont  sur  une  branche  d'hyperbole  équi- 
lalère  qui  a  une  asymptote  verticale. 

Soient  A  et  B  (fig.  126)  les  points 
de  suspension,  et  M  une  position  parti- 
culière de  la  poulie.  Prenons  un  axe 
horizontal  AX  et  un  axe  vertical  AY; 
menons  parallèlement  à  AX  les  droites 
MI  et  BD  qui  rencontrent  l'axe  des 
yen  I  et  en  D  ;  joignons  MA  et  MB, 
qui,  prolongé,  rencontre  AY  en  C.  Fai- 
sons BD=  2a  et  AD=:2&;  et  soient  x  Fig.  i26. 
et  î/'les  coordonnées  IM  et  lA  du  point  M. 

La  similitude  des  triangles  CDM  et  CIB  donne 


D 

0 

--■;-;? 

^B 

—- ~-.^A 

^-^ '"" 

y/                 X 

I 

-j%M 

^ 

C 

\ 

II 

CI 

CD 

m~ 

~iJB 

AI 
IM" 

CD 

'db' 

y 

^^y 

+  2b 

x 

'la 

ou,  comme  CI  =  AI  (aï'»] 
c'est-à-dire 

d'où 

xy  -\-bx  —  ay  =  0; 

c'est  l'équation  d'une  hyperbole  dont  les  asymptotes  ont  pour  équations 

x  =  a    et    y  =  —  b. 

Ces  asymptotes  sont  donc  l'une  verticale,  l'autre  horizontale;  elles  passent 
par  le  milieu  0  de  la  distance 
AB  des  points  de  suspension. 
L'iiyperbole  est  équilatère, 
puisque  les  asymptotes  sont 
perpendiculaires  entre  elles. 

3V4.    II.    La  perspective 
d'un   cercle  peut  être  une 

hyperbole.  Ce  cas  se  présente  pj„_  127. 

notamment  lorsque,  le  cercle 

étant  horizontal,  son  centre  est  en  avant  du  plan  du  tableau  à  la  même  dis- 
tance que  le  spectateur. 

Si  A'A  (fig.  127)  est  alors  la  projection  du  diamètre  du  cercle  parallèle  au 


A'   B- 


B    A 


2P6 
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tableau  sur  ce  tableau  même,  et  si  B  et  B'  sont  les  points  où  la  circonférence 
du  cercle  rencontre  l'horizontale  AA',  on  démontre  que  les  droites  PA  et  PA' 
menées  de  A  et  A'  au  point  de  vue  sont  les  asymptotes  de  Tare  BCB' qu'il  s'agit 
de  tracer.  Ayant  les  asymptotes  et  un  point  A,  on  a' vu  (351)  comment  on 
pouvait  construire  la  courbe. 

Remarque.  —  Les  ombres  et  la  perspective  des  ombres  fourniraient  de 
nombreuses  applications  de  l'hyperbole. 

3Î'5.  III.  Beaucoup  de  fonctions  peuvent  être  représentées  par  des  hyper- 
boles; nous  n'en  donnerons  qu'un  petit  nombre  d'exemples. 

Dans  les  ponts  suspendus,  la  tension  T  de  la  chaîne  ou  du  cable  varie  sui- 
vant le  point  que  l'on  considère;  et  si  Q  est  la  tension  au  point  le  plus  bas,  x 
la  distance  horizontale  de  ce  point  le  plus  bas  à  celui  où  la  tension  est  T,  enfin 
si  k  désigne  une  constante,  on  démontre  qu'on  a  la  relation 


La  tension  T  varie  donc  comme  l'ordonnée  d'une  hyperbole  dont  l'abscisse  se- 
rait X',  cette  hyperbole  a  son  centre  à  l'origine;  son  axe  transverse  est  dirigé 
parallèlement  aux  ordonnées,  et  a  pour  valeur  2Q;  le  rapport  des  deux  axes 
est  k.  Pour  des  valeurs  données  de  Q  et  de  k,  il  serait  donc  facile  de  construire 
la  courbe. 

IV.  Dans  un  cours  d'eau,  tous  les  fdets  liquides  n'ont  pas  la  même  vitesse  ; 
et  en  nommant  V  la  vitesse  maximum,  qui  a  lieu  vers  le  milieu  de  la  surface, 
et  U  la  vitesse  moyenne  du  courant,  Texpérience  a  appris  que  Ton  avait  sen- 
siblement 

Y~"V-j-3™,15' 

Les  quantités  U  et  V  peuvent  être  regardées  comme  l'ordonnée  et  l'abscisse 
d'une  courbe  qu'il  est  facile  de  construire  ;  car  si  on  les  remplace  par  ij  et  x, 

qu'on  chasse  les  dénominateurs  et   qu'on 
transpose,  on  obtient 


xy- 


-+-3,15?/  — 2,37a;  =  0, 


équation  d'une  hyperbole,  qui  passe  à  l'ori- 
gine, et  qui  a  pour  asymptotes  les  droites 
représentées  par  les  équations 

î/=:a;— 0,78     et     a;=i~5,i5. 

Connaissant  les  asymptotes  et  un  point,  on 
pourra  tracer  la  courbe  qui  à  la  forme  in- 
diquée par  la  figure  128.  Dans  l'applica- 
tion on  ne  considère  que  la  portion  de 
courbe  comprise  dans  l'angle  Yl)X,  pour 
laquelle  a:;  et  ?/  ou  U  et  V  sont  positifs. 
V.  Le  travail  de  la  détente,  dans  les  machines  à  vapeur,  s'évalue  comme 
l'aire  d'une  hyperbole.  Soit  Pq  la  pression  de  la  vapeur  au  moment  où  la  dé- 
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tente  commence,  c'est-à-dire  au  moment  où  la  vapeur  cesse  d'affluer  de  la 
chaudière,  le  piston  continuant  sa  course.  Soit  Iiq  la  hauteur  du  cylindre  oc- 
cupé à  cet  instant  par  la  vapeur.  Soit  de  même  P  la  pression  de  la  vapeur  à 
l'instant  où  le  cylindre  qu  elle  occupe  a  pris  la  hauteur  h.  En  vertu  de  la  loi 
de  Mariotte,  qui,  d'après  Texpérience,  est  applicable  à  ce  cas,  les  pressions  Pq 
et  P  seront  en  raison  inverse  des  volumes  correspondants  occupés  par  la  va- 
peur, ou,  puisque  ces  volumes  sont  des  cylindres  de  même  base,  en  raison 
inverse  des  hauteurs  Aq  et  h.  On  aura  donc. 


?_K 


Po 


d'où        Vh  =  VoK, 


[1] 


c 

\vM_M' 

T 

^^-, 

^"^^'^-^^^-^^^D 

• 

A               (J    Q' 

B 

Fi 

g.  ■] 

29 

Les  quantités  P  et  h  varient  donc  comme  les  coordonnées  d'une  hyperbole 
rapportée  à  ses  asymptotes  (que 
rien  n'empêche  de  supposer  rec- 
tangulaires). Soit  CD   (fig.   129) 
un  arc  de  cette  courbe. 

Le  travail  élémentaire  de  la 
force  P  est  le  produit  de  cette 
force  par  l'élément  de  chemin 
que  décrit  le  piston,  c'est-à-dire 
par  l'élément  de  la  hauteur  h.  Ce 
produit  est  représenté   par    un 

petit  rectangle  qui  aurait  pour  base  l'ordonnée  MQ  ou  P,  et  pour  hauteur 
rélément  QiV  de  h.  Le  travail  total  de  la  force  P  ?era  donc  représenté  par  la 
somme  de  tous  les  petits  rectangles  analogues.  Or  cette  somme  a  pour  limite 
l'aire  ABDC  comprise  entre  les  ordonnées  AC  et  BD  qui  représentent  les  valeurs 
extrêmes  de  P.  Le  travail  de  P  s'évaluera  donc  comme  cette  aire. 

Soient  Hq  et  H  les  hauteurs  initiale  et  finale  du  cylindre  de  vapeur  pendant 
la  détente,  c'est-à-dire  les  abscisses  OA  et  OB  ;  l'aire  dont  il  s'agit  aura  pour 
expression  (358)  en  vertu  de  la  relation  [1] 

Po^olog'.^. 

Si,  par  exemple,  on  a  Po=:1000^  /io==0™,2  et  H  =  5/io,  on  trouvera 

1000\0™,2.1og'5=:200'"". 1,6094379, 
ou  enfin  521  """,887...,  ou  environ  322  kilogrammètres. 


CHAPITRE  IX 

PROPRIÉTÉS    PRINCIPALES    DE   LA   PARABOLE 

gl.  —  axe;  sommet;   ordonnées;  foyer;  directrice. 

376.  Axe;  sommet.  —  On  a  vu  au  n"  175  que  l'équation 
de  la  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet 
est 

y^=:  '2px. 

On  peut  toujours  supposer  le  paramètre  2p  de  la  parabole  po- 
sitif ;  car,  si  p  était  négatif,  on  ramènerait  ce  cas  au  premier  en 
comptant  les  x  positifs  en  sens  contraire. 

Dès  lors  on  ne  peut  attribuer  à  x  aucune  valeur  négative;  la 
courbe  ne  s'étend  donc  que  du  côté  des  x  positifs.  Pour  x  =  0 
on  a  î/=0;  ainsi  la  courbe  passe  par  l'origine.  Ce  point,  où  la 
parabole  couipe  son  axe,  est  le  sommet  de  la  courbe.  Lorsqu'on 
fait  croître  a;  de  0  à  +00  ,  ?/  croît  de  0  jusqu'à  ±00  ,  et  on  ob- 
tient ainsi  deux  branches  infinies  partant  du  sommet. 

Considérons  la  branche  de  courbe  située  au-dessus  de  l'axe. 

Quand  y  varie  de  0  à  l'infini  positif,  y'=-  varie  de  l'infini  po- 
sitif à  zéro,  et  par  conséquent  décroît.  Cette  branche  supérieure 
de  la  courbe  tourne  donc  sa  concavité  vers  l'axe  (152)  ;  et,  à 
cause  de  la  symétrie,  il  en  est  de  même  de  la  branche  infé- 
rieure. 

La  courbe  a  donc  la  forme  indiquée  par  la  figure  151. 

Pour  calculer  les  coordonnées  des  différents  points  de  la  courbe,  on  peut 
attribuer  des  valeurs  h  y;  on  en  déduira  les  valeurs  correspondantes  de  x 
sans  avoir  aucune  racine  à  extraire.  On  peut  aussi  appliquer,  soit  au  calcul 
des  coordonnées,  soit  au  tracé  de  la  courbe,  la  méthode  exposée  au  n°  ZO  et 
qui  est  fondée  sur  Temploi  des  différences  secondes. 

On  peut  encore  calculer  les  coordonnées  des  différents  points  de  la  courbe, 
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sans  avoir  de  racine  à  extraire,  en  faisant  usage  d'une  varial)le  auxiliaire.  Les 
formules 

2»        ^  2» 

y=-f     et    x  =  -^ 

peuvent  être  employées  à  cet  usage.  Elles  donnent  y'^='2px,  quel  que  soit  t  ; 
et  en  y  faisant  varier  t  depuis  l'infini  jusqu'à  zéro,  x  eiy  varieront  depuis 
zéro  jusqu'à  Tinfini. 

Enfin,  on  peut  construire  la  courbe  par  points  d'après  l'équa- 
tion y^=22JX  elle-même.  Pour  cela,  soit  AP  (fig.  150)  l'abscisse 
d'un  point  que  Ton  veut  construire  :  on 
perlera  de  A  en  B  une  longueur  égale  à 
2p-  sur  BP  comme  diamètre  on  décrira 
une  demi-circonférence  qui  rencontrera 
l'axe  des  y  en  un  point  Q  ;  la  longueur  AQ 
sera  l'ordonnée  du  point  cherché  :  car  on      ^'      ^ 

^  Fi!^.   150. 

aura  AQ  =^AB.kV=z'2px;   donc  AQ=:y. 
Menant  donc  PM  et  QM  parallèles  aux  axes,  leur  point  d'in- 
tersection M  sera  le  point  cherché. 

La  même  construction  donne  un  second  point,  symétrique  du 
point  M. 

377.  Ordonnées.  —  Théorème.  Les  carrés  des  ordoJinées 
perpendiculaires  àTaxe  sont  entre  eux  comme  les  abscisses  corres- 
pondantes. 

Cela  résulte  de  la  forme  même  de  l'équation  de  la  courbe.  Si 
(x,  y)  et  (x\  if)  sont  deux  points  de  la  parabole,  on  aura 

y^=z  2px    et    if^^=  '^px'  ; 
d'où 

^  =  -^,  C.  Q.  F.  D. 

y"      X' 

378.  L'équation  de  la  parabole  rapportée  à  un  diamètre 
quelconque  pris  pour  axe  des  x^  et  à  la  tangente  à  l'extrémité 
de  ce  diamètre  prise  pour  axe  des  y,  est 

2p'  désignant  le  paramètre  relatif  à  ce  diamètre  (3SO).  Il  en 
résulte  que  les  propriétés  qui  ne  dépendent  que  de  la  forme  d^ 
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réquation  de  la  parabole,  subsistent  quand  elle  est  rapportée  à 
un  diamètre  quelconque  et  à  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce 
diamètre.  C'est  ce  qui  a  lieu  en  particulier  pour  le  théorème 
précédent. 

379.  Théorème.  —  La  parabole  peut  être  considérée  comme 
la  limite  vers  laquelle  tend  une  ellipse  dont  le  grand  axe  croît 
indéfiniment  ;  tandis  que  la  distance  deTun  des  foyers  au  sommet 
le  plus  voisin  reste  constante. 

Soit 

a'^y 

l'équation  d'une  ellipse.  Sans  changer  la  direction  des  axes, 
transportons  l'origine  au  sommet  quia  pour  abscisse  —  a;  pour 
cela  changeons  x  en  x —  a  ;  il  \iendra 

V-^-\-iy,=='U      d'où      lf=1-X .X\  \\] 

a^  b'  '^         a         a^  ^  ^ 

La  dislance  du  foyer  au  sommet  le  plus  voisin  est  a  —  c  ;  dé- 
signons par  |]3  cette  distance  supposée  constante;  nous  aurons 

lp  =  a  —  c,     d'où     c=^a  —  |p     et     c^  =  a'  —  ap -h  ~p^. 

De  là  on  tire 

a^  —  c^=^ap  —  \p^    ou     b^=^ap  —  Jp% 

et  par  suite 

^^_„_i£!    et   l-P_^f 
a"^       'a  a^~~  a      '  a^' 

b^  b^ 

Si  a  tend  vers  l'infini,  -  tend  donc  vers  »,  et  -  vers  zéro  ;  ainsi, 

à  la  limite,  l'équation  [1]  de  l'ellipse  se  réduit  à 

f  —  'lpx, 

qui  est  celle  d'une  parabole. 

Remarque.  —  On  pourrait  considérer  également  la  parabole 
comme  la  limite  d'une  hyperbole. 
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380.  Équation  des  trois  courbes  du  second  degré  rap- 
portées à  leur  axe  focal  et  à  un  sommet.  —  Lorsqu'on  pose 

b'  b'      p 

a       ^  ^     ar-      a       ^ 

Téquation  [1]  prend  la  forme 

7f  =  '2px — gx^ 

Les  notations  étant  les  mêmes,  on  verra  que  l'hyperbole  rap- 
portée à  son  axe  Iransverse  et  à  la  tangeate  menée  par  le  som- 
met de  droite  a  pour  équation 

Ainsi  l'équation 

y-=:z2px-hqx^ 

représente  à  elle  seule  les  trois  courbes  du  second  degré,  sa- 
voir :  l'ellipse,  si  Ton  a  g<0;  l'hyperbole,  si  Ton  a  ç>0;  la 
parabole,  si  l'on  a  g  =  0. 

381.  Foyer.  —  On  voit,  comme  pour  l'ellipse  (S55),  que 
lorsque  la  parabole  est  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au 
sommet,  la  distance  d'un  point  M  (x,  y)  à  un  foyer  F  (a,  g),  est 
une  fonction  linéaire  d'une  seule  des  coordonnées  du  point. 
Supposons  MF  fonction  linéaire  de  x  ;  comme  le  foyer  ne  peut 
être  que  sur  l'axe  de  la  courbe,  qui  est  l'axe  des  x,  on  a  (5=0  et 

m'=(x-aY^y\  m 

et  en  remplaçant  y^  par  sa  valeur  '2px,  il  vient 

W  =  x'-i-'2{p  —  y.)x-{-y.\ 

Pour  que  MF  soit  linéaire,  il  faut  que  le  second  membre  soit 
un  carré  parfait  ;  ce  qui  exige  que  l'on  ait 


(])  —  a-Y — a^  =  0,     d'où     a  =  L 


Il  en  résulte 


m'=-[x-\~^^,    d'où    MF=.±(a;  +  | 
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Comme  MF  est  positif,  on  prendra 

On  trouve,  en  faisant  le  calcul,  que  MF  ne  peut  être  fonction 
linéaire  de  ij.  Donc  la  parabole  n'a  qu'un  seul  foyer  dont  l'ab- 
scisse est  égale  au  quart  du  \)aramètre, 

38S.  Directrice.  —  L'équation  de  la  directrice  correspon- 
dante est  (S48,  II) 

x^\-y=^Q    ou    ^1=  —  ^-. 


(2 

(1 

X'  A 

D' 

0 

X 

Prenons  sur  l'axe  OX  (fig.  131),  de 
part  et  d'autre  du  sommet  0,  les  lon- 
gueurs OF  et  OA  égales  à|,  c'est -à^ 

dire  au  quart  du  paramètre,  et  par 
pi„  13^  le  point  A  menons  la  droite  DD'  per- 

pendiculaire à  l'axe.  Le  point  F  est  le 
foyer  de  la  parabole,  et  la  droite  DD'estsa  directrice. 


383.  On  a 


MQ 


Donc 


AP  =  AO-+-OP:=X+-|. 


MF==:MQ. 


Ainsi,  chaque  point  de  la  parabole  est  également  distant  de  la 
directrice  DD'  et  du  foyer  F. 

Remarques.— I.  UnpointM'(fig.  152) 
situé  au  dehors  de  la  parabole  est  plus 
près  de  la  directrice  que  du  foyer; 
car  si  l'on  abaisse  M'P  perpendiculaire 
à  l'axe,  et  qui  rencontre  la  courbe 
en  un  point  M;  qu'on  mène  M'Q'  et 
MQ  perpendiculaires  à  la  directrice, 
et  qu'on  joigne  M'F  et  MF;  on  aura  M'Q'=:MQ;  mais  on  a 
M'F>MF,  comme  oblique   s'écartant  davantage  du  pied  de 


Fig.  13-2 
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la  perpendiculaire  FP;  or  MQ=MF;  donc  on  a  M'F>MQ  ou 

On  verrait  de  même  qu'un  point  M"  situé  dans  l'intérieur  de  la 
parabole  est  plus  près  du  foyer  que  de  la  directrice. 

Donc,  si  un  point  est  à  égale  dislance  de  la  directrice  et  du 
foyer,  il  est  situé  sur  la  parabole,  ce  qui  justifie  la  définition  du 
n"^  19. 

II.  Pour  ic==|/?  on  trouve  î/  =  ±]9.  Ainsi,  la  corde  menée  par 
le  foyer  perpendiculairement  à  Taxe  est  égale  au  paramètre  '2p. 

III.  Pour  x^^p  on  trouve  y=:àz2p.  Il  en  résulte  que  si,  par 
le  sommet,  on  mène  une  droite  faisant  avec  l'axe  un  angle  de 
45''  (et  dont  l'équation  serait  par  conséquent  y=x)^  elle  ren- 
contrera la  parabole  en  un  point  dont  l'abscisse  sera  égale  au 
paramètre. 

Cette  remarque  fournit  un  moyen  de  construire  le  foyer  et  la 
directrice  lorsqu'on  a  la  courbe  et  son  axe,  sans  avoir  son  équa- 
tion. 

384.  La  parabole  peut  se  construire  par  points  d'après  la 
propriété  du  foyer  et  delà  directrice. 

Soit  OP  (fig .  1 31  )  l'abscisse  d'un  point  que  l'on  veut  construire. 
Par  le  point  P  on  élèvera  sur  Taxe  une  perpendiculaire  indéfinie. 
Du  foyer  F  comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  la  distance  AP  du 
point  P  à  la  directrice,  on  décrira  un  arc  de  cercle,  qui  coupera 
la  perpendiculaire  en  un  point  M  ;  ce  point  M  sera  le  point  cher- 
ché. Car  en  menant  MQ  parallèle  à  OX,  on  aura  MQ=AP  =  MF. 

Remarque.  —  On  obtient  à  la  fois  deux  points  de  la  courbe, 
symétriquement  placés  par  rapport  à  l'axe.  Car  le  cercle  décrit 
du  point  F  coupe  en  deux  points  la  perpendiculaire  élevée  en  P. 


§  2.  TANGENTE  ET  NORMALE. 

385.  Tangente D'après  ce  qui  a  été  établi  au  n°  14f ,  le 

coefficient  angulaire  de  la  tangente  au  point  quia  pour  coordon- 
nées xeiy  est 

fx  P 

—  ~    ou    m=:-^ 
fy  y 


m 
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et  l'équation  de  la  tangente  à  la  parabole  en  ce  point  est 

Y-î/=|(X-a;), 

équation  à  laquelle  il  faut  joindre  la  relation 

'f=1px  [2] 

qui  exprime  que  le  point  est  sur  la  courbe. 

A  l'aide  de  cette  relation,  on  met  l'équation  [i]  sous  la  forme 


ou 


13] 


ou 


II 
,  en  divisant  le  premier  terme  par  ^  et  les  deux  autres 

parpo;, 

Y        Y 

[4] 


=  \. 


iy 


La  seule  inspection  de  l'équation  de  la  tangente  sous  celle 
forme  montre  que  pour  X=rO  on  a  Y  =  |i/,  c'est-à-dire  que 

r ordonnée  à  V origine  de  la  tangente 
iMT(fig.  155)  est  la  7noitié  de  l ordon- 
née IW  du  point  de  contact  M. 

On  voit  de  môme  que  pour  Y  =  0 
on  a  X  =  —  x^  c'est-à-dire  que  la 
tangente  rencontre  l'axe  en  un  point 
T  situé  du  côté  des  x  négatifs  à  une 
dislance  OT  égale  à  l'abscisse  OP  du 
point  de  contact.  Il  en  résulte  que 
la  sons -tangente  TP='20P.  Ainsi, 
dans  la  parabole^  la  sous-tangente  est  double  de  l'abscisse  du  point 
de  contact. 

Cette  propriété  fournit  un  moyen  commode  de  mener  la  tan- 
gente en  un  point  donné  M  de  la  courbe;  car  il  suffit  de  mener 
l'ordonnée  MP,  de  prendre  OT  =  OP,  et  de  joindre  TM. 

Remarques.  — I.  Au  sommet,  on  a  |/=:0,  d'oùm=oo  ;  en  ce 
point  la  tangente  est  donc  perpendiculaire  à  l'axe. 


Fig.  135. 
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II.  Pour  x  =  ^p^  on  a  y^=p;  par  suite  m  =  l  ;  ainsi  la  tan- 
gente au  point  dont  l'ordonnée  passe  par  le  foyer  fait  un 
angle  de  45^  avec  l'axe.  Cette  môme  tangente  rencontre  l'axe  au 
même  point  que  la  directrice,  puisque  l'abscisse  du  point  de 
rencontre  est  — {p. 

386.  Problème  I.  —  Mener  une  tangente  à  la  parabole  paral- 
lèlement aune  droite  dont  ï équation  est  y  =  mx. 

On  aura  pour  déterminer  les  coordonnées  ^  et  î/  du  point  de 
contact  Péqualion  qui  exprime  le  parallélisme,  savoir 

2  =  m,  [5] 

2/ 

et  Péquation  ['2]  ci-dessus  qui  exprime  que  le  point  de  contact 
est  sur  la  courbe. 

•L'équation  [5]  ne  donne  qu'une  valeur  de  |/,  qui,  substituée 
dans  [2] ,  ne  donne  qu'une  valeur  de  x  ;  ainsi  le  problème  n'ad- 
met qu'une  solution. 

On  obtient  ?/  rz=L  et  x=~z.  Ces  valeurs,  mises  dans  Péqua- 

tion  [1]  de  la  tangente,  donnent 

Y--=rmfx-J^^     ou     Y:=:mX -!-#-.        [61 
m         \        ^2my  2m 

Remahques.  —  I.  Pour  m=oo  on  trouve,  en  divisant  préalable- 
ment par  m,  que  l'équation  [6]  se  réduit  à  X  =  0,  c'est-à-dire  à 
l'axe  des?/,  ce  qui  devait  être.  Pour  m=0  on  obtient  Y  =  oo  ; 
ainsi  ce  n'est  qu'à  une  distance  infinie  que  la  tangente  devient 
parallèle  à  l'axe  de  la  courbe.  • 

IL  Les  équations  [5]  et  [6]  conservent  la  même  forme  quand 
la  parabole  est  rapportée  à  un  diamètre  quelconque  et  à  la  tan- 
gente à  V extrémité  de  ce  diamètre. 

m.  On  arrive  aussi  à  Péqualion  [6]  en  opérant  comme  pour 
le  cercle  (134). 

IV.  En  opérant  comme  au  n°  137,  on  trouvera  que  l'équa- 
tion représentant  à  la  fois  les  deux  tangentes  menées  par  le 
point  (a,  g)  est 
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387.  Problème  II.  —  Mener  une  tangente  à  la  parabole  par  un 
point  extérieur  (a,  g). 

On  aura  pour  déterminer  les  coordonnées  x  et  y  au  point  de 
contact  l'équation  qui  exprime  que  le  point  donné  est  sur  lu  tan- 
gente, c'est-à-dire,  en  adoptant  la  forme  [2]  ci-dessus, 


^y=p(a-hx), 


m 


et  l'équation  qui  exprime  que  le  point  de  contact  est  sur  la 
courbe,  savoir 


y^=:^px. 


[2] 


L'élimination  conduit  à  une  équation  du  second  degré  ;  ainsi  il 
y  a  en  général  deux  solutions;  elles  se  réduisent  à  une  seule 
quand  le  point  donné  est  sur  la  courbe. 

Mais,  au  lieu  de  traiter  la  question  par  le  calcul,  on  peut  re- 
marquer que  si,  diins  les  équations  [I]  et  [2],  on  regarde  x  et 
y  comme  des  variables,  elles  repiésenteroiit  deux  lieux  géomé- 
tri(jues  dont  l'intersection  donnera  les  points  de  contact  de  la 
tangente.  L'équation  [I]  représente  une  droite  facile  à  con- 
struire et  qu'on  appelle  la  corde  des  contacts.  L'équation  [2j  re- 
présente la  parabole  elle-même. 


388.  Pôles  et  polaires. 


Théorème.  —  Si  par  les  différents  points  d'une 
droite  LW  (fig.  13 1),  on  mène  à  la 
parabole  des  couples  de  tangentes, 
telles  que  N.M,  ^^i^  les  cordes  de  con- 
tact, telles  que  Ml',  passent  toutes  par 
un  point  fixe. 

Prenons  pour  axes  la  tangente  YY' 
parallèle  à  LL',  et  le  diamètre  AX 
mené  par  le  point  de  contact.  Soient 
a  et  P  les  coordonnées  du  point  N; 
l'équation  de  la  corde  des  contacts  MM' 
sera  (38») 


^yz=p'{x-{-a.). 


[IJ 


Pi„    154,  en  appelant  2//  le   paramétre  de   la 

parabole  rapportée  aux  axes  que  nous 
avons  choisis,  et  pour  lesquels  son  équation  conserve  la  même  forme  que  lors- 
qu'elle est  rapportée  à  son  axe  et  à  la  tangente  au  sommet  (398). 

L'abscisse  Âl^  du  point  où  MM'  rencontre  AX,  s'obtiendra  en  faisant  ^^=0 
dans  l'équation  [IJ,  ce  qui  donne 


*  = 


[2] 
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Or  l'abscisse  a  du  point  N  ne  dépend  pas  de  la  position  de  ce  point  sur  la 
droite  LL',  puisque  celle-ci  est  parallèle  à  Taxe  des  y;  a  est  donc  une  con- 
stante. Par  conséquent  AP  est  aussi  constant;  et  le  point  P  est  un  point  fixe 
par  lequel  passent  toutes  les  cordes  de  contact  analogues  à  MM'.  C'est  ce  qu'il 
fallait  démontrer. 

On  voit  de  plus  que  le  point  fixe  est  situé  sur  le  diannètre  qui  passe  par  le 
point  de  contact  d'une  tangente  parallèle  à  la  droite  donnée. 

Remarques.  —  I.  Le  point  P  est  le  pôle  de  la  droite  LL'  ;  et  cette  droite  est  la 
polaire  du  point  P. 

II.  La  relation  [2]  montre  qu'on  a  AP  =  Al). 

III.  Si  LL'  coupait  la  parabole,  a  serait  positif,  le  point  P  serait  donc  exté- 
rieur à  la  parabole.  Si  LL' était  tangente,  les  points  P  et  D  se  confondraient  avec 
le  point  de  contact;  dans  ce  cas  le  pôle  serait  sur  la  polaire. 

Si  LL'  était  la  directrice,  le  point  P  serait  le  foyer. 

IV.  La  propriété  réciproque  a  également  lieu  :  c  est-à-dire  que  si,  par  un 
point  fixe  P,  on  mène  des  sécantes,  et  que  par  les  pointsoù  elles  rencontrent  la 
courbe  on  lui  mène  des  tangentes,  les  couples  de  tangentes  correspondantes  à 
ces  diverses  séca?ites  iront  se  couper  sur  une  même  droite  LL'  Car  si  AP  reste 
fixe,  en  vertu  de  la  relilion  [Ij  il  en  sera  de  même  de  a:  donc  les  points  de 
rencontre  N  des  couples  de  tangentes  seront  tous  sur  la  droite  qui  a  pour 
équation 

Si  le  point  fixe  P  était  situé  hors  de  la  parabole,  la  droite  LL'  couperait  la 
courbe  ;  car  si  a;  était  négatif  dans  la  relation  [1],  a  serait  positif.  Si  le  point 
P  était  en  D,  la  droite  LL'  serait  tangente. 

389.  Théorème.  —  La  tangente  à  la  parabole  fait  des  angles 
égaux  avec  F  axe  et  avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

11  faut  démontrer  que  le  triangle  MTF  (Tig.  155)  est  isocèle,  et 
qu'onaTP^  =  MF. 

Or  on  sait  (385)  que  si  x  est  l'abscisse  OP  du  point  M,  on 
a  TO  =  a;  en  valeur  absolue;  donc  TF=TO-i-OF  =  xH-|p. 
D'ailleurs  on  a  trouvé  (381)  MF^^o^H-^];.  Donc  TF  =  MF.  Donc 
l'angle  MTF=:TMF  ;  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarques.  —  I.  Si  l'on  mène  par  le  point  M  une  droite  IIIF 
parallèle  à  l'axe,  on  aura  l'angle  I1MT  =  MTF;  donc  aussi 
11MT=::TMF;  c'est-à-dire  que  la  tangente  est  la  bissectrice  de 
Vangle  IIMF  formé  par  la  droite  Mil  parallèle  à  Vaxe  et  par  le 
rayon  vecteur  MF. 

IL  II  en  résulte  que  la  normale  MN  est  la  [bissectrice  de  l'angle 
supplémentaire  li'MF. 
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in.  Le  triangle  MFN  étant  isocèle,  puisque  l'angle  FMN=rlMN 
=M\F,onaNF=MF.  D'ailleurs TFzrr MF;  donc  TFr^FN.  Ainsi 
la  tangente,  la  normale  et  l'axe  dctenninenl  un  triangle  rectangle 
dont  l'iiypolénuse  a  pour  milieu  le  foyer  F. 

390.  Le  théorème  démontré  au  numéro  précédent  fournit  un 
nouveau  moyen  de  mener  une  tangente  à  la  parabole. 

I.  Soit  proposé  d'abord  de  mener  la  tangente  par  un  point  M 

d.nné  sur  la  courbe  (fig.  155).  Ayant 
mené  la  directrice  AL,  on  abaissera 
du  point  M  une  perpendiculaire  MD 
sur  cette  droile;  on  joindra  FD,  et 
du  point  M  on  abaissera  sur  FD  la 
perpendiculaire  MT,  qui  sera  la  tan- 
gente demandée  ;  car  elle  sera  la 
bissectrice  de  l'ande  DMF. 


L 
B 

A 

Y 

\ 

P 

\  i/ 

T    A 

0 

Fig.  153. 


Remarque.  —  Le  point  I,  où  la 
tangente  MT  rencontre  la  droite  FD, 
est  le-  milieu  de  cette  droite;  mais 
ce  milieu  est  situé  sur  l'axe  OY,  puisque  l'on  a  CA=:OF,  et 
que  OY  est  parallèle  à  AL.  Il  suit  de  là  que  la  ta7igente  au  som 
met  de  la  parabole  est  le  lieu  des  pieds  des  ijerpendiculaires  abais- 
sées du  foyer  sur  les  tangentes, 

IL  Soit  proposé,  en  second  lieu,  de  mener  la  tangente  par  un 
point  K  extérieur  à  la  parabole.  Du  point  K  comme  centre,  avec 
la  distance  KF  pour  rayon,  on  décrira  un  arc  de  cercle  qui  ren- 
contrera la  'directrice  en  un  point  D;  car  le  point  K,  étant  exté- 
rieur à  la  courbe,  est  plus  près  de  la  directrice  que  du  loyer 
(?«83)  ;  on  joindra  DF,  et  du  point  K  on  abaissera  sur  DF  une 
perpendiculaire  KT,  qui  sera  la  tangente  demandée.  Le  point  M, 
où  elle  rencontrera  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  le  point  D, 
sera  le  point  de  contact. 

En  effet,  par  construction,  KT  sera  perpendiculaire  surle  milieu 
de  DF,  puisque  KD=:KF ;  le  point  M  sera  donc  également  distant 
de  D  et  de  F,  et  MT  sera  la  bissectrice  de  l'angle  DMF;  ce  sera 
donc  la  tangente. 

L'arc  décrit  du  pointK  comme  centre  rencontrant  la  directrice 
en  deux  points,  il  y  aura  deux  solutions. 
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III.  Soit  proposé  enfin  de  nnener  la  tangente  parallèlement  à 
une  direction  donnée.  Du  foyer  F  on  abaissera  sur  cette  direc- 
tion une  perpendiculaire  qui  rencontrera  la  directrice  en  un 
point  D.  Sur  le  milieu  de  FD  on  lui  élèvera  une  perpendiculaire 
TK,  qui  sera  la  tangente  demandée.  Le  point  M,  où  elle  rencon- 
trera DM  parallèle  à  l'axe,  sera  le  point  de  contact. 

En  effet,  TK  étant  perpendiculaire  sur  le  milieu  de  FD,  on  a 
MF=MD  ;  donc  le  point  M  est  sur  la  parabole.  De  plus  TK  est 
la  bissectrice  de  l'angle  DMF  ;  donc  TKest  la  tangente. 

Le  problème  serait  impossible  si  la  direction  donnée  était 
parallèle  à  Taxe,  parce  qu'alors  la  perpendiculaire  menée  à  cette 
direction  par  le  foyer  serait  parallèle  à  la  directrice. 

391.  Normale.  —  L'équation  de  la  normale  à  la  parabole, 
au  point  dont  les  coordonnées  sont  x  et  y,  est 

p 

Pour  avoir  le  point  N(fig.  135)  où  elle  rencontre  l'axe,  faisons 
Y  =  0  ;  nous  trouverons  \s=p  -^x. 

Remarque.. —  Pour  xz=0,  la  distance  X  ou  ON  se  réduit  à  p\ 
ainsi,  à  mesure  que  le  point  M  se  rapproche  du  sommet,  le  point 
N  se  rapproche  du  point  situé  à  la  distance  p  de  ce  même 
sommet. 

La  sous-normale  PN  est  égale  à  ON  — OP  ou  à  X — x,  c'est-à- 
dire  h  p.  Ainsi,  dans  la  parabole,  la  sous-normale  est  constante  et 
égale  à  la  moitié  du  paramètre. 

Celte  propriété  fournit  un  nouveau  moyen  de  mener  la  tan- 
gente en  un  point  M  donné  sur  la  courbe;  il  suffira  de  mener 
l'ordonnée  MP,  de  prendre  PN  égal  au  demi-pnramôtrep,  et  de 
joindre  MN  qui  sera  la  normale  ;  la  perpendiculaire  MT  à  la  nor- 
male sera  la  tangente. 

393.  On  peut  se  proposer  pour  la  normale  les  mêmes  pro- 
blènies  que  pour  la  tangente. 

I.  On  trouvera  que  l'équation  de  la  normale  parallèle  à  la  direction 
y=rmX  est 

\  =:m\  —  i (2m  4-  wi^) . 

II.  Mener  une  normale  à  la  parabole  par  un  point  extérieur  (a,  ^). 
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On  a  pour  déterminer  les  coordonnées  x  et  y  du  point  où  la  normale  ren- 
ontre  la  parabole,  l'équation  , 

if  =  ^px,  [1] 

qui  exprime  que  ce  point  est  sur  la  courbe,  et  l'équation 

P  —  y=z—^[ot.  —  x)     OU     xy -h  [p — a)y  -\-p^=:.0,  [2] 

qui  exprime  que  la  normale  passe  par  le  point  donné.  Substituant  dans  la 
seconde  de  ces  équations  la  valeur  de  x  tirée  de  la  première,  il  vient 

t/3-}-2p(;?  — a)  î/  — 2^2(5=0.  [3] 

Cette  équation  étant  du  troisième  degré,  a  toujours  une  racine  réelle; 
d'ailleurs  à  toute  valeur  réelle  de  y  correspond  une  valeur  réelle  da  x  et  une 
seule  ;  donc  le  problème  est  toujours  susceptible  d'une  solution  et  de  trois  au 
plus. 

L'équalion  [3]  est  de  la  forme  x^-\-px  -f-  g  =  0,  et  l'on  a  vu  en  algèbre 
qu'une  équation  de  cette  forme  a  ses  trois  racines  réelles  et  inégales,  réelles 
dont  deux  égales  ou  une  seule  racine  réelle,  selon  que  l'on  a 

4p'^  +  27ç^<0,  =0    ou     >0. 

Le  problème  proposé  sera  donc  susceptible  de  trois,  de  deux  ou  d'une  seule 
solution,  selon  que  les  coordonnées  a  et  p  du  point  donné  satisferont  à  l'une  ou 
à  l'autre  des  conditions 

8(;?— a)3  +  27/î?2<0,    ==0    ou     >  0.  [4] 

Dans  la  seconde  hypothèse,  on  a 

r-=±{.-pr;  [5] 

et  si  l'on  considère  a  et  p  comme  des  coordonnées  cour£|ptes,  cette  équation 
représentera  le  lieu  géométrique  des  points  d  où  Von  peut  mener  deux  normales 
à  la  parabole. 

Ce  lieu  est  symétrique  par  nipport  à  l'axe  de  la  parabole,  et  coupe  cet  axe 
au  point  C  dont  Tabscisse  a=:/?.  Les  valeurs  de  3  sent  imaginaires  pour  toutes 
les  valeurs  de  a  inférieures  à  p,  et  réel  es  pour  toutes  les  valeurs  de  a  supé- 
rieures à  p.  En  faisant  varier  a  depuis  p  jusqu'à  4- oo  ,  p  variera  de  0  à  -f-oo  , 
et  on  obtiendra  deux  branches  infinies  CD  et  CD'  (fig.  136),  partant  toutes  les 
deux  du  point  C.  Quand  on  prend  ce  point  pour  origine,  léquation  [5]  devient 

Pour  a  =  0,  on  a  lim-  =  0.  Donc  la  courbe  est  tangente  à  l'axe  des  x,  au 
a 

point  C  (f  4îf). 
On  trouve  que  la  dérivée  .seconde  de  l'ordonnée  est  constamment  positive 
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pour  tous  les  points  de  la  branche  située  au-dessus  de  l'axe  desrc;  donc  cette 
branche  est  convexe  vers  Taxe  des  x  (158), 
et  à  cause  de  la  symétrie  il  en  est  de  même 
de  la  seconde  branche.  La  courbe  a  donc  la 
forme  représentée  par  la  figure  136. 

Les  coordonnées  de  tout  point  du  plan 
situé  du  côté  de  la  convexité  de  la  courbe 
représentée  par  l'équation  [5]  satisfont  à 
la  première  des  conditions  [4],  et  celles  de 
tout  point  situé  du  côté  de  la  concavité 
satisfont  à  la  troisième;  il  en  résulte  que  de 
tout  point  de  cette  courbe  on  peut  mener 
deux  normales  à  la  parabole  ;  de  tout  point  P 
situé  à  sa  droite  on  peut  en  mener  trois, 
et  de  tout  point  P'  situé  à  sa  gauche  on  ne 
peut  en  mener  (\\xune  seule. 

La  courbe  que  nous  venons  de  discuter, 
est  connue  sous  le  nom  de  parabole  cubique. 
On  l'appelle  aussi  développée  de  la  parabole, 
à  cause  d'une   pronriété  remarquable  que  Fig.  156. 

nous  ferons  connaître  plus  loin.  ** 

Si  dans  l'équation  [5]  on  remplace  a  par  x  et  fj  par  y  et  si  l'on  élimine  y- 
entre  la  nouvelle  équation  et  l'éiiualion  [I],  on  obtiendra  une  équation  en  x 
du  troisième  degré,  dont  les  racines  sont  les  abscisses  des  points  d'intersection 
de  la  parabole  cubique  avec  la  parabole  proposée.  On  reconnaîtra  facilement 

P 
que  cette  équation  a  une  racine  simple  a:  =  4p,  et  une  racine  double  x=i  —  ^. 

A  la  racine  simple  correspondent  pour  y  deux  valeurs  réelles,  yz=:±^p^f 
et  cà  chacune  des  racines  doubles  les  valeurs  imaginaires  conjuguées, 
y  =  ±p\/ — 1.  La  parabole  cubique  coupe  donc  la  parabole  proposée  en 
deux  points  réels  simples  et  en  deux  points  imaginaires  doubles  situés  sur 
la  directrice. 

Ce  problème  peut  être  rrsolu  «;raphiquement.  Pour  cela,  il  suffit  de  remar- 
quer que  les  équations  [I]  et  [2],  étant  considérées  isolément,  représentent 
deux  lieux  géométriques,  dont  les  poinis  d'inlerseclion  sont  les  pomts  cher- 
chés. L'équalion  [1]  représente  la  parabole  elle-même  et  1  équation  ['i]  une 
hyperbole  équilalère  qui  passe  par  le  point  donné. 

Il  est  bon  de  remaïquer  que  cette  dernière  courbe  peut  être  remplacée 
par  un  certle  qu'il  est  plus  faci  e  de  construire.  Pour  obtenir  l'équation  de 
ce  cercle,  formons  l'équation  aux  ordonnées  des  pieds  des  normales,  en  élimi- 
nant a;  entre  les  équations  [l]  et  [2];  il  vient 


r  —  ^p  (a  —p)y  —  Vl^  =  0. 
Considérons  un  cercle  quelconque 

x-  -j-  y-  -{-  ax -\- by -\- c  :=■  0,. 


[«] 


et  formons  Inéquation  aux  ordonnées  des  points  d'intersection  de  ce  cercle 
avec  la  parabole,  et  pour  cela  éliminons  x  entre  celte  dernière  équation  et 
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l'équation  [1];  on  trouve 

î/  +  2p  (2p  -f  a)  î/2  +  Ap^by  -f-  ^c  =  0. 

Pour  que  le  cercle  passe  par  les  pieds  des  normales,  il  faut  que  le  premier 
membre  de  cette  équation  soit  divisible  par  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion [6].  En  effectuant  la  division  et  exprimant  que  le  reste  du  second  degré 
en  y  est  nul  quel  que  soit  y,  on  obtient  les  trois  relations  suivantes 

^  +  «  +  a  =  0,     2&-j-|3  =  0     et    c==0. 

La  dernière  montre  que  le  cercle  déterminé  par  les  pieds  des  normales  passe 
par  le  sommet  de  la  parabole,  et  les  deux  autres  déterminent  a  et  h.  L'équa- 
tion du  cercle  est 

e 

.t2  -t-  îy2  _  (p  4_  a)  a^  —  ^7/  —  0. 


g  0.  — DIAMETRES. 

393.  Théorème.  —  Les  diamètres  de  la  parabole  sont  des  droi- 
tes parallèles  à  l'axe  (211), 

Soit,  en  effet,  y  =  mx  4-  n  réquation  de  Tune  des  cordes  que  le 
diamètre  considéré  divise  en  deux  parties  égales,  et  soient  Xet  Y 
les  coordonnées  de  son  milieu  ;  ce  point  étant  sur  la  corde,  on  a 

Y=mX-f-n.  [1] 

Pour  avoir  les  coordonnées  des  extrémités  de  la  corde,  il  faut 
combiner  son  équation  avec  celle  de  la  parabole,  ou  y-  =  '2px. 
En  éliminant  î/ on  obtient 

mV -h  2  (mil — p)  x-hn'  =  0, 

équation  qui  a  pour  racines  les  abscisses  des  extrémités  de  la 
corde.  Leur  demi-somme,  qui  est  égale  à  l'abscisse  Xdu  milieu, 
a  pour  valeur. 

X=P=^.  [2] 

m^ 

En  éliminant  n  entre  les  équations  [1]  et  [2],  on  a  l'équation 
du  lieu, 

m 
qui  représente  une  parallèle  à  l'axe  de  la  parabole. 

Remarque.  —  Réciproquement,  tonte  parallèle  à  l'axe  de  la  pa- 
rabole est  un  diamètre.  C  ;r  so[ty=y'  l'équation  de  cette  droite. 
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Considérons  le  système  de  cordes  parallèles  dont  le  coefficient 
angulaire  satisfait  à  la  relation 

il'z=^,     don     m:=-,. 

Le  lieu  du  milieu  de  ces  cordes  a  pour  équation 

m 
ou,  en  mettant  p  ur  i/fsa  valeur, 

l  =  y'. 

394.  Théorème.  —  Les  cordes  qiCun  diamètre  divise  en  deux 
parties  égales  sont  parallèles  à  la  tangente  menée  à  l extrémité  de 
ce  diamètre. 

On  vient  de  voir,  en  effet,  quesiî/  =  î/'  est  l'équation  d'une  pa- 
rallèle à  l'axe,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'un  diamètre,  le 
coefficient  angulaire  des  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  éga- 
les est 

V 
m=~. 

y 

Or  ce  coefficient  angulaire  est  aussi  celui  delà  tangentemenée 
au  point  dont  l'ordonnée  est  y'  (385),  lequel  n'est  autre  que 
'extrémité  du  diamètre.  Donc  les 
cordes  considérées  sont  paral- 
lèles à  celte  tangente,  ce  qu'il 
s'agissait  de  démontrer. 

395.  L'équation  de  là  para- 
bole rapportée  à  un  diamètre  et 
5  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce 
diamètre  étant  y^=z'2p'x^  il  est 
facile  d'obtenir  la  valeur  de  p' 
en  fonction  de  p,  connaissant 
l'abscisse  a  de  la  nouvelle  origine 
par  rapport  aux  anciens  axes. 

Soit  MX  (fig.  157)  le  diamètre  pris  pour  axe  des  ic,  et  soit  TY 
la  tangente  prise  pour  axe  des  y.  Soient  0?  =  a  et  MP  =  ft  les 
coordonnées  de  la  nouvelle  origine  M  par  rapport  aux  anciens 
axes  OX  et  OY^.  Par  le  sommet  0  menons  OIN  parallèle  à  TM; 


Fipr.  157. 
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la  figure  OIMT  est  un  parallélogramme,  et  l'on  a 

X      ou      MI  =  0T=::z:0P==:a(385), 


puis 


ou 


f    ou    Nf  =10'=:Mf  =::MP'4-TP'  =  &'-  +  4a% 


Mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  \f  =  2]/aî,  on  obtient 


'2pa  -h  4a^  =  ^p'a^     d'où 


H- a. 


Cette  valeur  est  remarquable,  parce  que  c'est  précisément  la 
distance  du  point  M  au  fo\er  (381).  Ainsi,  toutes  les  fois  que 
V équation  de  la  parabole  est  ramenée  à  la  forme  y^  =  2p'x,  le 
quart  du  paramètre  2p'  est  la  distance  de  F  origine  au  foyer  :  ce 
qui  a  également  lieu  quand  la  parabole  est  rapportée  à  son  axe 


et  à  la  tangente  au  sommet. 


§  4.  —  AIRE  d'un  segment  pahabouque. 

396.  Nous  nous  proposons  d'évaluer  l'aire  comprise  entre 
un  arc  OB  de  la  parabole  (fig.  138),  le  diamètre  OX  passant  par 

l'une  de  ses  extrémités,  et 

l'ordonnée  AB    menée  par 

'au ire  extrémité  parallèle- 


ment à  la  langenle  OY  au 
point  0. 

Su  (>posons  la  parabole  rap- 
poîtée  aux  axes  OX  et  OY; 
son  équation  sera  de  la 
forme 


y'-:=z2p'x. 


[1] 


Fig.    15S. 


Imaginons   qu'on  ait  in- 


scrit dans  l  arc  OB  un  con- 
tour polygonal,  et  que  par  cbacun  de  ses  sommets,  tels  que 
M,  M',  etc.,  on  ait  mené  des  parallèles  aux  axes  :  MP,  MQ,  M'F, 
M'Q',  etc.  Soient  x,  y  et  x',  y'  les  coordonnées  des  deux  sommets 
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consécutifs  M  et  M'  de  ce  polygone.  En  nommant  ô  l'angle  des 
axes,  on  trouvera  pour  les  aires  T  et  t  des  trapèzes  MPP'M'  et 
MQQ'M\ 


et 
d'où 


t=zHx-hx')(y  —  y')sm(i, 

T y -{-y'  x—x' 

T     x-hx'  'y  —  y'' 


Si  l'on  suppose  que  le  nombre  des  côtés  du  contour  polygonal 
augmente,  et  que  les  sommets  consécutifs  se  rapprochent  indé- 
finiment, on  aura 

,.     T      ,.     ?/-!-  y'      ,.  '  x~x' 
lim  -  =  lim^^ —,  X  hm >. 

t         x-hx         y  —  y 

Or,  d'abord, 

y-^y'y 


lim 


X 


En  second  lieu,  si  dans  l'équation  [1]  on  regarder  comme  la 
fonction  et  y  comme  la  variable,  la  quantité 


1 .      X       X 
lim ; 

y— y 


n'est  autre  chose  que  la  limite  du  rapport  entre  l'accroissement 
de  la  fonclion  et  raccroi>sement  de  la  variable,  c'est-à-dire  que 
c'est  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  y  ;  on  a  donc 

dérivée  de  ^=-; 
par  conséquent 

yx        l)X 

Ce  que  l'on  vient  de  dire  des  trapèzes  MPPW  et  MQQ'M',  on 
peut  le  dire  de  tous  les  autres  couples  de  trapèzes.  Ainsi,  à  la 
limite,  la  somme  des  trapèzes  intérieurs  est  le  double  de  la 
somme  des  trapèzes  extérieurs. 

Or,  à  Ja  limite  aussi,  la  somme  des  trapèzes  inlérieurs  de- 
vient le  triangle  mixtiiigne  OAB  ;  et  la  somme  des  trapèzes  ex- 


.      X- 
im 

—  X 

y- 

-y'' 

T_ 

x'p 
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térieurs  devient  le  triangle  mixtiligne  OCB.  On  a  donc 

0AB=20CB,     d'où    OAB=|(OAB-f-OCB)  =  |OABC, 

c'est-à-dire  que  raire  parabolique  OAB,  qu'il  s'agissait  d'évaluer, 
est  les  deux  tiers  de  celle  du  parallélogramme  OACB. 

Remarques.  —  I.  On  arrive  immédiatement  au  même  résultat 
à  l'aide  du  théorème  du  n°  358, 

II.  Si  X  et  Y  sont  les  coordonnées  du  point  B,  Taire  du  pa- 
rallélogramme OABC  a  pour  expression  XYsinO.  L'aire  para- 
bolique OAB  équivaut  donc  à  f  XYsinO. 

III.  Si  le  diamètre  OX  était  l'axe  de  la  parabole,  la  tangente  OY 
lui  serait  perpendiculaire;  on  aurait  donc  sinO  =  1,  et  l'aire 
parabolique  aurait  simplement  pour  valeur  |XY. 

IV.  On  démontrerait  de  la  même  manière  que  l'aire  parabo- 
lique OAB'  est  les  deux  tiers  du  parallélogramme  OAB'C  Par 
conséquent  l'aire  du  segment  parabolique  BOB'  est  les  deux 
tiers  du  parallélogramme  BCC'B'  formé  par  la  corde  BB',  la  tan- 
gente ce  qui  lui  est  parallèle,  et  les  droites  BG  et  B'C  parallèles 
au  diamètre  OX,  ou  à  l'axe. 


g  .5.  EXERCICES  ET   APPLICATIONS. 

3»î'.  Théorème.  —  Si  des  extrémités  d'une  corde  de  la  parabole  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  la  tangente  au  sommet,  leur  moyenne  proportionnelle 
est  la  distance  du  sommet  au  point  de  rencontre  de  la  corde  et  de  Vaxe. 

Supposons  la  parabole  rapportée  à  son  axe  et  à  sa  tangente  au  sommet; 
soient  (a;',  î/')  et  [x",  y")  les  extrémités  de  la  corde. 

L'équation  de  cette  corde  sera 

Pour  avoir  la  distance  du  sommet  au  point  où  la  corde  rencontre  Taxe,  il 
faut,  dans  cette  équation,  faire  y  =  0,  ce  qui  donne 

y'{x'  —  x")  r.. 

x=x'—^ ^-^  1 

y  -y" 

mais  on  a 

î/'2=2p.T'      et      7/-='2px". 
d'où 

y'^-y"^-=:<2p{x'~-x") 
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et  par  suite 

x'  —  x" _y'  -h  if 


y' -y"         2p 
Mettant  cette  valeur  dans  [1  j ,  on  obtient 


/^.'/ 


^_  ^r    y'  [y'  +  y")  _^p^' — y'- — y'y"^     y'y 
""-^         ^P     -         2^       '"""¥ 


[2j 


Par  conséquent 


^=^=ixÇ=^^'-        pj 


Or  x'  et  x"  sont  les  perpendiculaires  abaissés  des  extrémités  de  la  corde 
sur  la  tangente  au  sommet  ;  Téquation  [3]  démontre  donc  le  théorème. 

Remarque. —  L'équation  [2]  montre  (ce  quMl  est  d'ailleurs  facile  de  voir  di- 
rectement) que  lorsque  les  deux  extrémités  de  la  corde  sont  d'un  même  côté 
de  Taxe,  elle  le  rencontre  hors  de  la  parabole  ;  tandis  que  si  ces  deux  extré- 
mités sont  de  part  et  d'autre  de  l'axe^  la  corde  le  rencontre  dans  l'intérieur 
de  la  courbe. 

398.  Théorème.  —  Si  Vonmène  dans  une  parabole  deux  cordes  quelconques 
perpendiculaires  entre  elles,  CD  et  CD'  (le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure), 
les  distances  IP  et  TP'  de  leurs  milieux  à  Taxe  ont  pour  moijenne  géométrique 
la  moitié  du  paramètre. 

Soient  x',  y'  et  x'\  y"  les  coordonnées  des  points  C  et  D,  et  soit  -n  l'ordon- 
née du  point  I  ;  on  aura 


iy'-^y")- 


Mais,  si  m  est  le  coefficient  angulaire  de  la  corde  CD,  on  a 

y'  —  y" 

x'—x" 

multipliant  ces  relations  terme  à  terme,  on  obtient 
y'^—y"'        ^px'  —  'ipx' 

Si  n'  est  de  même  l'ordonnée  du  point  V,  et  m' le  coefficient  angulaire  de 
CD',  on  aura  pareillement 

7n'r'=p,  [3J 

et,  par  conséquent,  en  multipliant  [2]  et  [3J  membre  à  membre, 

mm\r/  =zp^.  |'4j 

Or  les  deux  cordes  étant  perpendiculaires  entre  elles,  les  coefticients  an- 
gulaires m  et  m'  sont  liés  par  la  relation  mm'  4-1=0  ou  mm' ■=.  —  1. 
En  mettant  pour  mm' cette  valeur  dans  [4],  il  \iiui 
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Cette  relation  montre  que  les  ordonnées  -/i  et  vi'  sont  toujours  de  signe  con 
traire;  si  donc  on  a  yi  =  +  IP,  on  aura  vi'—  —  FP'.  Par  suite 

IP.rP'=/^ 

ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 

399.  Problème.  —  Étant  donné  un  arc  de  parabole,  construire  la  courbe. 

Soit  CI)  (fig.  139)  l'arc  donné. 
On  mènera  deux  cordes  paral- 
lèles ;  on  joindra  leurs  milieux, 
et    Ion   aura  un  premier   dia- 
mètre IIH'.  Soit  M  le  point  où  il 
rencontre  l'arc   donné;  on  mè- 
nera MT  parallèle  aux  deux  cor- 
des ;  ce  sera  une  tangente  (394)  ; 
puis  on  fera  l'angle  TiMF=  TMIP  ; 
on   aura  une  droite  MF  qui  ira 
passer  p;ir  le  foyer  (389). 
En   répétant    la  construction 
pour  deux  autres  cordes  parallèles  entre  elles,  mais  non  aux  deux  premières, 
on  obtiendra  une  nouvelle  droite  pa>sant  au  foyer,  et  qui,  par  sOn  inter- 
section avec  la  première,  donnera  le  foyer  F, 

On  m^'^nera  FX  parallèle  aux  deux  diamètres  ;  ce  sera  l'axe  de  la  parabole 
(393).  Il  rencontrera. la  tangente  MT  en  un  point  T.  Du  point  M  on  abaissera 
sur  l'axe  la  perpendiculaire  MP.  Le  milieu  A  de  la  distance  TP  sera  le  sommet 
de  la  parabole  (385).  On  aura  ainsi  tous  les  éléments  nécessaires  pour  tracer 
la  courbe  (384). 

400.  PnoBLÈME.  —  Par  un  point  P  pris  sur  l'axe  d\ine  parabole,  on  mène 
des  parallèles  aux  tangentes;  on  demande  le  lieu  des  points  M  oii  chacune 
d'elles  renc07itre  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  correspondant. 

Prenons  pour  online  le  foyer;  il  suffira,  dans  Téquation  de  h\  parabole,  et 
dans  celle  de  sa  tangente,  de  cbanger  a:  enx-\-{py  ce  qui  ne  changera 
pas  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente,  où  l'abscisse  du  point  de  contact 
n'entre  pas.  Soient  donc  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  de  contai^t;  et 
soit  FP  =  a.  L'équation  d'une  parallèle  à  la  tangente  passant  par  le  point  P 
sera 


Fis.  139 


y  =  ^-(x-a). 
L'équation  du  rayon  vecteur  sera  d'ailleurs 


-^       x' 


[2J 


et,  pour  exprimer  que  le  point  de  contact  est  sur  la  parabole,  on  aura 

xf^=.^.p[:r^  +  \p).  .  [3j 

En  éliminant  x'  et  ?/' entre  ces  trois  équations,  on  aura  une  relation  entre  x^ 
et  des  constantes;  ce  sera  féquationdu  lieu. 
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De  réqualion  [\]  on  tire 

p{x  —  a) 
U  =— -', 

y 

l'équation  [2|  donne  alors 

!/' 
Ces  valeurs  mises  dans  l'équation  [3]  donnent,  toutes  réductions  faites, 

équation  du  cercle  décrit  du  foyer  F  comme  centre,  avec  FP  pour  rayon. 

Remarques.  —  I.  On  aurait  pu  prévoir  ce  résultat,  qui  est  une  conséquence 
de  la  propriété  exposée  au  n°  38ÎI;  car  les  tri;ingles  TFT' et  PFM  (fig.153)  sont 
semblables  ;  et  puisque  le  premier  est  isocèle,  il  en  est  de  même  du  second  ; 
on  a  donc  FM^rFP,  quantité  constante. 

II.  Si,  au  lieu  de  mener  parle  point  P  des  parallèles  aux  tangentes,  on  me- 
nait des  parallèles  aux  normales,  et  qu'on  cherchât  de  même  le  lieu  de  leur 
rencontre  avec  le  rayon  vecteur,  on  obtiendrait  le  même  cercle  que  ci-dessus. 
C'est  encore  une  conséquence  de  la  propriété  démontrée  au  n°  389- 

III.  Il  est  remarquable  que  le  cercle  obtenu  est  indépendant  du  paramètre 
de  la  parabole,  et  que,  par  conséq  >ent,  le  lieu  demandé  resfer<iit  le  même, 
quel  que  lût  ce  paramètre,  pourvu  que  les  paraboles  eussent  même  axe  et 
même  loyer. 

40I.  Proulème,  — Par  le  foyer  d'une  parabole  on  mène  des  droites  faisant 
avec  les  tançientes  un  angle  constant  ;  on  demande  le  lieu  du  point  de  ren- 
contre de  chaque  droite  avec  la  tangente  correspowlante. 

Pienons  pour  origine  le  foyer,  l'axe  de  la  parabole  pour  axe  des  x,  et  Taxe 
des  y  perpendiculaire.  Pour  obtenir  Téqualion  d'une  tangente  quelconque,  il 

suffira  dans  l'équalion  ordinaire  (386)  de  changer  a;  en  ^  -h ^,  ce  qui  donnera 

L'équation  d'une  droite  menée  par  le  foyer  sera 

y  —  m'x',  [2] 

et  si  ces  deux  droites  font  entre  elles  un  angle  donné,  dont  nous  désignerons 
la  tangente  par  K,  on  aura 


1  -h  mm' 


K. 


Si,  entre  ces  trois  équations,  on  élimine  rû  et  m',  il  restera  une  relation 
entre  x,  y  et  des  constantes,  qui  sera  1  équation  du  lieu;  car  on  peut  regarder 
xQiy  comme  les  coordonnées  du  point  commun  aux  deux  droites.  Pour  faire 
le  calcul,  on  éliminera  m' entre  ['2]  et  [5j  ;  on  obtiendra  une  valeur  de  m  qu'on 
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substituera  dans  [1]. Faisant  disparaître  les  dénominateurs,  réduisant  et  trans- 
posant, on  pourra  mettre  l'équation  finale  sous  la  forme 

[x^  +  î/'^)  [2K  {y-Kx)-p{i  +  K^)]=  0. 

Cette  équation  est  satisfaite  quand  on  égale  à  zéro  Tun  ou  l'autre  des  deux 
facteurs  du  premier  membre;  elle  se  partage  donc  en  deux,  savoir 

x^  +  y^'  —  O    et     2K{î/-Ka;)— p(l4-K2)=0. 

La  première  donne  a;  =  0  et  î/r=:0,  et  représente  l'origine  des  coordonnées 
ou  le  foyer;  c'est  évidemment  une  solution  étrangère  à  la  question. 
La  seconde  peut  s'écrire 

y  =  K{x  +  ip)  +  ^.  [4] 

En  la  comparant  avec  Téqualion  [1],  on  voit  que  c'est  celle  d'une  tangente  à 
la  parabole,  faisant  avec  l'axe  un  angle  égal  à  l'angle  constant  dont  la  tangente 
estK. 

Remarque.  —  Si  l'angle  constant  est  droit,  on  a  K=  oc  ;  l'équation  [A],  di- 
visée préalablement  par  K,  donne  alors 

x-h\p  =  0    ou    x^z  —  ^p, 

c'est  l'équation  de  la  tangente  au  sommet.  On  retrouve  ainsi  la  propriété  dé- 
montrée plus  haut  (385,  Rem.). 

40!8.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  sommet  d'un  angle  constant 
dont  les  côtés  restent  tangents  à  une  parabole  donnée. 

Les  côtés  de  l'angle,  étant  des  tangentes,  auront  pour  équations 

P  P 

yz=zmx+^      et     y  =zm'x  -{--—■  [1] 

V  '    ''2m  ^  2m'  ^  ^ 

et  si  K  désigne  la  tangente  de  l'angle  constant,  on  devra  avoir 

1  -{-mm'  '  ^ 

En  éliminant  m  et  nf  entre  ces  trois  équations,  on  aura  l'équation  du  lieu  ; 
car  on  peut  regarder  x  et  y  comme  les  coordonnées  du  sommet  de  l'angle  mo- 
bile. 

La  première  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 

'■Ixm'^  —  2?/m  4-  ;;  =:  0 ,  [5j 

et  la  seconde,  traitée  de  la  même  manière,  donnerait  une  équation  qui  ne  dif- 
férerait de  celle-ci  qu'en  ce  que  m  serait  remplacé  par  m'.  On  peut  donc  regar- 
der m  et  m'  comme  les  deux  racines  de  l'équation  [5].  On  trouvera,  en  consé- 
quence, 

vV  — 2»a;       ,  ,      p 

m  —  7/1'  ==         ^— -     et     mm'=  ^, 
X  Ix 
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valeurs  qui,  substituées  dans  ['2J,  donnent  Téquation  cherchée 

p  A  ^  - 

c'est  celle  d'une  iiyperbole,  dont  Taxe  transverse  est  dirigé  suivant  Taxe  de  la 
parabole  ;  car  Téquation  ne  contient  y  qu'à  la  seconde  puissance,  et  quand  on 
lait  //  =  0,  on  trouve  pour  .t  deux  valeurs  réelles.  L'abscisse  du  centre  est 

2  +  K2 

Quand  on  transporte  l'origine  en  ce  point,  l'équation  de  l'hyperbole  se  ré- 
duit à 


_K^^.+p.(l+Ji!Uo.  [3] 


Sous  cette  Ibrme^on  reconnaît  que  l'hyperbole  a  pour  asymptotes  les  droites 
dont  les  équations,  par  rapport  à  la  nouvelle  origine,  sont 

y  =.  ±:  Ka;. 

En  désignant  par  a  et  h  les  demi-axes,  on  trouvera  ensuite 

pslV+^'        ^vT+1^'       r'  /-; — rr.  1 -t- K-^ 

«=:  -^-^i — '    ^^Hv '       ^"    ^"  ^      "^  h'=p.  — ^^— . 

Si  de  celte  valeur  on  retranche  la  valeur  absolue  de  la  dislance  du  centre 
de  l'hyperbole  à  l'ancienne  origine,  on  trouve 


(1  +  K^-)         2-f-Jv^_^ 

La  distance  du  sommet  de  la  parabole  au  foyer  de  droite  de  l'hyperbole  est 
donc  ^,  c'cft-à-dire  que  le  foyer  de  la  parabole  est  un  des  foyers  de  l'hyper- 
bole. 

Enfin  on  a  —  =:  ^  ;  retranchant  celte  valeur  de  la  quantité  p  ,  qui 
exprime  en  valeur  absolue  la  distance  du  centre  de  l'hyperbole  au  sommet  de 
la  i)araboIe,  on  obtient  pour  reste  ^.  La  directrice  de  la  parabole  est  donc  aussi 
une  des  directrices  de  l'hyperbole. 

Remarques.  —  I.  Si  l'angle  constant  est  droit,  on  a  K  =  oo;  et  l'équation  [ij 
préalablement  divisée  par  K-  donne  alors 


a;2-fp.i+^---  =  0     ou      {x  +  \\=z,{),     d'où     x  =  —  ^^ 


c'est  l'équation  de  la  directrice.  Amsi  la  directrice  delà  parabole  est  le  lieu  du 
sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés  restent  tangents  à  la  courbe. 
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H.  Si  l'angle  constant  vaut  la  moitié  d'un  angle  droit,  on  a  K=r:  1,  et  Ton 
reconnaît  par  l'inspection  deFéquation  [5]  que  Thyperbole  devient  équilatère. 

403.  Problème.  —  D'un  point  fixe  on  mène  des  normales  à  une  série  de 
paraboles  ayant  même  axe  et  même  sommet;  on  demande  le  lieu  des  points  ou 
chaque  normale  rencontre  normalement  la  courbe  correspondante. 

Les  paraboles  considérées  rapportées  à  leur  axe  et  à  la  tangente  au  sommet 
auront  pour  équation 

y''-='2px, 

p  étant  un  coefficient  variable  de  Tune  à  Tautre,  et  qui  peut  être  positif  ou 
négatif. 

Soient  x'  et  y'  les  coordonnées  du  point  où  chaque  normale  rencontre  nor- 
malement la  parabole  correspondante,  et  soient  x"  et  ?/"  les  coordonnées  du 
point  fixe  par  lequel  les  normales  sont  menées,  on  aura  (391) 

avec 

y'-'  ^  ^px'.  [2] 

En  éliminant  p  entre  ces  deux  équations,  on  aura  une  relation  entre  x\  y'  et 
des  constantes,  qui  sera  Téquation  du  lieu.  On  obtient 

y"  —  y'  = y  (x"  —  X')    ou     t/"^  +  "Ix'"'  —  y" y'  -  1x"x'  =  0 . 

C'est  l'équation  d'une  ellipse,  dont  les  axes  sont  parallèles  aux  axes  coor- 
donnés; elle  passe  par  le  point  fixe  et  par  le  sommet  commun  des  paraboles; 
son  centre  est  au  milieu  de  la  droite  qui  joint  ces  deux  points. 

404.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  points  par  chacun  desipiels  on  peut 
mener  à  une  parabole  deux  normales  perpendiculaires  entre  elles. 

Soient  x',  y'  et  x" ,  y"  les  coordonnées  dos  points  où  les  deux  normales  ren- 
contrent normalement  la  courbe;  les  équations  de  ces  normales  seront  (39i) 

fl)  y^y*^.JL{^^^x')    et    y-y"--=~'^[^-i^"),  [i2J 

équations  auxquelles  il  faut  joindre  les  relations 

[3]  y'-^=:^px'    et    y"  =  2px'\  [4] 

Les  deux  normales  devant  être  perpendiculaires,  on  doit  avoir  en  outre 

&=~1    ou    y'f-^-f'  [5] 

On  peut  regarder  a;  et  ?/  comme  les  coordonnées  du  point  commun  aux  deux 
normales  ;  ainsi,  en  éliminant  x',  y',  x"  et  y"  entre  les  cinq  équations  ci- 
dessus,  on  obtiendrait  une  relation  constante  entre  x,  y  et  des  quantités  con- 
nues; ce  serait  l'équation  du  lieu.  Mais  on  obtient  plus  rapidement  cette  équa^ 
tion  en  oi)érant  de  la  manière  suivante  : 
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Remplaçons  dans  [Ij  if  par  sa  valeur  tirée  de  [3];  il  viendra,  en  chassant  les 
dénominateurs  et  transposant, 

•       y'^  +  2j9  (p  —  x)  y'  —  ^p-y  =  0 . 

En  éliminant  de  même  x'^  entre  les  relations  [2]  et  [4j ,  on  arriverait  à  une 
équation  semblable,  et  qui  n'en  différerait  qu'en  ce  que  y'  serait  remplacé  par 
y'\  On  peut  donc  regarder  y'  et  2/"  comme  deux  racines  de  l'équation 

Y^  +  '2p  [p  —  x)  Y  —  2^9^*/  =zO.  [6] 

Désignons  par  y"'  la  troisième  racine  ;  on  aura,  d'après  une  propriété  connue 
des  équations, 

y'y"y"'='ip-y. 

Remplaçant  y'y"  par  sa  valeur  —  p"^,  il  reste 

—  y"'=  2î/,     d'où    if  =  —  1y. 

Cette  valeur  de  la  troisième  racine  devant  satisfaire  à  l'équation  [G],  on  trouve, 
en  substituant  —  2//  à  la  place  de  Y, 

—  8//"'  —  ^p{p  —  .X')  y  —  2p-y  =  0 , 

ou,  en  divisant  par  2y,  ce  qui  est  permis,  car  7/  =  0,  ou  l'axe  des  x,  est  évi- 
demment une  solution  étrangère,  et  changeant  les  signes, 

Ay-  -\-^p{p  —  x)  -\-  p'  =  0    ou    4?/-  +  5/?-  —  2/?.r  =  0 , 

ou  enlin 

y'  =  ^,p{x  —  lp). 

Telle  est  l'équation  du  lieu.  C'est  celle  d'une  parabole  dont  le  paramètre  est  le 
quart  de  celui  de  la  parabole  donnée,  et  dont  le  sommet  est  situé,  du  côté  des 
X  positifs,  à  une  distance  égale  à  |  ^p  de  celui  de  la  parabole  donnée. 

Remarques.  —  I.  L'équation  [5]  montre  que  les  ordonnées  y'  et  y"  sont  né- 
cessairement de  signe  contraire.  On  en  déduit  aussi  y-ij"-z=:i)'^  ou  hp-x'x"=:zp'^ 

P' 
ou    x'x"  =  S"  • 

II.  L'équation  [6J  manquant  de  second  terme,  on  a 

et  comme 

//"  =  -2/y, 
il  en  résulte 

c'cstHt-dire  que  l'ordonnée  du  point  d'où  partent  les  normales  est  une  moyenne 
entre  les  ordonnées  des  points  où  ces  normales  rencontrent  normalement  la 
courbe. 

405.  Problème.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  ABCD  (lig.  140),  on  prend 
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sur  ses  côtés  quatre  points  P,  Q,  R,  S,  qui  divisent  les  côtés  proportiomiellc- 

:  —  =  —  ;  on  joint  PR  et  QS;  on  demande 
le  lieu  du  point  de  rencontre  M  des 


.^  BP     R(J_AS_CR 
ment,  en  sorte  quon  ad  «1  =  1)7] — ^^^  —  ^^■ 


lignes  de  jonction. 
Soient 

BP_BQ_ÂS_CR 
BÂ~'BC~AD"'CU^ 


et 


AP      OC      SD      RD 


AB  "  BC      Al)      CD 


d'où 


n  -\-n'  —\ 


[i] 


Fis.    UO. 


Prenons  pour  axes  les  diagonales  AC 
et  BD    du   quadrilatère,   et   soient 
OA=a,  OC=ia',  OB  =  è,  OM  —  h';  on  trouvera,  pour  Ls  coordonnées 


du  point  P, 
du  point  Q, 
du  point  R, 

du  point  S,  x=i—n'a, 

Par  suite,  l'équation  de  PR  sera 


x=^na,  y=n'b; 

xz=L  —  na',      y  =  n'b; 
x=  —  n'a',      y  =  —nb'\ 
y  =  -nb. 


et  l'équation  de  QS  sera 


y  —  n'b  X  +  na 

n'b  +  nb'      na  4-  n'a' ' 


y  —  n'b  X  +  ^« 

n'b  -4-^'  "      na'  +  n'a 


m 


On  pput  regarder  x  et  y  comme  représentant  les  coordoiniées  du  point  M;  ou 
obtiendra  donc  Péquation  du  lieu  en  éliminant  n  et  n'  entre  les  équations  [l J . 

Pour  cela,  on  égale  d'abord  les  seconds  membres  de  ['1\  et  [5J  ;  rédui.ant, 
divisant  par  a -h  a',  et  ayant  égard  à  [1],  il  reste 


nn 


a  —  a' 


[41 


En  second  lieu,  les  équations  [2]  et  [5]  pouvant  s'écrire 

ri^ab'  —  n'-a'b  -{- n[ay  —  b'x)  +  n'  [a'y  —  bx)  =  0 
n'a'b'  —  n'-^ab  -t-  n  {a'y  +  b'x)  +  n'  [ay  +  bx)  —  0, 


et 
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en  ajoutant  membre  à  membre,  réduisant,  divisant  par  a  4-  a',  et  ayant  égard 
à  [IJ,  il  vient 

7i'-b'  —  7f'h-{-y=:0.  [5] 

De  [1]  et  [A]  on  conclut  que  n  et  n'  sont  donnés  par  Téquation  du  second 
degré 


Tirant  de  celte  équation  les  valeurs  de  n  et  de  n'  pour  les  substituer  dans  la 
relation  [5] ,  on  obtient 


ou  bien 

y- 


a  —  a'        ^^  '      -  'y  a  —  a' 


Telle  est  Téqualion  dj  lieu.  C'est  une  courbe  du  second  degré  qui  s'étend  in- 
définiment dans  le  sens  des  x  négatifs,  mais  qui  est  limitée  dans  le  sens  des  x 
positifs  ;  c'est  donc  une  parabole. 

Remarques.  —  I.  La  courbe  passe  aux  points  B  et  D;  car  pour  a;  =  0  on 
trouve  y  z=:b  e[ij=z  —  &'.  On  pouvait  prévoir  ce  résultat. 

If.  La  droite  représentée  par  l'équation 

^  a  — a'        -^ 

est  un  diamètre  ;  c'est  la  droite  HK  qui  joint  les  milieux  des  diagonales  du  qua- 
drilatère. 

111.  La  courbe  rencontre  son  diamètre  au  point  qui  a  pour  abscis_-e 
x  =  ~{a  —a').  Cette  abscisse  est  celle  du  milieu  I  de  OH. 

D'après  la  propriété  de  la  sous-tangente,  démontrée  au  n"  385,  laquelle 
subsiste  par  rapport  à  un  diamètre  quelconque  et  à  la  tangente  à  Textrémilé 
de  ce  diamètre  (398),  les  droites  IIB  et  HD  sont  des  tangentes. 

IV.  Si  b  =  b%  le  diamètre  IIK  se  confond  avec  la  diagonale  AC. 
Si,  de  plus, les  diagonales  sont  perpendiculaires,  AC  devient  l'axe. 
Si  l'on  a  a  :=  a',  la  courbe  se  réduit  à  la  diagonale  BD. 

406.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  questions  suivantes  : 

I.  Théorème.  —  Si  Von  joint  le  foyer  de  la  parabole  au  point  oli  une  tan- 
(fente  quelconque  rencontre  la  directrice,  la  ligne  de  jonction  est  perpendicu 
laire  au  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

H.  Théorème.  —  Si  l'on  joint  deux  points  M  et  M'  d'une  parabole  à  V extré- 
mité A  d\m  diamètre  quelconque ,  que  Ion  mène  par  les  pointslX  et  W  des  pa- 
rallèles à  ce  diamètre,  la  diagonale  M'  du  trapèze  MiN'iM'N  ainsi  déterminé 
sera  parallèle  à  la  tangente  au  point  A. 
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III.  Théorème.  —  Si  par  le  sommet  A  d'une  parabole  on  mène  une  corde 
quelconque  kU,  et  par  le  point  M  une  perpendiculaire  MB  à  cette  corde,  termi- 
née a  V axe  de  la  courbe,  la  distance  PB  entre  le  point  B  et  le  pied  de  V ordonnée 
du  point  M  sera  égale  au  demi-paramètre. 

IV.  PROBLÈME.  —  Étant  donné  un  trapèze  ABCD,  on  fait  varier  la  direction 
du  côté  CD,  de  manière  que  la  surface  du  trapèze  reste  constante;  on  demande 
le  lieu  du  point  de  rencontre  M  des  diagonales. 

V.  Problème.  —  On  mène  par  un  point  fixe  des  tangentes  à  une  série  de 
paraboles  ayant  même  axe  et  même  sommet  ;  on  demande  le  lieu  des  points  de 
contact. 

YI.  PnoBLÈME.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  la  somme  (ou  la  diffé- 
rence) des  distances  de  chacun  d'eux  à  une  droite  fixe  et  à  un  point  fixe  est 
constante. 

VU.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  points  tels,  que  si  de  chacun  deux  on 
mène  deux  tangentes  à  une  parabole  donnée,  la  somme  des  angles  qu'elles  font 
avec  Vaxe  est  constante. 

VIII.  Problème.  —  D'un  point  fixe  P  on  mène  à  une  parabole  donnée  une  sé- 
cante quelconque  PAB,  sur  laquelle  on  prend  une  longueur  PM,  moyenne  géo- 
métrique entre  PA  et  PB;  on  demande  le  lieu  du  point  M. 

IX.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  milieux  des  sécantes  menées  à  une  pa- 
rabole par  un  point  fixe. 

X.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  pôles  des  normales  à  une  parabole 
donnée. 

XI.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  une 
droite  donnée  et  coupant  à  angle  droit  un  cercle  donné. 

40V.  Applications.  —  I.  Un  projectile,  lancé  dans  le  vide,  y  décrirait  une 
parabole  à  axe  vertical.  Si  v  est  la  vitesse  initiale  du  projectile,  et  a  Tangle  que 
sa  direction  fait  avec  l'horizon,  Téquation  de  la  courbe  décrite,  rapportée  à 
deux  axes,  l'un  horizontal  et  l'autre  vertical,  pris  dans  le  plan  du  mouvement 
et  passant  par  le  point  de  départ,  est  * 

w==:a;tanga  — r-f — — ,  I 

•^  2î;-cos2a  '  ^ 


ou,  en  posant  t)2=z2f//<, 

î/  =  .Ttanga-- 


x' 


Ah  cos"^  Cf.  -■ 

La  courbe  rencontre  Taxe  horizontal  à  une  distance  de  l'origine  égale  à 

^z=4/tcos-atanga  =  2//  sin2a. 

Cette  distance  est  ce  que  l'on  nomme  Y  amplitude  du  jet;  elle  est  la  plus  grande 
possible  pour  a  ==45°. 

*  Voy.  les  Notions  de  mécanique  exigées  pour   radmission  de  l'École  polytech- 
nique. 
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J/abscisse  du  sommet  est  la  moitié  de  cette  amplitude,  ou 
x  =  h  sin2a. 
On  en  déduit,  pour  l'ordonnée  correspondante, 

Si  Ton  veut  l'ordonnée  du  foyer,  il  faut  de  cette  dernière  retrancher  le  quart 
du  paramètre.  Or,  si  Ton  rapportait  la  courbe  à  son  axe  et  à  son  sommet,  le 
coefficient  de  x-  ne  changerait  pas,  et  l'on  aurait 

?/=— ~      ou      a;^=4/iC0S^a.v. 

Le  quart  du  paramètre  est  donc  /icos^a.  Par  suite,  l'ordonnée  du  foyer  est 
h  sin^a  —  h  cos-  a  ou  —  hcos  2ct.. 

Remarques.  —  I.  Le  lieu  du  sommet  de  toutes  les  paraboles  que  le  projectile 
peut  décrire  avec  une  même  vitesse  initiale  v,  mais  en  faisant  varier  l'anyle  a 
du  tir,  s'obtiendra  en  éliminant  a  entre  les  équations 

x=zhs\n2ct.    et    y=:hs'm^x. 

Or  la  seconde  peut  s'écrire 

'•hj=:h  —  /icos2a    ou    h — 2y/  =  /icos2a, 

Elevant  au  carré  cette  dernière  équation,  ainsi  que  la  première,  et  ajoutant 
membre  à  membre,  on  obtient 

X-  +  {h  —'2ij]-  =  h'     ou     x^  +  Aif  —  Ahy  =  0 , 
équation  d'une  ellipse  dont  le  centre  est  sur  l'axe  des  y  à  la  distance  -  de  l'ori- 

À 

gine;  son  petitaxe,  dirigé  suivant  l'axe  des  y,  a  pour  valeur /i,  et  son  grand  axe 
qui  est  horizontal  a  pour  valeur  2/a. 

II.  Le  lieu  des  foyers  des  mêmes  paraboles  s'obtient  en  éliminant  a  entre 
les  équations 

x=hs'm l'-j.    et    ?/  =  —  )i cos  2a, 
ce  qui  donne 

équation  d'un  cercle  décrit  de  l'origine  comme  centre  avec  le  rayon  h. 

408.  II.  Les  comètes  décrivent  des  ellipses*  très-allongées  qui  peuvent  être 
assimilées  à  des  paraboles.(37»),  dans  la  portion  de  l'orbite  visible  pour  nous, 
La  parabole  étant  une  courbe  plus  simple  que  l'ellipse,  il  en  résulte  plus  de 
commodité  pour  les  calculs.  L'approximation  obtenue  de  la  sorte  est  presque 
toujours  sulfisante. 

*  Peut-être  que  quelques-unes  décrivent  des  hyperboles;  le  fait  n'a  pu  être  en- 
core bien  constaté. 
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40î>,  m.  Les  chaînes  ouïes  câbles  qui  supportent  les  liges  d'un  pont  sus- 
pendu affectent  la  forme  d'une  parabole  à  axe  verlical,  lors  même  que  les  liges 
nesontpas  équidistantes.  Étant  donnés  les  deux  points  d'allache,  qui  peuvent 
être  situés  à  des  iiauteurs  différentes,  et  la  tangente  au  sommet,  laquelle  est 
horizonla  eetse  trouve  déterminée  parla  hauteur  du  tablier  du  pont,  on  a  les 
éléments  nécessaires  pour  tracer  la  courbe. 

On  peut  faire  usage,  pour  cela,  du  théorème  du  ir  39  î.  Soient  A  et  B 
(fig.  141)  les  deux  points  d'attache  du  câble,  et  X'X  la  tangente  au  sommet.  On 

abaissera  des  points  A  et  B  sur  XX' 

les  perpendiculaires    ÂG   et    BD;  on 

cherchera  leur  moyenne  géom^^trique, 

que  l'on  portera  sur  DB,  de  D  en  I  ; 

par  le  point  I  on.  mèr.era  une  hori- 

^Y      zontale,  qui  rencontrera  en  H  la  droite 

AB  ;  du  point  II  on  abaissera  sur  X'X 

la  perpendiculaire  HS;  le  point  S  ainsi 

obtenu  sera  le  sommet.  La  droite  SH 

sera  Taxe.  On  aura  le  paramètre  par  la  relation  CS^=2p.  AC;  par  suite  le 

foyer,  et  la  directrice.  On  pourra  donc  tracer  la  courbe  par  le  procédé  indi< 

que  aun''  384. 


Fitr.  lil, 


41 0.  IV.  On  donne  aux  balanciers  des  machines  à  vapeur  la  forme  para- 

bolique, afin  que,  conformément  à 
la  théorie  de  la  résistance  des  ma- 
tériaux, le  balancier  présente  dans 
chaque  section  la  même  résis- 
tance. 

Étant  données  la  demi-longueur 

Fi-.  142.  OA  (fig.  142)  et  la  demi-hauteur 

du  balancier,  on  a  à  construire  la 

parabole,  connaissant  sou  axe  OÂ,  son  sommet  A,  et  un  point  B.  On  obtient 

le  paramètre  par  la  relation  ÔB^  =  279.  OA  ;  par  suite  le  foyer,  la  directrice. 

On  peut  donc  tracer  la  parabole,  comme  il  est  dit  au  n"  384. 

411.  Y.  La  perspective  d'un  cercle  peut  être  une  parabole.  Ce  cas  se  pré- 
sente notamment  lorsque  le  cercle,  étant  situé  dans  le  plan  horizontal  du  ter- 
rain, coupe  la  ligne  de  terre,  et  que  la 

)  -    parahèle   menée   à  cette  ligne  parle 

pied  du  spectateur  est  tangente  à  la  cir- 
conférence. 
'"  j    ^  Soient  A  et  B  (fig.    145)  les  points 

—j où  cette  circonférence  rencontre  la  ligne 

^''  de  terre,  et  soit  I  le  milieu  de  AB.  Le 

R  diamètre  qui  passe  en  I  prend,  en  per- 

spective, la  direction  IV  (le  point  V  étant 
le  point  de  vue).  La  perspective  G  de 
Pextrémité  de  ce  diamètre  s'obtient  par  les  procédés  ordinaires.  La  tangente 
en  ce  point  reste  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  par  conséquent  à  la  corde  AB 
que  CI  divise  en  deux  parties  égales.  La  ligne  CI  est  donc  un  diamètre  de  la 


Ky 


'cy 
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parabole,  et  Ton  a  à  construire  la  courbe,  connaissant  un  diamètre,  son  extré- 
mité, et  un  point  (A.ouB).  Le  paramètre  relatif  à  ce  diamètre  s'obtiendrait  par 

la  relation  Al^  =  2/?'.  CI;  et  on  pourrait  calculer  ou  construire  les  coordonnées 
correspondantes  à  autant  d'abscisses  quon  le  voudrait.  Mais  le  plus  souvent  il 
suffira  de  déterminer  les  tangentes  en  A  et  B,  et  de  tracer  ensuite  la  courbe 
avec  les  trois  points  A,  B,  C  et  les  trois  tangentes  en  ces  points.  Or  la  tan- 
gente en  A  s'obtiendra  en  se  rappelant  que  la  sous -tangente  est  double  de 
l'abscisse,  même  lorsque  la  parabole  est  rapportée  à  un  diamètre  quelconque 
et  à  la  tangente  à  l'extrémité  de  ce  diamètre.  On 

prendra  donc  CK=r:Cl,  et  l'on  join  Ira  KA,   qui       n  ^^ *    \      x 

sera  la  tangente  en  A  ;  par  une  raison  semblable,  —     ~"~~~^l^^^^'^~ 

KB  sera  la  tangente  en  B.  !-— •     -  "^^^P^^^^ 

41a.  VI.  Beaucoup  de  fonctions  peuvent  être 
représentées  par  l'ordonnée  d'une  parabole.  Nous 
nous  contentercns  d'en  donner  un  exemple. 

D'après  les  expériences  de  M.  Defontaine  sur 
un  bras  du  Rhin,  la  vitesse  des  filets  liquides  Fig.  lii. 

décroît,  depuis  la  surface  jusqu'au  fond,  comme 

les  ordonnées  d'une  parabole  dont  l'équation  serait,  en  prenant  pour  abscisses 
les  profondeurs  comptées  à  partir  de  la  surface,  et  pour  ordonnées  les  vitesses 
comptées  dans  leur  sens  horizontal, 

?/  =  l-,266-0,252.x-2. 
Cette  courbe  a  la  forme  indiquée  sur  la  figure  144. 


CHAPITRE  X 


DES   SECTIONS   CONIQUES   ET  CYLINDRIQUES 


§    1.    —   IDENTITÉ    DES   SECTIONS  PLANES  DU  CÔNE  AVEC  LES  COUHBES  DU 

SECOND  DEGRÉ. 

4f3.  Section  du  cône;  méthode  analytique.  —  Les  lignes 
du  second  ordre,  étudiées  avec  tant  de  détail  dans  cet  ouvrage, 

ont  été  l'objet  de  nombreux  travaux 
de  la  part  des  anciens  géomètres, 
qui  les  désignaient  sous  le  nom  de 
sections  coniques.  Nous  allons  faire 
voir  qu'il  y  a  en  effet  identité  entre 
ces  courbes  et  celles  qui  résultent 
de  la  section  d'un  cône  par  un  plan. 
Soient  SAB  (fig.  145)  un   cône 
droit  à  base  circulaire  ;  YGX,  un  plan 
sécant;  SA,  SB,  les  génératrices  si- 
tuées dans  le  plan  perpendiculaire 
à  YCX.  Désignons  l'angle  du   cône 
par  2a,  l'angle  SGX  que  fait  le  plan 
sécant  avec  la  génératrice  SA  par  (3, 
et  la  dislance  SC  par  d.  Enfin,  prenons  pour  axes,  dans  le  plan 
sécant,  l'intersection  CX  de  ce  plan  et  du  plan  SAB,  et  une  per- 
pendiculaire CY. 

Pour  obtenir  l'équation  de  la  section  CM,  imaginons  par  l'or- 
donnée MP  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône.  Ce  plan 
coupera  le  plan  ASB  suivant  une  droite  DPE  et  la  surface  du 
cône  suivant  un  cercle  DME  dont  DE  sera  un  diamètre.  On  aura 
donc 


Fip,   145. 


MP'    ou    î/=DP.PE. 
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Or  le  Iriangle  DCP  donne 

sin  SDP       cos  a 

D'ailleurs,  si  on  mène  CF  parallèle  à  DE  et  PH  parallèle  à  SB, 
on  aura 

PE=FH=CF-Cll. 


Mais 


CH=:CP 


CF=z2CI=:2rfsina, 
sinGPH     xsin([ù-h^2a) 


sinCHP  cos  a 


Donc 


PE=:2(/  sin  a ^^ ' 

cos  a 


2rfsinasin(^        sin  g  sin  (3 -h  2a) 


et,  par  suite, 

y^= X  —  ■ — ■ ^ x\ 

cos  a  COS^a 

Telle  est  l'équation  de  la  section.  On  voit  déjà  que  c'est  une 
courbe  du  second  degré  ;  quant  à  sofi  espèce,  ce  sera 

une  ellipse  si  l'on  a  sin  (g  +  '2a) >  0,  c'est-à-dire  3  4-  2a <  1 80", 

une/tperZ^o/^sil'ona  sin(p  -i-  2a)  <  U,  »         g  +  2a>  180", 

une/jaml?o/^sironasin(g+ 2a)=:0,         »         3  +  2a=180®. 

Or  les  inégalités 

g  +  2a<180%      (^  +  2a>180«,      .3-l-2a==180« 

sont  précisément  les  conditions  que  doivent  remplir  les  angles 
2a  et  p  pour  que  CX  rencontre  SB  au-dessous  de  S,  au-dessus, 
ou  bien  lui  soit  parallèle.  On  peut  donc  dire  : 

Qxx'nne  section  conique  est  une  ellipse,  lorsque  le  plan  sécant  ren- 
contre toutes  les  (jénératrices  sur  une  même  7iappe;  une  hyperbole , 
lorsqu'au  rencontre  les  deux  nappes  ;  une  parabole,  lorsque  le  plan 
est  parallèle  à  une  (jénératrice  et  qu  il  coupe  toutes  les  autres. 

Ainsi  rintersection  d'un  cône  et  dhin  plan  peut  donner  les  trois 
courbes  du  second  degré.  Cherchons  maintenant  si  la  réciproque 
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est  vraie,  c'esl-à  dire  s'il  est  toujours  possible  de  résoudre  le 
problème  suivant. 

414.  Pkobiême.  —  Placer  sur  un  cône  de  révolution  donné  une 
courbe  du  second  degré  donnée. 

Le  problème  revient  à  identifier  les  équations 

,      2dsinasin„p        sin  gsin  {3  4-2a)    , 

y^= X f '-x\  I 

'  COSa  cosV.  ^  ^ 

y-=z2px-hqx^^,  [2] 

qui  représentent  l'une,  une  section  conique,  et  l'autre,  comme 
nous  l'avons  vu  (380),  une  courbe  quelconque  du  second 
degré  rapportée  à  un  axe  et  à  la  tangente  au  sommet  situé  sur 
cet  axe. 

Les  inconnues  f/ et  g  s'obtiendront  en  résolvant  les  équations 


2^/sinasin 


cosa 
sin(^sin(g-l-2a 


^  =  ^P.  [5] 


^q,  [4] 


cosV. 
La  seconde,  qui  ne  renferme  que  g,  revient  à  la  suivante 

cos(2;^H-2a)  —  cos2a=2^cos^a, 
ce  qui  donne,  en  remarquant  que  cos27-  =  2  cos^a  —  1 , 

cos(2(5  4-2a)  =  2(i+ry)cos'a— 1. 

Pour  qu'on  puisse  en  tirer  une  valeur  de  g,  il  faut  que  la  va- 
leur absolue  du  second  membre  soit  moindre  que  1 .  On  devra 
donc  avoir 

[2(l+ry)cos^a~il^-1<0, 

ou  en  décomposant  le  premier  membre  en  facteurs  et  en  sup- 
primant le  fadeur  positif  4cos^a, 

(l+7)[(H-7)cosV.--ll<0.  [5j 

Or,  1"  si  l'équation  ['2]  représente  une  ellipse,  on  a  ^<0  et 
>  —  1 .  Donc  1  +  q  est  positif;  (1  -+- q)  cos^a —  l  est  négatif,  et 
l'inégalité  [o]  est  satisfaite  d'elle-même.  Donc  l'angle  g  est  réel; 
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comme  d'ailleurs  la  valeur  de  cl  tirée  de  l'équation  [5]  est  elle- 
même  réelle,  on  voit  que  toute  ellipse  donnée  peut  se  placer  sunin 
jcône  donné. 

2"  Si  réquation  [2]  représente  une  hyperbole,  q  est  positif,  et 
l'inégalilé  [5]  devient,  en  supprimant  le  facteur  1  4-o, 

(iH-g)cos'a  — 1  <0, 
ce  qui  donne 

COS^a<T . 

Or,  en  appelant  a  et  6  les  axes  de  l'hyperbole,  on  a  ^=-i  ;   l)ar 

i* 

suite 

cos-a<!- 


Mais  -r;]7p=  cos-  y?  en  appellant  y  le  demi-angle  des  asympto- 
tes; donc  on  peut  écrire 

COS-a  <  COS'Y, 

d'où,  puisqu'il  s'agit  d'angles  nécessairement  aigus, 

a>Y- 

Donc,  pour  quune  hyperbole  donnée  puisse  être  placée  sur  un  cône 
donné,  il  faut  que  l'angle  des  asymptotes,  qui  contient  la  courbe, 
soit  moindre  que  Fangle  formé  par  les  génératrices  opposées  du 
cône. 

Mais  si  l'angle  a  n'est  pas  donné,  on  pourra  toujours  le  choi- 
sir de  manière  que  l'inégalité 

cos  a  -<  cos  Y 

soit  satisfaite;  d'où  l'on  conclut  qu'on  trouvera  toujours  un  cône 
sur  lequel  on  puisse  placer  une  hyperbole  donnée. 

S*"  Si  l'équation  [2]  représente  une  parabole,  on  a  r/— 0  et 
l'inégalité  [5]  est  satisfaite  d'elle-même.  Donc  on  peut  toujours, 
sur  un  cône  donné,  placer  une  parabole  quelconque. 

Nous  avons  démontré  que  toute  section  conique  est  une  courbe 
du  second  degré  :  la  discussion  à  laquelle  nous  venons  de  nous  li- 
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vrer  mon  Ire  que  kéciproquement  toute  courbe  du  second  degré 
peut  être  considérée  comme  une  section  conique. 

415.  Section  du  cylindre  droit  à  base  circulaire.   —  Le 

plan  YCX  restant  fixe,  ainsi  que  la  base  du  cône,  si  l'on  suppose 
que  le  sommet  S  s'éloigne  indéfiniment  sur  la  droite  SO,  le  cône 
tendra  de  plus  en  plus  vers  un  cylindre  droit  ayant  pour  base  le 
cercle  AB.  La  quantité  CI  =  rfsina  tendra  vers  le  rayon  r  de  ce 
cylindre;  l'angle  a  sera  nul  à  la  limite.  Introduisons  ces  hy- 
pothèses dans  l'équation  générale  des  sections  coniques,  ehe 
deviendra 

* 
équation  qui  représente  une  ellipse. 

Pour  voir  si  l'on  peut  placer  une  ellipse  dont  les  axes  sont  a 
et  b  sur  un  cylindre  donné^  il  faut  identifier  cette  équation  avec 
la  suivante 


ce  qui  donne 


''         a  (r 


smfi^-      et     b=::r 
a 


Donc  on  ne  peut  placer  sur  un  cylindre  donné  que  des  ellipses 
dont  le  petit  axe  est  égal  au  diamètre  du  cylindre. 

416.    Sections  coniques.  Méthode  géométrique.    —   On 

peut  encore  arriver  aux  mêmes  résultats  par  une  autre  méthode, 
purement  géométrique,  duc  à  MM.  Dandelin  et  Quételet.  Elle 
offre  surtout  l'avantage  de  montrer,  dans  le  cône  même,  le  rôle 
des  points  et  droites  remarquables  que  nous  avons  désignés  par 
les  noms  de  foyers  et  de  directrices. 

Ellipse.  —  Supposons  que  le  plan  delà  figure  146  soit  une 
section  faite  suivant  l'axC;  Soit  CD  la  trace  d'un  plan  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  figure,  et  qui  rencontre  les  deux  généra- 
trices extrêmes  SA)  SB  sur  une  même  nappe.  Je  dis  que  la  sec- 
tion CMD  est  une  ellipse.  - 

Pour  le  démontrer^  je  trace  les  cercles  EFG  et  E^F'G'  tangents 
aux  trois  côtés  du  triangle  SCB,  l'un  intérieurement,  l'autre  ex- 
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térieurement.  Si  Ton  imagine  que  la  droite  AS  tourne  autour 
de  SO,  entraînant  avec 
elle  les  demi-cercles  lEK, 
FE'K',  on  engendrera  à  la 
fois  le  cône  proposé  et 
deux  sphères  inscrites  à 
ce  cône,  et  le  touchant, 
la  première  suivant  le 
cercle  ENG,  la  seconde 
suivant  le  cercle  E'N'G'. 
Ces  deux  sphères  tou- 
chent aussi  le  plan  sécant 
en  deux  points  F  et  F'. 

Cela  posé,  par  un  point 
M  de  la  section  menons 
la  génératrice  SM  qui  ren- 
contre les  cercles  de  con- 
tact aux  points  N  et  N',  et  menons  MF  et  MF'.  Les  droites  MF 
et  MN,  tangentes  à  une  même  sphère  et  menées  par  le  même 
point,  sont  égales.  Il  en  est  de  même  de  MF'  et  MN^  On  aura 
donc 

MF-+-MI'===MN-hMN'=NN'=r=  EE'.' 

Donc  la  courbe  considérée  jouit  de  la  propriété  que  la  somme 
des  distances  de  chacun  de  ses  points  à  deux  points  fixes  est 
constante.  Donc  c'est  une  ellipse  dont  F  et  F'  sont  les  foyers. 
La  ligne  CD  en  est  évidemment  le  grand  axe. 

DiRKCTHicES.  —  Soit  LH  l'intersection  du  plan  du  cercle  de 
contact  et  du  plan  sécant,  et  MP  une  perpendiculaire  abaissée 
du  point  M  sur  CD. 

Les  deux  triangles  LGE  et  CPV  étant  semblables,  on  aura 

cp_cy 

LC~"EC' 


d'où 


c'est-à-dire 


CP-hLC      CV-f-EC 


LC 


LP      LC 


EC 


Yg  =  j;rg  =  constante; 
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mais  LP  est  la  disfance  du  point  M  à  LH,  et  VE  =  MN  =  MF  est 
la  distance  du  point  M  au  foyer.  Donc  les  distances  d'un  point 
quelconque  du  lieu  au  point  M  et  à  la  droite  LU  sont  dans  un 
rapport  constant .  La  droite  LII  est  donc  la  directrice  qui  corres- 
pond au  loyer  F.  On  obtiendrait  d'une  manière  analogue  l'autre 
directrice. 

l  Placer  une  ellipse  donnée  sur  un  cône  donné.  —  Menons  GQ  pa- 
rallèle à  EG.  On  aura  GQ  =  CE=:CF,  G'D=:=DF'.  Comme  d'ail- 
leurs GG'=:CD,  on  voit  que  QD  est  Texcentricitè.  Placer  sur  le 
cône  une  ellipse  donnée,  revient  évidemment  à  construire  le 
triangle  CDQ,  dans  lequel  on  connaît  les  côtés  CD  et  DQ,  et 
l'angle  obtus  CDQ  opposé  au  côté  CD.  Comme  on  a  CD>QD,  le 
problème  admet  toujours  une  solution. 

Hyperbole  et  parabole.  —  Les  mêmes  constructions  et  dis- 
cussions, légèrement  modifiées,  s'appliqueront  à  l'hyperbole  et 
à  la  parabole.  Nous  laissons  cet  exercice  aux  élèves. 

Section  cylindrique.  —  L'analogie  conduira  facilement  aux 
constructions  propres  à  ce  cas,  qu'on  peut  d'ailleurs  se  dispen- 
ser d'étudier  à  part,  en  considérant  un  cylindre  comme  un  cône 
dont  le  sommet  est  à  l'infini. 

417.  Section  antiparallèle.  —  Les  sections  faites  dans  un 
cône  oblique  à  base  circulaire  par  des  plans  parallèles  à  cette 

base  sont  évidemment  des  circonfé- 
rences de  cercle.  Nous  nous  proposons 
de  démontrer  ici  qu'il  existe  un  autre 
système  de  plans,  non  parallèles  à  la 
base  du  cône,  dont  les  sections  sont 
aussi  des  cercles. 

Soit  ASB  (fig.  147)  la  section  prin- 
cipale d'un  cône  oblique  à  base  circu- 
laire, c'est-à-dire  la  section  faite  par 
j-.^^   ^^„  le  plan  passant  par  Taxe  du  cône  et 

perpendiculaire  à  sa  base,  et  supposons 
qu'en  coupant  le  cône  par  un  plan  EMF,  perpendiculaire  au  plan 
ASB,  la  section  EMF  soit  un  cercle.  En  menant  d'un  point  iM  la 
perpendiculaire  MP  au  diamètre  EF,  on  a 

Mp'^=PExPF. 
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D'un  autre  côté,  si,  suivant  MP,  on  mène  un  plan  parallèle  à  la 
base  du  cône,  la  section  CMD  faite  par  ce  plan  est  un  cercle,  et 


on  a 


d'où  résulte 


MP'z=CPxPD, 


PF       VU 
PExPF  =  GPxPD    ou    ~f=^f|. 


Cette  relation,  nécessaire  pour  que  la  section  EMFsoit  un  cer- 
cle, est  aussi  suffisante.  Or  elle  est  vérifiée  si  les  deux  triangles 
CPE,  DPF,  sont  semblables,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  si 
l'angle  F  est  égal  à  l'angle  C.  Donc  la  section  faite  dans  un  cône 
oblique  à  base  circulaire,  par  un  plan  non  parallèle  à  sa  base, 
sera  une  circonférence  de  cercle  si  le  plan  de  cette  section  et  le 
plan  de  la  base  du  cône  font,  avec  les  cjénératrices-  de  la  section 
principale,  des  angles  respectivement  égaux. 

Remarques.  —  I.  L'angle  F  étant  égal  à  l'angle  A,  si  l'on  retour- 
nait le  triangle  SEF  de  manière  que  le  point  F  fût.  placé  sur  la 
génératrice  AS,  la  section  EMF  serait  parallèle  à  la  base  du  cône; 
c'est  pour  celte  raison  qu'on  lui  a  donné  le  nom  de  section  anti- 
parallèle. 

II.  On  démontrerait  de  la  même  manière  que,  dans  un  cy- 
lindre oblique  à  base  circulaire,  il  existe  aussi  deux  systèmes 
de  sections  circulaires. 

418.  Appiication.  —  La  méthode  des  projections  stéréographiques,  dont  on 
iait  usage  dans  la  construction  des  mappe- 
mondes, est  fondée  sur  la  propriété  de  la 
section  antiparallèle. 

Soient  ASB  (fig.  148)  la  section  principale 
d'un  cône  oblique  à  base  circulaire;  0  le 
centre  du  grand  cercle  de  la  sphère  circon- 
scrite à  ce  cône  déterminé  par  le  plan  ASB. 
Menons  le  diamètre  SK  :  tout  plan  perpendi- 
culaire à  SK  coupe  le  cône  suivant  une  cir- 
conférence. En  effet,  soit  MxN  la  trace  sur 
le  plan  ASB  d'un  plan  quelconque  perpen- 
diculaire à  SK.  L'angle  C  a  pour  mesure  la 
demi-somme  des  arcs  AM  et  SN,  ou,  à  cause 

de  SN  égal  à  MS,  la  moitié  de  l'arc  AS  ;  mais  l'angle  B  a  aussi  pour  mesure  la 
moitié  de  l'arc  AS  ;  donc  Uangle  G  est  égal  à  l'angle  B.  La  section  faite  est  an- 
tiparalléle,  donc  c'est  un  cercle. 


lis. 
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On  appelle  projection  sléréographique  d'un  point  A  de  la  sphère  sur  un  pl;in 
perpendiculnire  au  diamètre  SK,  le  point  G  où  la  droite  SA  perce  ce  plan.  Il  ré- 
sulte de  ce  que  nous  venons  de  démontrer  que,  dans  ce  système  de  projections, 
un  cercle  est  représenté  par  un  cercle.  Ce  système  offre  encore  d'autres  avan- 
tages dans  le  détail  desquels  nous  n'avons  pas  à  entrer. 

419.  Exercices.  —  On  mène  (tig.  '1-48)  les  tangentes  AS',  BS'  et  la  ligne  SS'; 
démontrer  que  le  point!  est  le  centre  du  cercle  qui  a  CD  pour  diamètre. 

Problèmes. — I.  Trouver  Véquation  des  sections  planes  d\n  cône  oblique.  — 
Idem  d'un  cylindre  oblique. 

II.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  foyers  des  sections  planes  d'un  cône  droit 
obtenues  en  faisant  tourner  le  plan  sécant  autour  d'un  point  d'une  génératrice 
et  perpendiculairement  au  plan  déterminé  par  cette  génératrice  et  Vaxe  du 
cône.  —  Trouver  le  lieu  des  centres  des  mêmes  sections. 

m.  Équation  de  la  courbe  formée  par  une  section  plane  cVun  cône  quand  on 
développe  ce  cône  sur  un  plan. 


g  2.  —  DU   NOMBRE  DES    CONDITIONS    NÉCESSAIRES   POUR   DÉTERMINER 
UNE    CONIQUE. 

4SO.  L'équation  générale  des  courbes  du  second  degré 

kx^  +  V>x\j  +  Ç.f  -1-  D^  +  Ey  -h  F  =  0  [1] 

renferme  six  coefficients;  mais  comme  on  peut  toujours  diviser 
3e  premier  membre  par  l'un  de  ces  coefficients,  supposé  diftérent 
de  zéro,  il  ne  reste  réellement  que  cinq  paramètres  arbitraires. 
Pour  que  l'équation  [1]  représente  une  conique  particulière,  il 
faut  que  ces  cinq  paramètres  soient  déterminés;  et  pour  cela  il 
suffira  de  cinq  relations  entre  ces  paramètres.  On  peut  donc  dire 
d'une  manière  générale  qu'i/  faut  cinq  conditions  pour  déterminer 
une  conique. 

Si  la  conique  est  une  parabole,  comme  on  a  déjà  entre  les 
coefficients  de  son  équation  la  relation  B^  —  4AG  =  0,  il  suftira 
de  quatre  conditions* 

Il  en  sera  de  même  pour  l'hyperbole  équilalère,  puisqu'on  a 
alors  entre  les  coefilcienls  la  relation  A  —  Bcos  0  +  0=0  (199). 

Pour  la  circonlérence  de  cercle,  trois  conditions  seront  suffi- 
santes, puisque  l'on  n'a  à  déterminer  que  le  rayon  et  les  coor- 
données  du  centre. 

Remarque.  —  On  peut  remarquer  plus  généralement  que,  pour  déterminer 
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une  courbe  algébrique  du  degré  m,  il  faut  une  condition  de  moins  qu'il  n'y  a 
de  termes,  c  est-s-dire  (111)  ^ '-^ —  1     ou    — ^-^ — -- 

421.  Comme  il  est  important  de  savoir  si  une  courbe  du 
second  degré  est  ou  n'est  pas  déterminée  par  les  conditions  géo- 
métriques auxquelles  on  veut  l'assujettir,  nous  allons  indiquer 
quel  est  le  nombre  de  relations  distinctes,  entre  les  coefficients 
arbitraires  de  l'équation  générale  du  second  degré,  qui  expriment 
les  principales  conditions  géométriques  auxquelles  une  courbe 
peut  êlre  assujettie,  et  comment  on  obtient  ces  relations. 

Assujettir  une  courbe  à  passer  par  un  point  donné  équivaut 
à  une  relation,  que  l'on  obtient  en  exprimant  que  les  coordon- 
nées de  ce  point  vérifient  l'équation  de  la  courbe. 

Assujettir  une  courbe  à  avoir  pour  centre  un  point  donné 
équivaut  à  deux  relations,  que  l'on  obtient  en  exprimant  que  les 
coordonnées  de  ce  point  vérifient  les  équations  qui  déterminent- 
les  coordonnées  du  centre  de  la  courbe. 

Assigner  un  foyer  équivaut  à  deux  relations.  En  efi'et,  si  (a,  g) 
doit  être  un  foyer,  l'équation  de  la  courbe  pourra  se  mettre  sous 
la  forme 

[y  —  g)*  -{-(x  —  aY  —  (7nx  +  mj  +  hy  =  0,         [2] 

et  il  ne  restera  plus  que  trois  coefficients  arbitraires  m,  7i,  h. 

La  connaissance  des  deux  foyers  équivaut  à  quatre  conditions. 

Assigner  un  sommet  à  la  courbe  équivaut  à  deux  relations.  En 
effet,  pour  exprimer  qu'un  point  est  un  sommet,  il  faut  écrire  : 
1°  que  ce  point  appartient  à  la  courbe;  2°  que  la  tangente  à  la 
courbe  en  ce  point  est  perpendiculaire  au  diamètre  correspon- 
dant. 

423.  Assujettir  une  courbe  à  être  tangente  à  une  droite 
y  =  mx-\-n  équivaut  à  7me  condition,  que  l'on  obtient  en  por- 
tant la  valeur  de  y  tirée  de  l'équation  de  la  droite  dans  l'équa- 
tion de  la  courbe,  et  'en  exprimant  que  l'équation  en  x  qui  en 
résulte  a  ses  deux  racines  égales. 

Assujettir  une  courbe  à  avoir  une  droite  donnée  pour  asym- 
ptote équivaut  à  deux  relations,  que  l'on  obtient  en  identifiant 
l'équation  de  la  droite  donnée  avec  l'équation  générale  de  l'une 
des  asymptotes.  On  arriverait  au  même  résultat  en  portant  la  va- 
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leur  de  y,  tirée  de  l'équation  de  la  droite  donnée  dans  l'équation 
de  la  courbe,  et  en  exprimant  que  les  racines  de  l'équation  ré- 
sultante sont  infinies. 

On  verrait  de  même  qu'assujettir  une  courbe  à  avoir  une 
droite  donnée,  soit  pour  directrice,  soit  pour  axe,  équivaut  à 
deux  relations,  que  l'on  obtient  en  identifiant  l'équation  géné- 
rale dq  la  droite  considérée  et  l'équation  de  la  droite  donnée. 

La  connaissance  de  deux  diamètres  conjugués  ou  des  deux 
axes  équivaut  à  trois  conditions;  car,  en  y  rapportant  la  courbe, 
son  équation  ne  dépend  plus  que  de  deux  paramètres. 

On  voit  de  même  que  les  deux  asymptotes  d'une  hyperbole 
équivalent  à  quatre  conditions. 

La  direction  d'un  axe,  d'un  diamètre  ou  d'une  asymptote 
équivaut  à  une  condition. 

423.  On  peut  quelquefois  écrire  l'équation  du  second  degré 
sous  une  forme  telle,  qu'à  son  inspection  on  reconnaisse  que  les 
courbes  qu'elle  représente  satisfont  aune  ou  plusieurs  conditions 
géométriques.  C'est  ainsi  qu'en  écrivant  l'équation  générale 
du  second  degré  sous  la  forme  [2] ,  on  exprime,  par  cela  même, 
que  les  courbes  qu'elle  représente  onttoutesle  môme  point  (a,  (i) 
pour  foyer  et  la  droite  mx -h ny -^ /i  =  0  pour  directrice.  Voici 
d'autres  exemples. 

424.  Pour  exprimer  que  le  point  (a,  (>)  est  un  centre,  on 
écrira  l'équation  de  la  courbe  sous  la  forme 

A(aJ  — a)^  +  B(;r-a)(y— i3)-i-G(î/-p)^H-F=0. 

425.  On  exprimera  que  la  droite 

y  =zax-\-b  [3] 

est  tangente  à  une  courbe,  en  écrivant  l'équation  de  la  courbe 
sous  la  forme 

X{y—aX'-b)-^{mx  +  ny-]-hY  =  0,         '  [4] 

En  effet,  le  système  des  équations  [3]  et  [4]  peut  être  évidem- 
ment remplacé  par  un  autre,  composé  de  la  première  et  de  la 
suivante 
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Mais  les  équations  [5]  et  [5],  étant  du  premier  degré,  n'ont 
qu'une  solution  commune.  Donc  il  en  est  de  môme  des  équa- 
tions [5]  et  [4] .  Donc  la  droite  [3]  n'a  qu'un  seul  point  commun 
avec  la  courbe  [4]  ;  donc  c'est  une  tangente. 

426.  Pour  exprimer  qu'une  droite  donnée  est  asymptote 
d'une  courbe,  si  on  est  maître  de  choisir  les  axes,  on  pourra 
prendre  pour  axe  des  a;  la  droite  donnée  et  écrire  l'équation  sous 
la  forme 

xy  -i-  ay^^  -h  by  -{-  c=Oj 

qui  donne  y  =  0,  pour  0^  =  00,  et  qui  représente,  par  consé- 
quent, toutes  les  hyperboles  qui  ont  l'axe  des  x  pour  asymptote. 
Nous  allons  essayer  d'éclaircir  ces  généralités  par  des  exem- 
pies. 

42  î*.  Problème.  —  Trouver  T équation  cVime  courbe  du  second  degré  passant 
par  cinq  points  donnés. 

Le  mot  courbe  étant  pris  dans  son  sens  propre,  comme  une  courbe  du  se- 
cond degré  ne  peut  être  coupée  par  une  droite  en  plus  de  deux  points,  il 
faut,  pour  que  le  problème  proposé  soit  possible,  que  trois  des  cinq  points 
donnés  ne  soient  pas  en  ligne  droite.  Cela  étant,  parmi  les  différentes  droites 
que  déterminent  les  cinq  points  donnés,  il  y  en  a  au  moins  deux  qui  ne  peu- 
vent être  parallèles  et  dont  le  point  de  rencontre  ne  peut  appartenir  à  la 
courbe.  Prenons  ces  deux  droites  pour  axes  des  coordonnées  ;  la  courbe  ne 
pouvant  passer  par  l'origine,  son  équation  pourra  être  mise  sous  la  forme 

ax^  4-  bxy  -hcy- -\-dx-{-eij  +  \=z  0.  [0] 

Cela  posé,  soient  (0,a;j)ej(0,.'r2)  les  deux  points'situés  sur  Taxe  desa:;(0,t/i) 
et  (0,2/2)  les  deux  points  situés  sur  Taxe  des  ?/,  et  {x-,  y-)  le  cinquième  point 
donné.  Pour  exprimer  que  la  courbe  passe  par  ces  cinq  points,  écrivons  que 
leurs  coordonnées  vérifient  Téquation  [9];  nous  aurons  ainsi,  entre  lescoelli- 
cients  inconnus  a,  b,c...,  les  cinq  relations  suivantes  : 


axi'  -f-  d.i 

.•,-M- 

:0, 

ax.^ 

+  dx., 

1  +  1  = 

-0, 

cyr-hey 

,  +  i- 

0, 

cy^ 

-\-ey^ 

:+l: 

-0, 

ax.^ 

4-  bx-y^ 

-\-cy^: 

-  +  rf.^3  +  <^.V; 

5+1^ 

==0. 

On  en 

tire 

1 

1 

a= 

x^œ, 

-,     e-. 

_         î/l  +  ?/2 

yiy-. 

d  = 

.      -r,  +  X, 
x^x^ 

b=             ' 

~y-A]h- 

-  y^i  - 

■?7i)    j    ^rÀX- 

-x.,- 

-^r) 

+ 1 

y^yi  x.,xi 

La  valeur  d'aucun  de  ces  coefficients  ne  peut  être  ni  indéterminée,  ni  infinie, 
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puisque,  d'après  nos  hypothèses,  aucune  des  quantités  Xi,x^,  etc.,  n'est  nulle. 
Donc,  par  cinq  points  donnés,  dont  trois  ne  sont  pas  en  ligne  droite,  on  peut 
toujours  faire  passer  une  courbe  du  second  degré,  et  Von  ne  peut  en  faire  passer 
qiiune  seule. 

Remarques.  —  I.  Si  trois  des  cinq  points  donnés  étaient  en  ligne  droite,  on 
aurait  x.—{)  ou  y-^  —  ^,  et  par  suite  &=  c»  ;  et  l'équation  [9]  se  réduirait  à 
x])=^,  c'est-à-dire  qu'elle  représenterait  les  deux  axes  coordonnés.  En  effet, 
dans  ce  cas  les  cinq  points  donnés  déterminent  deux  droites,  qui  sont  les  axes 
coordonnés.  Si  plus  de  trois  des  cinq  points  donnés  étaient  en  ligne  droite, 
quelques-uns  des  coefficients  seraient  indéterminés,  et  l'équation  [9]  serait 
elle-même  indélerminée;  et  en  effet,  il  y  a  dans  ce  cas  une  infinité  de  droites 
passant  par  les  cinq  points  donnés. 

488.  Problème.  —  II.  Trouver  une  courbe  du  second  degré  qui  passe  par 
trois  points  donnés  iV,  M",  M'",  et  qui  ait  pour  foijer  un  point  donné  F. 
Prenons  pour  origine  le  point  F  et  désignons  par 

X',  y';    X",  y";    x"\  y'" 

les  coordonnées  des  points 

M',  M",  M"'. 

L'équation  de  la  courbe  sera  de  la  forme 

[mx  +  ny  -^lif  —  x-  +if,  [1 0] 

Pour  déterminer  les  coefficients  inconnus  on  aura  à  résoudre  les  trois  équa- 
tions 


mx' -hm/ -hh=z±: \/x'-  -+- tj"^  =: ± ^', 


mx"  +  ny"  +h  —  z^  \Jx"''  -|-  y"''  =±  ^",  [1 1  ] 

mx"'-^mf'-{-  /i  =  qp  \jx"''^-\-ij"''^=±^"', 

qui  expriment  que  la  courbe  passe  par  les  trois  points  donnés. 

Les  signes  des  seconds  membres  peuvent  être  combinés  de  huit  manières, 
ce  qui  semble  d'abord  indiquer  huit  solutions  ;  mais,  en  y  regardant  d'un  peu 
plus  près,  on  voit  qu'il  n'y  en  a  que  quaire  de  distinctes. 

En  effet,  si,  après  avoir  pris  les  seconds  membres  des  équations  [H]  avec 
certains  signes,  on  vient  à  les  prendre  avec  des  signes  opposés,  on  obtiendra 
un  second  système  qui  évidemment  sera  satisfait  par  les  valeurs  qui  satisfai- 
saient au  premier  système,  changées  de  signe.  Or  l'équation  [10]  ne  change 
pas  quand  on  change  à  la  fois  m  en  — m,  n  en  — n,  h  en  — h.  On  obtiendra 
donc  la  même  solution  dans  les  deux  cas. 

Cela  posé,  on  n'aura  donc  à  examiner  que  les  quatre  cas  suivants. 

1°  On  prend  ^,  h'  et  5",  chacun  avec  le  signe  +. 

Dans  ce  cas,  les  coordonnées  des  points  M',  M",  M"',  substituées  dans  le  pre- 
mier membre  de  l'équation 

mx  +  72?/  -f  /t=:0. 
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qui  représente  la  directrice,  donnent  des  résultats  de  même  signe.  Les  trois 
points  donnés  sont  donc  du  même  côté  de  la  directrice,  et  alors  : 

Si  Ton  a  h  >  0,  les  trois  points  donnés  et  le  foyer  sont  du  même  côté  de  la 
directrice;  la  courbe  peut  être  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

Si  l'on  a  /i  <  0,  les  trois  points  donnés  et  le  loyer  sont  de  part  et  d'autre 
de  la  directrice;  la  solution  ne  peut  être  qu'une  hyperbole. 

2°  On  prend  -h  S',     +^",     —S'^'; 

3°  +8\    -8",    4-^'"; 

4"  4-^',     —S",     —8"'. 

Dans  chacun  de  ces  trois  derniers  cas,  il  y  aura  toujours  deux  points  d'un  côté 
de  la  directrice,  et  le  troisième  d'un  autre  côté,  ce  qui  ne  peut  convenir  qu'à 
une  hyperbole. 

Ainsi  le  problème  admet  en  général  quatre  solutions,  parmi  lesquelles  se 
trouvent  au  moins  trois  hyperboles. 

Remarque.  —  On  peut  donner  du  même  problème  une  solution  géométrique 
que  nous  nous  contenterons  d'indiquer.  Elle  repose  sur  ce  théorème  : 

Si  deux  points  M  et  W  appartiennent  à  une  ellipse,  à  une  parabole  ou  à  une 
même  branche  crhyperbole,  dont  le  foyer  est  en  F,  le  point  qui  partage  la  droite 
MM'  en  deux  segments  soustractifs  dans  le  rapport  de  MF  à  M'F  appartient  à  la 
directrice  correspondante  au  foyer  F.  Si  les  deux  points  M  et  W  sont  sur  deux 
bratiches  dliyperbole,  cest  le  point  qui  partage  MM'  en  deux  segments  additifs 
dans  le  rapport  de  MF  à  M'F  qui  est  sur  la  directrice. 

Au  moyen  de  ce  théorème,  on  pourra  donc  avoir  deux  points  de  la  direc- 
trice, et  par  suite  cette  droite  elle-même.  Abaissant  du  point  F  une  perpen- 
diculaire FP  sur  la  directrice,  on  aura  la  direction  de  l'axe  focal.  Les  som- 
mets s'obtiendront  en  partageant  FP  en  deux  segments  additifs  ou  soustractifs 
dans  le  rapport  des  distances  de  M  au  foyer  et  à  la  directrice.  Ayant  ainsi  un 
axe  et  les  foyers,  il  sera  facile  d'obtenir  le  second  axe,  et  par  suite  de  décrire 
la  courbe. 

439.  Lorsque  les  conditions  géométriques  imposées  à  la 
courbe  fournissent  entre  les  coefficients  de  son  équation  générale 
une  relation  de  moins  qu'il  n'en  faut  pour  la  délerminer,  sa- 
voir :  quatre  pour  l'ellipse  et  l'hyperbole  ordinaire,  trois  pour  la 
parabole  et  l'hyperbole  équilatére,  et  deux  pour  le  cercle,  il  reste 
un  seul  paramètre  indéterminé,  et  à  chaque  valeur  de  ce  para- 
mètre correspond  en  général  une  courbe  et  une  seule.  Ainsi,  il 
existe  alors  une  infinité  de  courbes  satisfaisant  aux  conditions 
données,  et  on  peut:  se  proposer  de  trouver  le  lieu  géométrique 
des  centres,  des  foyers,  etc.  de  toutes  ces  courbes,  ou  le  lieu  de 
lout  autre  point  convenablement  défini.  Par  exemple,  si  on 
assujettit  une  parabole  à  passer  par  un  point  donné  et  à  avoir 
une  ligne  donnée  pour  directrice,  comme  ces  conditions  n'équi- 
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valent  qu'à  trois  relations  entre  les  coefficients  de  son  équalion 
générale,  il  y  aura  une  infinité  de  paraboles  passant  par  ce 
même  point  et  ayant  cette  même  droite  pour  direclrice,  et  on 
pourra  se  proposer  de  trouver  le  lieu  géométrique  des  foyers,  des 
sommets,  etc.,  de  toutes  ces  paraboles. 

Pour  résoudre  les  problèmes  de  cette  espèce,  on  commence 
par  introduire  les  conditions  données  dans  Téquation  générale 
de  la  courbeen  y  remplaçant  tous  les  coefficients,  moins  un,  par 
leurs  valeurs  en  fonction  de  ce  dernier,  déduites  des  relations 
données  :  cela  fait,  celte  équation  ne  dépend  plus  que  d'un  seul 
paramètre  arbitraire  qui  entre  dans  les  équations  qui  détermi- 
nent les  coordonnées  du  point  dont  on  chercbe  le  lieu  ;  il  ne 
reste  plus  qu'à  éliminer  ce  coefficient  arbitraire  entre  ces  équa- 
tions pour  avoir  Téquation  de  ce  lieu. 

C'est  ce  que  nous  allons  montrer  sur  les  deux  exemples 
suivants  : 

430.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  Jiyperboles  ayant  un 
foyer  commun  et  une  asymptote  commune. 

Prenons  l'asymptote  pour  axe  des  y  et  la  perpendiculaire  à  Tasymptole 
passant  par  le  foyer  pour  axe  des  x  ;  puis  cherchons  d'abord  l'équation  géné- 
rale de  toutes  les  hyperboles  salislàisant  aux  conditions  données. 

Soient  x^=x,  y=:{)\es  coordonnées  du  foyer  donné  :  l'équation  des  courbes 
du  second  degré  ayant  ce  point  pour  foyer  est 

?/"  +  {^  —  ^Y  —  i^^W  +  wrc-f  hy=  0.  [1 J 

D'ailleurs,  l'axe  des  y  étant  une  asymptote,  si  Ton  fait  x^=0  dans  Téqua- 
tion  [1],  l'équation  en  y  qui  en  résulte  doit  avoir  deux  racines  infinie?,  ce  qui 
donne  les  deux  relations 

l—m^-  =  0    et    —  2/<m=0, 
d'où 

m=:±:\      et  h=zO, 

et  par  suite  Téquation  [1]  se  réduit  à 

Celle  dernière  équation,  quand  on  fait  varier  n,  représente  toutes  les  hy- 
perboles ayant  pour  foyer  commun  le  point  donné  (0,  a)  et  pour  asymptole 
commune  l'axe  des  y. 

Désignons  maintenant  par  x,' ,  y'  les  coordonnées  du  sommet  de  l'une  des 
hyperboles.  Ce  point  appartenant  à  la  courbe,  on  a  la  relation 

î/'2+ (x-'— a)-— (±?/'  +  na;')-=0.  [3j 

D'ailleurs,  en  exprimant  que  la  droite  qui  passe  par  ce  sommet  et  par  le  foyer 
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est  perpendiculaire  aux  directrices,  dont  les  équations  sont  ?/=r;ihrîa:,  on  a  la 
relation 

•^      —  dou    71  =  — î^ — L.  [4] 


X  —  a      zn  n  y 

On  aura  donc  Téquation  du  lieu  en  éliminant  7i  entre  les  équations  [3]  et  [4] . 
On  trouve  ainsi,  en  supprimant  les  accents, 

Si  nous  trouvons  deux  équations  pour  le  lieu  demandé,  cela  provient  de  ce 
que  chaque  hyperbole  a  deux  sommets,  et  que  rien  n'indique  dans  nos  calculs 
qu'il  s'agit  de  l'un  des  sommets  plutôt  que  de  l'autre.  Considérons  Téqualion 
qui  correspond  à  7/  =  4-  nx.  On  peut  l'écrire 

x^x  —  cf  -h y'-  {x^—y.^')  =  0. 

Or,  sous  cette  forme,  on  voit  qu  elle  équivaut  aux  deux  suivantes 

(a:  4- a)7/--i-(.r  —  a)x''':=:0,     et    a;  — a  =  0, 

et,  celte  dernière  représentant  une  droite  étrangère  au  lieu  cherché,  l'équa- 
tion de  ce  lieu  est  donc 


{X'hv.)y'-{-{x—cL)x^=:0,    d'où    y  —  ±x\/- — 


—  X 
X 


On  voit  que  le  lieu  est  une  strophoïde  (19)  qui  passe  par  l'origine  et  par  le 
foyer. 

Remarque.  — Pour  obtenir  l'équation  des  lieux  géométriques  des  centres  des 
hyperboles  assujetties  aux  conditions  de  renoncé,  on  partirait  de  l'équation  [2J. 

431.  PROBLÈME.  —  Trouver  le  lieu  géométrique  des  foyers  des  paraboles, 
qui  ont  la  même  directrice  et  tin  point  commun. 

Prenons  pour  axes  la  directrice  et  une  perpendiculaire  à  \\  directrice  pas- 
sant par  le  point  donné.  Soit  {0,  a)  le  point  donné. 

L'équation  générale  des  paraboles  (?48)  est 

{x-'^f+{y~^Y-{:mx+ny  +  hY=z^,  [\\ 

avec  la  condition 

m-  +  n^  =  \.  [i] 

L'axe  des  y  étant  la  directrice,  il  faut  que  son  équation 

mx  -i-ny  +  h=r.O 

soit  vérifiée  pour  .t  =  0,  quel  que  soit  y,  ce  qui  exige  que  l'on  aitn  =  0  et 
/iirrO;  par  suite,  l'équation 7^]  se  réduit  à  m-=ri,  et  l'équation  [1]  devient 

{x-af-h{y-f^)'-x'=^0.  [5 
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L'équalion  [3]  convient  à  toutes  les  paraboles  ayant  la  même  directrice.  En 
y  remplaçant  x  et  y  par  les  coordonnées  du  point  donné,  nous  aurons 

relation  constante  entre  les  coordonnées  a  et  p  des  foyers,  et  qui,  par  consé- 
quent, n'est  autre  que  l'équation  du  lieu  cherché.  Ce  lieu  est  une  circonfé- 
rence de  cercle  ayant  a  pour  rayon  et  pour  centre  le  point  donné. 

Remarque.  —  Si,  au  lieu  de  donner  la  directrice  et  un  point,  on  donnait  la 
directrice  et  une  tangente,  on  pourrait  partir  de  Téquation  [3]  pour  trouver  le 
lieu  des  foyers. 

43».  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  problèmes  suivants. 

Problèmes.  —  Déterminer  une  courbe  du  second  degré,  connaissant  :  1°  un 
foyer  et  trois  tangentes;  2°  le  centre  et  trois  points. 

Construire  une  ellipse,  connaissant  :  1"  le  foyer,  le  sommet  et  un  point  ; 
2°  un  sommet,  une  tangente  et  une  directrice  ;  3°  le  foyer,  le  sommet  et  une 
tangente. 

Construire  une  parabole,  connaissant  :  ["la  directrice  et  deux  points  ;  2°  le 
paramètre,  deux  tangentes  et  un  point;  3°  la  directrice,  une  tangente  et  le  point 
de  contact;  4°  le  foyer,  un  point  et  une  tangente;  5°  le  sommet  et  deux  tan- 
gentes; 0"  le  sommet,  une  tangente  et  le  point  de  contact;  1°  le  paramètre,  le 
foyer  et  une  tangente. 

Construire  une  hyperbole,  connaissant  :  1°  une  asymptote,  une  directrice  et 
V excentricité  ;  2"  une  asymptote,  un  sommet  et  V excentricité  ;  5°  une  asym- 
ptote, un  foyer  et  un  point;  4°  une  asymptote,  une  directrice  et  un  point;  5°  un 
foyer,  un  sommet  et  une  tangente;  G"  une  asymptote,  une  tangente  et  une  di- 
rectrice; 1"  une  asymptote,  une  tangente  et  un  foyer;  8"  une  astjmptote,  un 
sommet  et  un  point;  9°  une  directrice,  une  asymptote  et  la  longueur  de  l'axe 
iransverse ;  \0°  un  point,  une  asymptote  et  deux  tangentes;  M""  une  asymptote 
et  trois  points. 

Trouver  le  lieu  des  sommets  des  paraboles  tangentes  à  trois  droites  don- 
nées. 

Lieu  des  foyers  des  ellipses  inscrites  dans  un  rectangle  donné. 

Lieu  des  foyers  des  hyperboles  qui  ont  un  même  sommet  et  une  même  astjm- 
ptote donnée. 

Lieu  des  centres  des  ellipses  qui  ont  un  sommet  commun  et  deux  tangentes 
communes  perpendiculaires  entre  elles. 

Lieu  des  sommets  des  paraboles  qui  ont  le  même  foyer  et  une  tangente  com- 
mune ou  un  point  commun. 


g  O.   —  INTERSECTION  DES    COURBES   DU    SECOND  DEGRÉ. 

433.  La  recherche  des  points  communs  à  deux  courbes  dont 
on  a  les  équations  revient  à  la  recherche  des  solutions  com- 
munesàces  deux  équations  ;  car  les  coordonnées  des  points  com- 
muns doivent  satisfaire  à  la  fois  aux  équations  des  deux  cour- 


INTERSECTION  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRE.  347 

bes.  Le  problème  de  l'intersection  des  courbes  se  ramène  donc 
à  un  problème  d'élimination  ;  et  réciproquement  le  problème 
algébrique  de  l'élimination  peut  être  remplacé  par  le  problème 
graphique  de  l'intersection  de  deux  courbes.  La  question  n'a  pas 
moins  d'intérêt  sous  ce  second  point  de  vue  que  sous  le  premier. 

434.  Intersection  de  deux  courbes  du  second  degré.  — 

Soient  à  résoudre  les  deux  équations  du  second  degré,  à  coeffi- 
cients réels,  complètes  ou  incomplètes, 

Ao;^  -\-Bxy  -\-Oïf  -i-Dx  -hEy  -4-F  =0,  [1] 

A'x'  +  B'xy  -h  Cy  +  Wx  -h  E'y  +  F  =:  0.  [2] 

Si  aucune  de  ces  équations  n'est  du  premier  degré  par  rapport 
à  l'une  ou  l'autre  des  inconnues,  en  multipliant  la  première 
par  C,  la  seconde  par  C  et  en  les  retranchant  membre  à  mem- 
Ijre,  on  obtient  une  équation  du  premier  degré  en  y,  de  la  forme 

axy  +  bx^  4-  dy  -+-ex-i-f^  0,  [3] 

qui  pourra  tenir  lieu  de  l'une  quelconque  des  proposées.  Cette 
équation  ne  peut  être  identiquement  nulle,  car  les  équations 
proposées  ne  différeraient  alors  que  par  un  facteur  constant; 
on  ne  peut  avoir  non  plus  à  la  fois  «  =  0  et  f/  =  0,  car  alors  elle 
serait  indépendante  de  y.  On  pourra  donc  en  déduire  la  valeur 
de  î/,  et  en  la  substituant  dans  l'une  des  équations  proposées, 
on  obtiendra  une  équation  en  ^qui  sera  généralement  du  qua- 
trième degré  et  de  la  forme 

Vx'  -hQx'-hRx'  -^Sx  -hT  =  0.  [4] 

Si  cetie  dernière  équation  était  d'un  degré  inférieur  au  qua- 
trième, on  devrait  néanmoins  la  considérer  comme  une  équation 
du  quatrième  degré,  dont  une  ou  plusieurs  racines  seraient 
devenues  infinies.  Elle  ne  saurait  d'ailleurs  être  une  identité  ; 
car  à  toute  valeur  réelle  de  x  correspondrait  alors  une  seule 
valeur  réelle  de  i/,  commune  aux  deux  équations  [1]  et  [2],  ce 
qui  ne  peut  être  qu'autant  qu'elles  ont  un  facteur  linéaire  com- 
mun et,  dans  ce  cas,  elles  ne  représentent  plus  des  coniques 
proprement  dites,  ni  des  couples  de  droites  toutes  distinctes. 

L'équation  [4]  aura  donc  quatre  racines,  réelles  ou  imagi- 
naires conjuguées,  finies  ou  infinies;  et  à  chacune  d'elles  cor- 
respond une  seule  valeur  de  y,  finie  ou  infinie,  à  moins  que 
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l'équation  [5]  ne  soit  idenfiquement  nulle,  ou  que  la  racine  con- 
sidérée ne  la  réduise  à  une  identité  en  annulant  à  la  fois  le  coef- 
ficient de  ij  et  le  terme  indépendani  de  y.  Or,  dans  le  premier 
cas,  les  équations  [1]  et  [2]  ne  différeraient  que  par  un  facteur 
constant  et  représenteraient  par  conséquent  la  même  conique 
ou  le  môme  couple  de  droites;  et  dans  le  second  l'équation  [5], 
ainsi  qu'il  est  facile  de  le  démontrer,  pourrait  se  décomposer 
en  deux  facteurs  du  premier  degré,  dont  un  serait  commun  aux 
équations  [1]  et  [2],  lesquelles  dès  lors  ne  représenteraient  pas 
des  coniques  proprement  dites,  mais  deux  couples  de  droites 
ayant  une  droite  commune.  Donc,  le  système  des  équations  [1] 
et  [2],  supposées  distinctes  et  n'avoir  aucun  facteur  premier 
commun,  ne  peut  admettre  que  quatre  solutions.  Les  racines 
de  l'équation  [4]  peuvent  être  toutes  les  quatre  réelles,  ou 
bien  deux  d'entre  elles  seront  réelles  et  les  deux  autres  ima- 
ginaires conjuguées,  ou  bien  elles  seront  toutes  les  quatre  ima- 
ginaires, mais  conjuguées  deux  à  deux.  Mais  si  l'on  convient  de 
regarder  une  solution  imaginaire  comme  les  coordonnées  d'un 
point  imaginaire,  on  pourra  dire  que  :  deux  courbes  du  second  degré 
se  coupent  toujours  en  quatre  points  réels  ou  imaginaires  conjugués , 
situés  à  des  distances  finies  ou  infinies  par  rapport  à  F  origine. 

Remarques.  —  I.  Si  l'équation  [4]  a  une  racine  infinie,  ce  qui 
suppose  P=:0,  elle  s'abaisse  au  troisième  degré.  C'est  ce  qui 
arrivera  si  les  deux  coniques  sont  des  hyperboles  ayant  une  di- 
rection asymptotique  commune.  Si  l'équation  [4]  a  deux  racines 
infinies,  ce  qui  suppose  P=:0,  avec  Q=0,  elle  s'abaisse  nu 
deuxième  degré  ;  c'est  ce  qui  arrive  si  les  deux  coniques  sont 
des  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune  ou  leurs  asym- 
ptotes parallèles,  ou  si  les  deux  coniques  sont  deux  cercles,  etc. 
Enfin  l'équation  [4]  aura  trois  racines  infinies  dans  le  cas  de 
deux  hyperboles  ayant  une  asymptote  commune  et  les  deux 
autres  parallèles,  et  elle  aura  ses  quatre  racines  infinies  dans 
le  cas  de  deux  hyperboles  ayant  les  mômes  asymptotes.  Dans 
le  premier  cas  elle  s'abaissera  au  premier  degré,  et  dans  le  se- 
cond elle  deviendra  impossihie. 

JI.  A  une  valeur  infinie  de  x  correspondra  une  valeur  infinie 
ou  finie  de  y,  selon  que  le  coefficient*  a  du  terme  en  x^  dans 
l'équation  [3]  sera  différent  de  zéro  ou  égal  à  zéro;  mais,  dans 
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tous  les  cas,  le  point  correspondant  à  cette  valeur  infinie  de  x 
sera  rejeté  à  l'infini. 

Ilf.  Lorsque  l'équation  [4]  n'a  qu'une  seule  racine  infinie, 
celle  racine  est  réelle,  sans  quoi  sa  conjuguée  serait  infinie  aussi, 
cl  il  y  aurait  deux  racines  infinies  ;  ce  qui  est  contraire  à  l'hy- 
pothèse. Lorsque  le  nombre  de  racines  infinies  est  pair,  elles 
peuvent  eire  réelles  ou  imaginaires. 

435.  Les  quatre  points  d'intersection  de  deux  courbes  du 
second  degré  déterminent  trois  couples  de  droites  dont  les  équa- 
tions sont  réelles  ou  imaginaires,  suivant  que  les  points  qui  les 
déterminent  sont  eux-mêmes  réels  ou  imaginaires.  Mais  si  l'on 
se  rappelle  (84)  que  la  droite  qui  joint  deux  points  imaginaires 
conjugués  est  réelle,  on  reconnaît  que,  lors  même  que  les 
quatre  points  d'intersection  seraient  imaginaires,  il  y  aurait  tou- 
jours deux  droites  réelles  déterminées  par  ces  quatre  points. 
La  recherche  des  points  d'intersection  des  deux  coniques  peut 
donc  toujours  être  ramenée  à  celle  de  l'intersection  de  Vune  des 
deux  coniques  avec  un  couple  de  droites  réelles.  Nous  verrons 
bientôt  comment  on  obtient  les  équations  de  ces  droites. 

436.  Les  quatre  points  d'intersection  de  deux  coniques 
peuvent  être  tous  les  qualre  distincts.  Mais  il  peut  arriver  que 
deux  d'entre  eux  se  confondent  en  un  seul;  les  deux  courbes 
ont  alors  en  ce  point  une  tangente  commune,  et  l'on  dit  qu'elles 
ont  entre  elles  un  contact  du  i^r^mier  ordre.  Il  peut  arriver  que 
trois  des  points  d'intersection  se  confondent  en  un  seul;  on  dit 
alors  que  les  courbes  ont  en  ce  point  un  contact  du  second  or- 
dre., ou  qu'elles  sont  osculatrices .  Elles  auraient  un  contact  du 
troisième  ordre,  si  les  quatre  points  d'intersection  venaient  se 
confondre  en  un  seul. 

437.  On  a  vu  (434)  que  deux  équations  du  second  degré  qui 
admettent  plus  de  quatre  solutions  communes  en  admettent  une 
infinité,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  de  deux  manières,  ou  parce 
que  les  deux  équations  sont  identiques  et  ne  diffèrent  que  par  un 
facteur  constant,  ou  parce  qu'elles  ont  un  facteur  du  premier 
degré  commun.  On  peut  donc  dire  que  deux  coniques  qui  ont  plus 
de  quatre  points  communs.,  réels  ou  imaginaires  y  coïncident;  car 
si  leurs  équations  admettaient  un  facteur  commun  du  premier 
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degré,  chacune  de  ces  équations  représenterait  deux  droites,  et 
non  plus  une  conique  proprement  dite. 

438.  Problême.  —  Trouver  V équation  générale  des  coniques 
qui  passent  par  les  quatre  points  (F intersection  de  deux  coniques 
données. 

Soient  fK?/)=0  W 

et  o{x,y)=0  [2] 

les  équations  des  deux  courbes  proposées;  l'équation 

f(x,y)-^mx,y)=0,  [5] 

dans  laquelle  X  représente  un  paramètre  arbitraire,  sera  l'équa- 
tion demandée. 

En  effet,  cette  équation,  étant  du  second  degré,  représente 
une  conique.  Cette  conique  passe  par  les  points,  réels  ou  imagi- 
naires, communs  aux  deux  premières,  car  tout  système  de  va- 
leurs de  X  el  dey  qui  annule  f  ci  o  annule  f+Xç-  Enfin,  toute 
courbe  du  second  degré  C,  passant  par  les  quatre  points  com- 
muns aux  deux  coniques  données,  est  comprise  parmi  celles  que 
représente  Téquation  [3]  ;  car  si  l'on  prend  un  point  x^^  |/i  sur 
la  courbe  C,  et  qu'on  détermine  a  par  la  condition  que  ces  coor- 
données satisfassent  à  l'équation  [3],  celte  équation  représen-* 
tera  une  conique  ayant  cinq  points  communs  avec  la  conique  C, 
et  qui  coïncidera  par  conséquent  (437)  avec  cette  courbe. 

Corollaires.  —  I.  Si  /*=  0  représente  une  conique  et  ç=0 
l'ensemble  de  deux  droites  D  et  D',  l'équation  [3]  représente 
toutes  les  courbes  du  second  degré  passant  par  les  points  com- 
muns à  la  conique  f{x^y)=zO  et  aux  deux  droites  D  etD'. 

IL  Si  f=0  représente  deux  droites  D  et  D'  et  que©=0  repré- 
sente aussi  deux  droites  o  eto',  l'équation  [3]  représente  toutes 
les  courbes  du  second  degré  passant  par  les  points  d'intersection 
des  droites  D  et  D'  avec  les  droites  o  et  S'. 

Nous  ferons  bientôt  usage  de  ces  remarques. 

439.  Sécantes  communes  à  deux  coniques.  —  Soient^ 
comme  plus  haut, 

[1]  f=0    et    9=0  [2] 

les  équations  de  deux  coniques  données  et 

f^-ko=0,  [3] 
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1  équation  générale  des  coniques  qui  passent  par  les  quatre 
points  d'intersection,  réels  ou  imaginaires,  des  deux  premières 
courbes.  —  Parmi  ces  coniques  se  trouvent  les  Irois  couples  de 
sécantes  communes  aux  deux  coniques  données.  Pour  obtenir 
les  équations  de  ces  couples  de  sécantes,  il  faut  chercher  les  va- 
leurs de  \  pour  lesquellesl'équation  [5]  représenle  deux  droites. 
Or  on  a  vu  (S04)  que  la  condition  nécessaire  est  que  le  discrimi- 
nant A  de  l'équation  [5]  soit  nul.  Les  valeurs  cherchées  de  X  se- 
ront donc  données  par  l'équation 

A  =  0,  [4] 

qui  est  du  troisième  degré  en  X,  comme  on  peut  s'en  assurer. 
Si  \,  \,  \.  représentent  ses  trois  racines,  les  équations  des  trois 
couples  de  sécantes  seront 

f+\?=0,     /•+Vf==0,     f-h\^=:0. 

De  ces  trois  couples  de  sécantes  l'un  au  moins  sera  toujours 
réel  (435);  et  la  recherche  des  points  communs  aux  deux  coni- 
ques données  sera  ramenée  à  celle  des  points  communs  à  l'une 
d'elles  et  aux  deux  sécantes  considérées. 

Ce  problème  donne  lieu  à  une  discussion  sur  laquelle  il  est 
nécessaire  de  nous  arrêter. 

440.  Il  y  a  d'abord  deux  remarques  préliminaires  à  faire. 

1°  A  une  valeur  réelle  de  \  correspondent  deux  sécantes  qui  sont 
toutes  deux  réelles^  ou  imafjinaires  conjuguées;  car  le  premier 
membre  de  l'équation  [3]  étant  alors  réel,  il  est  le  produit  de 
deux  facteurs  du  premier  degré  réels  tous  deux,  ou  imaginaires 
conjugués. 

2"^  A  une  valeur  inuKjinaire  de  X  correspondent  deux  sécantes 
imaginaires  non  conjuguées^  ou  une  sécante  réelle  et  une  sécante 
imaginaire;  car  si  elles  étaient  toutes  deux  réelles,  ou  ima- 
ginaires conjuguées,  le  premier  membre  de  l'équation  [5]  serait 
réel. 

441.  Cela  posé,  nous  examinerons  successivement  les  diffé- 
rents cas  qui  peuvent  se  présenter,  et  nous  chercherons  à  quels 
caractères  analytiques  ils  peuvent  être  distingués  les  uns  des 
autres. 
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Nous  supposerons  clans  tout  ce  qui  va  suivre  que  les  équa 
lions  f(x,y)=iO  eio(x^y)  =  0  représentent  des  ellipses,  des  hy- 
perboles ou  des  paraboles,  mais  non  des  couples   de  droites 
distinctes  ou  confondues. 

Nous  désignerons  par  A,  B,  C,  D  les  quatre  points  d'intersec- 
tion, réels  ou  imaginaires,  des  deux  coniques  données  ;  les  cou- 
ples de  sécantes  communes  seront  alors 


AB,CD, 


AC,BD, 


AD,BC. 


I.  Supposons  que  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  soient  réels. 
C'est  le  cas  de  la  figure  149.  Les  trois  couples  de  sécantes  sont 
réels.  Les  valeurs  de  X  qui  correspondent  à  chaque  couple  sont 
donc  aussi  réelles  (440);  ainsi  l'équation  en  a  a  trois  racines 
réelles  et  distincies  \,  \^  \. 

Mais  il  peut  se  présenter  ici  plusieurs  cas  particuliers. 

1°  Deux  des  quatre  points,  A  et  B  par  exemple,  peuvent  venir 
se  confondre  en  un  seul;  c'est  le  cas  de  la  figure  150.  La  corde 


Fiff.  149. 


Fis.  150, 


AB  devient  une  tangente,  et  le  premier  couple  de  sécantes  est 
formé  de  cette  tangente  AT  et  de  la  corde  CD.  Les  deux  autres 
couples  AC,  BD  et  AD,  BG  se  confondent  alors  en  un  seul  AC,  AD 
et  AD,  AC.  Les  trois  valeurs  de  a  sont  donc  encore  réelles;  si  \ 
est  celle  qui  répond  au  couple  AT,  CD,  les  deux  autres  a^  et  a., 
qui  répondent  aux  deux  couples  confondus  en  un  seul,  sont 
égales,  \  =  \;  mais  chacune  de  ces  deux  dernières  correspond 
à  deux  cordes  distinctes  AC  et  AD. 

2°  En  môme  temps  que  B  se  confond  avec  A,  il  peut  arriver 
que  D  se  confonde  aussi  avec  G  ;  c'est  le  cas  de  la  figure  151.  Les 
deux  courbes  sont  alors  tangentes  en  A  et  en  C  et  sont  dites,  pour 
cette  raison,  bitangentes.  Le  premier  couple  de  sécantes  AB,CD 


INTERSECTION  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ.  Ô55 

se  compose  alors  des  deux  tangentes  AT  et  CT'  ;  les  deux  autres 
couples  sont  confondus,  comme  dans  le  cas  précédent  (1°),  mais 
chacun  d'eux  représente  alors  deux  droites  confondues  en  une 
seule.  Ainsi  les  trois  racines  de  l'équation  en  X  sont  encore  réel- 
les; deux  de  ces  racines  sont  égales;  mais  l'équation  du  second 
degré  qui  répond  à  l'une  quelconque  de  ces  deux  racines  a  pour 
premier  membre  un  carré  parfait. 


Fig.  151.  Fig.  155. 

5°  11  peut  se  faire  que  trois  des  points  d'intersection,  A,B,C, 
par  exemple,  viennent  se  confondre  en  un  seul;  les  deux  courbes 
sont  alors  osculatrices  en  ce  point;  c'est  le  cas  de  la  figure  152. 
Les  sécantes  se  réduisent  alors  à  la  tangente  commune  AT  au 
point  d'osculation,  et  à  la  sécante  AD.  Les  trois  couples  de  sécantes 
sont  donc  confondus  en  un  seul  ;  et  les  trois  racines  de  l'équation 
en  X  sont  égales.  Mais  à  chacune  d'elles  répondent  deux  droites 
distinctes  AT  et  AD. 

V  Enfin,  il  pourrait  arriver  que  les  quatre  points  d'intersec- 
tion vinssent  se  confondre  en  un  seul  ;  les  deux  cour!  es  auraient 
alors  en  ce  point  un  contact  du  troisième  ordre  ;  et  toutes  les 
sécantes  se  confondraient  en  une  seule  droite  qui  serait  la 
tangente  commune.  Chacun  des  trois  couphs  de  sécantes  se  ré- 
duirait ainsi  à  deux  droites  confondues  en  une  seule.  Les  trois 
racinesde  l'équation  en  a  seraient  encore  égales  ;  mais  pour  cha- 
cune d'elles  le  premier  membre  de  l'équation  du  second  degré 
correspondante  serait  un  carré  parfait. 

II.  Nous  supposerons,  en  second  lieu,  que  deux  des  points 
d  intersection,  A  et  B  par  exemple,  soient  réels ^  et  que  les  deux 
autres,  C  et  D,  soient  imaginaires  conjugués. 

V  Nous  admettrons  d'abord  que  A  et  B  soient  distincts. 

GKOM.    ANAL     SONMCT   ET   FRONÎEIIA.  25 
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La  sécante  AB  est  réelle  ;  il  en  est  de  même  de  la  sécante  CD 
qui  joint  deux  points  imaginaires  conjugués;  le  premier  couple 
de  sécantes  est  donc  réel.  Mais  les  autres  sécantes  sont  imagi- 
naires, puisque  chacune  d'elles  joint  un  point  réel  à  un  point 
imaginaire.  Les  deux  derniers  couples  de  sécantes  sont  donc 
imaginaires.  L'équation  en  X  a  donc  une  racine  réelle,  répondant 
au  couple  réel,  et  deux  racines  imaginaires  répondant  aux 
deux  couples  imaginaires. 

2"  Il  peut  arriver  que  les  deux  points  réels  coïncident.  La 
corde  AB  devient  alors  tangente  et  donne,  avec  la  sécante  réelle 
unissant  les  deux  points  imaginaires  conjugués  C  et  D,  un  cou- 
ple de  sécantes  réelles,  répondant  à  une  racine  réelle  de  l'équa- 
tion en  X.  Les  deux  autres  couples  se  composent  chacun  des  sé- 
cantes AG  et  AD  unissant  un  môme  point  réel  à  deux  points 
imaginaires  conjugués;  l'équation  du  second  degré  qui  repré- 
sente ces  deux  sécantes  a  donc  un  premier  membre  réel,  répon- 
dant par  conséquent  à  une  valeur  réelle  de  X.  L'équation  en  X 
correspondante  à  deux  d'entre  elles  a  donc,  dans  le  cas  qui  nous 
occupe,  ses  trois  racines  réelles,  et  deux  d'entre  elles  sont  éga- 
les. Mais  à  chacune  des  deux  racines  égales  correspond  un 
couple  de  sécantes  imaginaires  conjuguées. 

III.  Nous  supposerons  enfin  que  les  quatre  points  cF intersec- 
tion soient  imaginaires.  Deux  d'entre  eux,  A  et  B  par  exemple, 
seront  conjugués  ;  les  deux  autres,  G  et  D,  le  seront  également. 
Les  sécantes  AB  et  CD  seront  réelles,  et  formeront  un  couple  ré- 
pondant à  une  valeur  réelle  de  X.  Les  sécantes  AG  et  BD  seront 
imaginaires,  mais  conjuguées,  car  il  est  aisé  de  voir  que  leurs 
équations  ne  différeront  que  par  le  signe  de  \J — 1  ;  le  couple 
formé  par  ces  deux  sécantes  sera  donc  donné  par  une  équation 
réelle,  répondant  à  une  valeur  réelle  de  X.  Il  en  sera  de  môme 
pour  le  couple  AD,BG.  Ainsi,  dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les 
trois  racines  de  l'équation  en  X  sont  réelles. 

Il  pourrait  arriver  que  les  pomts  imaginaires  conjugués  C  et 
D  coïncidassent  respectivement  avec  les  points  imaginaires  con- 
jugués A  et  B.  Dans  ce  cas  les  deux  sécantes  ABctGl)  se  confon- 
draient, et  l'équation  qui  représente  l'ensemble  de  ces  deux  sé- 
cantes aurait  pour  premier  membre  un  carré  parfait. 

La  discussion  précédente  subsiste  lors  môme  qu'un  ou  plu- 


INTERSECTION  DES  COURBES  DU  SECOND  DEGRÉ.  355 

sieurs  points  d'intersection  sont  rejetés  à  l'infini.  Dans  ce  cas 
plusieurs  sécantes  deviennent  parallèles,  en  restant  à  des  dis- 
tances finies  ou  infinies  les  unes  des  autres. 

44!^.  Ayant  ainsi  examiné  toutes  les  combinaisons  que  peu- 
vent présenter  les  quatre  points  d'intersection  réels  ou  imagi- 
naires des  deux  courbes,  il  est  facile  d'en  conclure  à  quelles  cir- 
constances géométriques  répondent  les  différentes  circonstances 
analytiques  que  peuvent  présenter  les  racines  de  l'équation 
en  X. 

Si  les  trois  racines  sont  réelles  et  ine'gales^  les  quatre  points 
d'intersection  sont  réels  et  distincts,  ou  imaginaires  conjugués 
deux  à  deux.  On  décidera  la  question  en  combinant  l'équation 
de  l'une  des  sécantes  avec  celle  de  l'une  des  courbes.  Dans  le  cas 
où  les  points  d'intersection  sont  imaginaires,  il  peut  se  faire 
que  deux  points  imaginaires  conjugués  coïncident  avec  deux 
autres  points  imaginaires  ^conjugués;  dans  ce  cas  l'une  des  va- 
leurs de  1  fournit  une  équation  du  second  degré  dont  le  premier 
membre  est  un  carré  parfait. 

Si  l'équation  en  X  a  deux  racines  égales,  deux  points  d'inter- 
section réels  se  confondent  en  un  seul  et  les  deux  courbes  ont 
un  contact  du  premier  ordre;  les  racines  égales  de  X  peuvent 
alors  répondre  ou  à  deux  sécantes  réelles  et  distinctes,  ou  à  deux 
sécantes  confondues  en  une  seule,  ou  à  deux  sécantes  imagi- 
naires . 

Si  l'équation  en  X  a  ses  trois  racines  égales,  les  deux  courbes 
sont  osculatrices.  Si  chaque  valeur  de  X  répond  à  deux  sécantes 
réelles  distinctes,  il  y  a  une  sécante  réelle  indépendamment  de  la 
tangente  commune.  Si  les  deux  sécantes  répondant  à  la  racine  tri- 
pie  de  X  sont  confondues,  ces  sécantes  se  réduisent  à  la  tangente 
commune,  et  les  deux  courbes  ont  un  contact  du  troisième 
ordre. 

Si  l'équation  en  X  n'a  ({uune  racine  réelle,  il  y  a  deux  points 
d'intersection  réels,  et  deux  points  imaginaires  conjugués, 

11  n'y  a  pas  lieu  d'examiner  ce  qui  arrive  lorsque  l'équation 
enX  a  une  ou  plusieurs  racines  nulles  ou  infinies.  En  effet,  si 
l'on  développe  l'équation  A=0,  on  voit  que  le  coefficient  de  X^ 
est  le  discriminant  de  l'équation /'(.c,î/)  =  0,  et  que  le  terme  in- 
dépendant de  X  est  le  discriminant  de  l'équation  o[x,y)^=^^. 
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Si  donc  on  a  X= 0,  c'est  que  le  discriminant  de  o  est  nul,  et  que 
par  conséquent  l'équation  9=0  représente  deux  droites.  Si  l'on 
a  X=oo  ,  c'est  que  le  discriminant  de  /"est  nul,  et  que  par  con- 
séquent l'équation  f=0  représente  deux  droites.  Dans  l'un  ou 
l'autre  cas,  on  aura  tous  les  points  d'intersection  demandés  en 
combinant  l'équation  de  chacune  de  ces  deux  droites  avec  celle 
du  lieu  représenté  par  l'autre  équation  donnée. 

443.  Cas  particuliers.  —  La  recherche  des  sécanles  com- 
munes à  deux  coniques  se  simplifie  dans  quelques  cas  parli- 
culiers. 

I.  Supposons  les  deux  courbes  concentriques;  en  prenant 
le  centre  commun  pour  origine,  on  mettra  leurs  équations  sous 
la  forme 

Ax^  -f-  Bxy  -hCif-hf  =  0,    A'x'  ■+-  Wxy  ■+•  C'y^  -{-  F'  =  0 . 

Divisant  le  premier  membre  de  la  première  par  F,  celui  de  la 
seconde  par  F',  et  retranchant  ensuite  membre  à  membre,  on 
obtient  l'équation 

F-r')*'+  (f-f)^!'+(p-p)''' -"' 

qui  représente  deux  droites  passant  par  l'origine.  En  combinant 
les  équations  de  ces  droites  avec  celle  d'une  des  deux  coniques 
données,  on  obtiendra  les  points  d'intersection  demandés. 

II.  Supposons  les  deux  courbes  homofocales;  en  prenant  le 
foyer  commun  pour  origine,  on  mettra  leurs  équations  sous  la 
forme  (»46) 

x^  -H  if^li"^  (a;cos  0  -f-  î/sin  6  —  pY 
et 

x"^  -t-  ?/=  ir^  {x  cos  e'  H-  t/sin  0'  H-  p')% 

ou,  pour  abréger  l'écriture, 

x'-i-if  =  ¥d'    et    x'-\-if  =  k''cr. 

On  en  déduit,  en  retranchant  membre  à  membre, 

k\l'  —  k"d"z^O,      d'où      hl-{-Jùl'=:0      et      k(l—k'd'=0; 

ce  sont  les  équations  de  deux  sécanles  communes. 
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On  peut  remarquer  que,  comme  elles  sont  Yéiifiées  par  (/=rO 
et  d'  =  0,  les  sécantes  qu'elles  représentent  passent  par  le  point 
d'intersection  des  deux  directrices  qui  correspondent  au  foyer 
commun. 

III.  Supposons  que  les  deux  courbes  soient  tangentes;  en 
prenant  pour  axe  des  x  la  tangente  commune  et  pour  origine 
le  point  de  conlact,  on  mettra  leurs  équations  sous  la  forme 

Ao;'  -H  Bxy  -h  Ctf  -hl)x  =  0  et  k'x'  -f-  V^'xy  -h  Cy  -h  B'x=zO. 

Dans  ces  équations,  D  ni  D'  ne  sauraient  être  nuls  ;  autrement 
l'équation  correspondante  représenterait  deux  droites,  ce  que 
nous  ne  supposons  pas.  Si  donc  on  multiplie  la  première  équa- 
tion par  D',  la  seconde  par  D,  et  qu'on  retranche  ensuite  mem- 
bre à  membre,  on  obtiendra 

(AD'  —  A'D)a;*  +  (BD'  —  h'd)xy  +  (CD'  —  Cdjif  =  0, 

équation  qui  représente  deux  droites  passant  par  le  point  de 
contact  pris  pour  origine.  En  combinant  les  équations  de  ces 
deux  droites  avec  celles  de  l'une  des  coniques  données,  on  ob- 
tiendra les  points  d'intersection  cherchés. 

Nous  verrons  plus  loin  un  autre  moyen  de  résoudre  le  même 
problème. 


g  4.   —  EQUATIONS    ET    PROPRIETES    COMMUNES    DES  COiNIQUES  SATISFAISANT 
A   CERTAINES    CONDITIONS    DONNÉES. 

4:44.  Équations  des  coniques  satisfaisant  à  diverses 
conditions.  —  On  a  vu  (438)  que  les  coniques  qui  passent  par 
les  quatre  points  réels  ou  imaginaires,  communs  à  deux  coni- 
ques données  f(x,  ?/)  zzz  0  et  9  (x,  y)  =  0,  sont  représentées  par 
l'équation  générale 

/'(j;,  îy)  +  A'f(a;,î/)  =  0,  [1] 

X  désignant  une  indéterminée. 

Si  l'une  des  coniques  données,  la  seconde  par  exemple,  e:t 
remplacée  par  deux  droites  dont  les  équations  sont  a.=(}  et 
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P  =  0,  l'équation  ci-dessus  deviendra 

/•H-X.ag^rO.  [2] 

Si  la  conique  f=0  est.  elle-même  remplacée  par  deux  droites 
ayant  pour  équations  y=0  et  §  =  0,  l'équation  [2]  sera  rem- 
placée par 

Y5H-X.ag==0.  [3] 

L'emploi  de  ces  formes  d^équations  constitue  une  méthode 
féconde  pour  la  résolution  des  problèmes  ou  pour  la  démonstra- 
tion des  propriétés  des  coniques.  Nous  en  donnerons  ici  des 
exemples. 

445.  Équation  générale  des  coniques  qui  passent  par 
les  points   réels  ou   imaginaires  où    une  conique  donnée 

f(x,  y)=0  est  coupée  par  une  droite  donnée  a  =  0. 

L'équation  cherchée  est 

f{x,y) -hoL{mx-hmj-hp)  =  0,  [4] 

mx  4-  ny-\-p  désignant  un  facteur  arbitraire  du  premier  degré. 
En  effet,  cette  équation  est  du  second  degré,  et  elle  est  satisfaite 
quand  on  a  à  la  fois  f=zO  et  a=0;  elle  représente  donc  une 
conique  passant  par  les  points  communs  à  la  conique  f=  0  et  à 
la  droite  a  =  0.  De  plus,  comme  elle  renferme  trois  paramètres 
arbitraires  m.n^p,  on  pourra  disposer  de  ceux-ci  de  manière  à 
faire  passer  la  conique  par  trois  nouveaux  points,  et  à  les  faire 
coïncider  par  conséquent  avec  une  quelconque  des  courbes  du  se- 
cond degré  qui  passent  par  les  deux  points  communs  à  f  et  à  a. 

Si  la  droite  a  =  0  est  une  tangente  à  la  conique  f=  0,  l'équa- 
tion [4]  représente  toutes  les  coniques  tangentes  à  la  courbe /"au 
même  point  que  la  droite  a. 

Par  exemple  :  toutes  les  coniques  tangentes  à  une  ellipse 


r_ 


donnée  —  H-p  =  l  en  un  même  point  (x\  y')  de  celte  ellipse 
seront  représentées  par  l'équation 

J>J-l)  +  (5^+f'-l)(«*-Hny  +  p)  =  0.  [5] 
Remahque.  —  Si  l'on  voulait  que  h  conique  fût  osculatrice  à 
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l'ellipse  au  point  (x'^  ?/),  il  faudrait  que  les  deux  courbes  eussent 
en  ce  point  un  contact  du  second  ordre,  ou  que  trois  points 
d'intersection  fussent  confondus  au  point  (x\i/)  ;  et,  comme  il  y  en 
a  déjà  deux,  il  faudrait  exprimer  que  la  droite  7nx  -f-  ny  -i-p  =  0 
passe  par  ce  point,  ce  qui  déterminerait  Fun  des  paramètres 
m,  n,  p,  le  dernier  par  exemple. 

Comme  il  resterait  encore  deux  paramètres  arbitraires  m  et  n, 
on  pourrait  en  disposer  pour  exprimer  que  la  conique  est  un 
cercle;  ce  serait  le  cercle  osculateur  au  point  {x\  if). 

446.  Équation  générale  des  coniques  tangentes  à  une 
conique  donnée  /"=  0  (le  point  de  contact  n'étant  pas  déter- 
miné). —  Cette  équation  est 

f('^^  y)  -+-[?/  —  ma: -i-4>(m)]  (ax  ^by-\-c)=:0,       [6] 

dans  laquelle  y  —  7nx  H-  ^{m)  est  le  premier  membre  de  l'équa- 
tion d'une  tangente  à  la  conique  donnée  en  fonction  de  son 
coefficient  angulaire. 
Pour  la  parabole,  par  exemple,  on  aurait 

?/  —  Ipx  -i-^y  —  mx  —  ^J  (ax  H-  by  -hc)=zO.    [7] 

4:47.  Équation  générale  des  coniques  bitangentes  à  une 
conique  donnée  /'=  0  aux  points  où  cette  conique  est  cou- 
pée par  une  droite  donnée  a:=0. 

Cette  équation  est 

f(^,î/)H-Xa^^O,  [8] 

X  désignant  un  paramètre  arbitraire.  En  effet,  si  dans  l'équa- 
tion [2]  du  n°  444  on  suppose  que  les  deux  droites  a  =  0  et 
g==:0  viennent  se  confondre  en  une  seule,  les  points  où  cette 
droite  unique  rencontrera  la  conique  f=  0  seront  des  points 
de  contact  de  toutes  les  courbes  représentées  par  l'équation  ; 
ces  courbes  seront  donc  bitangentes  aux  points  où  la  droite 
a  =  0  rencontre  la  conique  (=^0, 

Remarque.  —  Si  l'on  demandait  l'équation  générale  des  co- 
niques bitangentes  à  une  conique  donnée  en  deux  points  donnés 
de  cette  conique,  il  faudrait  dans  l'équation  [8]  remplacer  a  par 
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le  premier  membre  de  l'équ dion  de  la  droite  qui  joint  ces  deux 
points. 

448.  Comme  exemple  de  l'application  de  celte  équation,  on 
peut  se  proposer  le  problème  suivant. 

Trouver  réquation  qui  représente  les  deux  tangentes  que  Von 
juut  mener  à  une  conique  f(x,  y)  =0  par  un  point  (a,  g). 

En  rendant  homogène  l'équation  de  la  corde  des  contacts, 
l'équation  générale  des  coniques  bitangentes  à  la  conique  don- 
née, aux  points  où  elle  est  coupée  par  la  corde  des  contacts  re- 
lative au  point  donné,  est 

f\x,  y)  4-  À  {xfl,  -+-  yf;  +  ^f ;  )  :=  0. 

Les  deux  tangenîes  issues  du  point  donné  formant  l'une  de  ces 
coniques,  on  obtiendra  l'équation  qui  les  représente  en  déter- 
minant A  par  la  condition  que  celte  équation  soit  vérifiée  par  les 
coordonnées  du  point  donné.  En  ayant  égard  à  la  relation  (33) 

on  trouve  pour  l'équation  demandée 

-     4A^,  p)r(^,  y)  -  i^n + yn + mr^^. 

dans  laquelle  il  faut  faire  z=^i  et  y  =  1. 

449.  Équation  générale  des  coniques  tangentes  à  deux 
droites  données  y-=0,  c  =  0  en  deux  points  donnés  de  ces 

droites.  —  Pour  l'obtenir,  il  faut  remplacer  la  fonction  f  par 
le  produit  70,  et  a  par  le  premier  membre  de  l'équation  de  la 
droite  passant  par  les  deux  points  donnés;  si  y  —  ox — ^  =  0 
est  cette  équation,  l'équation  demandée  sera 

^fi-h-X(y-ax-bYz==.0.  [9] 

450.  Comme  exemple  de  l'application  de  cette  équation  gé- 
nérale, on  peut  se  proposer  le  problème  suivant  : 

Trouver  Féquation  de  la  parabole  qui  touche  deux  droites  don- 
nées en  des  points  donnés. 

X       11 
Prenons  pour  axes  les  deux  droites  ;  et  soit  — \-  j  —  1=0 

l'équation  de  la  droite  qui  passe  par  les  deux  points  donnés; 
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l'équation  générale  des  coniques  tangentes  aux  axes,  aux  points 
OÙ  ils  sont  coupés  par  cette  droite,  sera 


^y+M!  +  !— 0=0-  l'oi 


Pour  que  cette  équation  représente  une  parabole,  il  faut  qu'on 
ailB^  — 4AC  =  0,  ou 


Par  suite,  l'équation  de  la  parabole  demandée  est 
On  peut  la  mettre  sous  la  forme 


v/^-V 


y-i 


451.  Équation  des  coniques  circonscrites  à  un  triangle 
donné.  —  Soient  a=:0,  (5:^=0,  y  =  0  les  équations  des  trois 
côtés;  l'équation  demandée  sera 

rta(îH-fea7  +  CiSY  =  0,  [Id] 

rt,  t  et  c  désignant  des  paramètres  arbitraires.  En  effet,  cette 
équation  est  du  second  degré;  elle  est  satisfaite  par  les  valeurs 
de  a:  et  de  1/  qui  annulent  à  la  fois  a  et  g,  ou  a  et  v,  ou  [^  et  y; 
la  conique  qu'elle  représente  passe  donc  par  les  trois  sommets 
du  triangle. 

On  peut  profiter  de  l'indétermination  des  rapporls  de  deux 
des  trois  coefficients  a,  6  et  c  au  troisième  pour  satisfaire  à  deux 
autres  conditions  :  par  exemple,  pour  faire  passer  la  conique  par 
deux  autres  points  donnés  ;  ou  pour  exprimer  que  la  conitiue 
est  un  cercle,  etc.  Nous  reviendrons  plus  loin  sur  les  coniques 
circonscrites  à  un  triangle. 

Remarque.  —  En  écrivant  l'équation  [11]  sous  la  forme 
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on  voit  que  les  coniques  qu'elle  représente  n'ont  que  le  point 
p==:0,  Y^O  de  commun  avec  les  droites  représentées  par 
l'équation 

Cette  dernière  équation  est  donc  l'équation  générale  des  tan- 
gentes aux  coniques -circonscrites  au  triangle  donné,  au  sommet 
(2  =  0,  Y  =  0.  On  obtiendrait  de  même  les  équations  des  tan- 
gentes aux  deux  autres  sommets. 

45S.  Équation  générale  des  coniques  inscrites  ou  ex- 
inscrites à  un  triangle  donné. 

Soient  a  =  0,  p=:0,  y=:0  les  équations  des  trois  côtés  du 
triangle  donné,  et  a'  =  0,  P'  =  0,  ^^=^0  les  équations  des 
droites  qui  joignent  deux  à  deux  les  trois  points  de  contact.  Les 
coniques  cherchées  étant  circonscrites  au  triangle  formé  par  ces 
trois  dernières  droites,  leur  équation  générale  est  (451) 

et  il  s'agit  d'exprimer  ol\(ù\Y  en  fonction  de  a,^,^.  Or,  si  P'  =  0, 
y'=0  est  le  point  de  contact  situé  sur  le  côté  a=:  0,  ce  côté  sera 
la  tangente  en  ce  point  à  toutes  les  coniques  inscrites,  et  d'après 
la  remarque  du  numéro  précédent  cette  même  tangente  a  pour 
équation  ag'  +  ty'  =  0.  On  doit  donc  avoir 

aÇ:^' ■+-bY  =  koL, 

k  désignant  un  facteur  constant.  On  aura  de  même 

oa'  -4-  cf  =  /c^P,     hx  +  c[î'=:  /r^Y. 

En  remplaçant  a',  (i',  Y  par  leurs  valeurs  déduites  de  ces  équa- 
tions, et  posant  a/{  =  ±A,  t/c^z^dzB,  cfc^^dbC,  on  trouve 
pour  l'équation  demandée 

AV  +  W[6'  4-  C Y  ±  2 ABap  d-  2AGaY  ±  2BCPy z=z  0. 

Les  coefficients  des  rectangles  doivent  être  pris  tous  les  trois 
avec  le  signe  moins  ou  deux  avec  le  signe  +  et  un  avec  le 
signe  — ,  autrement  le  premier  membre  de  cette  équation  serait 
un  carré  parfait,  et  elle  ne  représenterait  plus  une  conique.  Les 
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quatre  combinaisons  de  signes  que  l'on  peut  faire  ainsi  corres- 
pondent aux  coniques  inscrites  et  ex-inscrites. 

On  peut  s'assurer  que  pour  y  =  0  le  premier  membre  de  cette 
équation  devient  un  carré  parfait,  et,  par  suite,  que  les  coniques 
qu'elle  représente  sont  bien  tangentes  à  la  droite  y  =  0.  Elles 
sont  de  même  tangentes  aux  droites  a  =  0  et  p  =  0. 

453.  Problème.  —  Trouver  le  lieu  géométrique  des  centres 
des  coniques  qui  liassent  par  quatre  points  donnés. 

Prenons  pour  axes  les  droites  menées  par  les  deux  premiers 
points  et  parles  deux  derniers;  et  soient 

-+^-1^0      et       î,-i_1^0 
a     b  a'     h' 

les  équations  des  droites  qui  joignent.le  premier  et  le  troisième 
point,  ou  le  second  et  le  quatrième,  l'équation  [3]  du  n''  444 
deviendra 


(: 


;+5-'  fi+l-'h'^"»^     l'^i 


ce  sera  l'équation  générale  des  coniques  considérées.  On  ob- 
tiendra donc  l'équation  du  lieu  demandé  en  égalant  à  zéro  les 
dérivées  partielles  de  cette  équation  par  rapporta  ^  et  à  ?/,  et  en 
éliminant  \  entre  les  équations  ainsi  obtenues.  On  trouve 


^.^vM^  ,  y    iU(*,-F-Y?+?-i 


a      h    \a'     h'        /     V^'      h'J\a     h 


)-■ 


ou 


aa'      bb'      2Vâ  ' 


^V-^K'i"^^"')^^^' 


équation  qui  représente  une  ellipse,  ou  une  hyperbole  selon  que 
les  produits  aa'  et  bb'  sont  de  signe  contraire  ou  de  môme  signe. 
La  courbe  passe  par  l'origine;  on  en  conclut  qu'elle  passe  par 
les  points  de  rencontre  des  trois  couples  de  sécantes  que  four- 
nissent les  quatre  points  donnés.  L'équation  est  également  sa- 
tisfaite par  les  valeurs 


1.         .  1 


X —  ^ 


^(a-f-tt')        et       y=-(b-hb'). 
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ce  qui  signifie  que  la  courbe  passe  par  le  centre  du  paraliélo- 
gramme  qui  a  pour  côtés  les  droites  x=a,x=a'  et  y=b, 
ij=b\  parallèles  aux  axes.  On  en  conclut  que  la  courbe  passe 
également  par  les  centres  des  deux  parallélogrammes  analogues 
obtenus  en  prenant  pour  axes  les  autres  couples  de  sécantes. 
Les  coordonnées  du  centre  sont 

1  1 

et,  lorsque  la  courbe  est  une  hyperbole,  les  directions  asym- 
ptotiques  sont  données  par  les  équations 


y:=±.x\/  —, 
''  V  aa 


aa 

454.  Propriétés  communes  aux  coniques  satisfaisant  à 
diverses  conditions.  —  Théorème  I.  —  Quand  deux  coniques  sont 
conceiîtriques,  toutes  les  coniques  qui  passent  par  leurs  quatre 
points  d'intersection  sont  concentriques  entre  elles. 

Soient /"=  0  et  ç=:0  les  deux  coniques  données;  l'équation 
générale  des  coniques  qui  passent  par  leurs  quatre  points  d'in- 
tersection est 

Or  si  l'on  suppose  les  coniques  données  rapportées  à  leur 
centre,  les  fonctions  f  et  o  manqueront  des  termes  du  premier 
degré;  il  en  sera  donc  de  même  de  la  fonction  f+Xç,  ce  qui 
démontre  la  proposition. 

455.  Théorème  II.  —  Pour  que  les  quatre  points  d'intersection 
de  deux  coniques  f=0  et  (^=:(}  soient  sur  une  même  circonférence 
de  cercle,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  axes  soient  parallèles  ou  per- 
pendiculaires . 

Soient,  en  elfet, 
et 
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les  équations  des  coniques  données.  L'équalion  générale  des 
coniques  passant  par  leurs  points  d'intersection  sera 

(A-+- aA>' +•  (B-h  AB>y  H- (G  4-)X/)î/ -H  . . . =0. 

Pour  que  cette  équation  représente  un  cercle,  les  axes  de 
coordonnées  étant  supposés  rectangulaires,  il  faut  qu'on  ait 

[119] 

A+U'=:C-f->X'      et      B-+-aB'=0. 

En  éliminant  \  entre  ces  deux  relations,  on  trouve 

B  B' 


AB'-A'B.-=:CB'— C'B,      d'où 


A  — G     A'  — G' 


Celte  condition  exprime  (222)  que,  si  l'on  désigne  par  a  et  a' les 
angles  que  Fun  des  axes  de  chacune  des  deux  courbes  fait  avec 
l'axe  des  x,  on  a 

tang  2a  =  tangua',       d'où        a  =  a'-Hn.^, 

c'est-à-dire  que  ces  axes  sont  parallèles  ou  perpendiculaires. 

GoHOLLAiREs.  —  1"  Si  dcux  coiuques  ont  leurs  axes  parallèles 
ou  perpendiculaires j  toutes  les  coniques  qui  passent  par  les  quatre 
points  communs  aux  deux  premières  ont  leurs  axes  parallèles  ou 
perpendiculaires  à  ceux  de  ces  deux  premières. 

2°  Si  par  trois  points  donnés,  non  en  ligne  droite^  on  fait  passer 
des  couples  de  paraboles  ayant  leurs  axes  perpendiculaires  Je  lieu 
du  quutiième  point  dHntersection  est  la  circonférence  de  cercle  qui 
passe  par  les  trois  premiers. 

4:56.  Théorème  III.  —  Si  par  les  points  d'intersection  de 
deux  coniques  données^  on  fait  passer  d'autres  coniques,  les  dia- 
mètres de  ces  coniques  qui  sont  conjugués  ù  une  même  direction 
concourent  en  un  même  point. 

Considérons,  en  effet,  l'équalion  /'-i-).ç)=:0.  L'équation  du 
diamètre  conjugué  à  la  direction  y  =  mx  est  (j308) 

{fx-^W-^Mfy-^W^^^ 

ou 

{f,-hmf;)-h\(o',-hm-.;,)  =  0. 
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Or  cette  équation  est  satisfaite,  quel  que  soitX,  si  l'on  a  à  la 
fois 

f^-\-mfy  =  0      et      o^-hYnoy  =  0, 

c'est-à-dire  que  le  diamètre  delà  conique  f-h'}.o=0  conjugué  à 
la  direction  y  =  mx  passe  par  le  point  d'intersection  des  diamè- 
tres des  coniques  données  conjugués  à  la  même  direction. 

Remarque.  —  Tous  ces  diamètres  seraient  parallèles  si  ceux 
des  deux  coniques  données  l'étaient. 

457.  Théorème  IV.  —  Si  par  les  points  (rintersedion  de  deux 
coniques  données  on  fait  passer  d'' autres  coniques,  les  polaires  d'un 
même  point  P  par  rapport  à  ces  diverses  coniques  passent  par  un 
même  point, 

Soient  a,  g  les  coordonnées  du  point  P  ;  et  considérons  l'équa- 
tion jïénérale 


&^ 


La  polaire  du  point  P,  par  rapport  à  cette  conique,  n'étant  autre 
chose  (145)  que  la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues  de 
ce  point,  son  équation  est 

(«---a;)(/;  +  X9;)-H(g-î/)(/;+A9;)=:0. 

Or  cette  équation  est  satisfaite  quel  que  soit  X  si  l'on  a  à  la  fois 

(a— a;)/';4-(;S  — î/)f,==0     et     (a  — x)?;  + (g  — ?/)?;==:  0, 

c'est-à-dire  que  la  polaire  de  la  courbe  f-^\o=zO  passe  par  le 
point  d'intersection  des  polaires  des  courbes  /"=  0  et  ç  =  0,  re- 
latives au  môme  point  P* 

458.  Théorème  V.  —  Lorsqu'une  conique  est  circonscrite  à  un 
quadrilatère,  le  produit  des  distances  dhm  quelconque  de  ses  points 
à  deux  côtés  opposés  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  produit 
des  distances  de  ce  même  point  aux  deux  autres  côtés. 

Soient  a=:0,Y=0,  (5=0,  c=0  les  équations  des  quatre  côtés 
consécutifs  du  quadrilatère;  l'équation  générale  des  coniques 
circonscrites  sera 

àiS-f-AYÛ=0. 
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Nous  supposerons  les  équations  des  côtés  mises  sous  la  forme 

iccosô  +  î/sinô — p  =  0, 

en  sorte  que  a,  g,  y,  a  représenteront  les  distances  du  point 
{x,  y)  aux  quatre  côtés,  les  axes  étant  supposés  rectangulaires. 
Dés  lors  l'équation  générale  des  coniques  circonscrites  donne 
immédiatement 

ce  qui  démontre  la  proposition.    . 

459.  Théorème  YI.  —  Quand  une  conique  est  tangente  à  deux 
droites^  le  produit  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
aux  deux  tangentes  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la 
distance  de  ce  point  à  la  corde  des  contacts. 

Soient  a=  0  et  g  =  0  les  équations  des  deux  tangentes  et  y = 0 
l'équation  de  la  corde  des  contacts.  L'équation  générale  des 
coniques  satisfaisant  à  ces  conditions  est 

d'où  Ton  tire 

ce  qui  démontre  la  proposition.  Car  on  peut  supposer  les  équa- 
tions des  trois  droites  mises  sous  la  forme  convenable  pour  que 
a,  p,  Y  représentent  les  distances  considérées. 

460.  TiiÉouÊME  VII.  —  La  puissance  d'un  point  quelconque 
d''une  conique  par  rapport  à  un  cercle  est  dans  un  l'apport  constant 
avec  le  produit  des  distances  de  ce  point  aux  deux  sécantes  réelles 
communes  à  la  conique  et  au  cercle.  (On  sait  qu'il  y  en  a  toujours 
au  moins  deux.) 

Soit 

{x  —  a)'-]-(g--hY  —  r'^0 

l'équation  du  cercle,  et  a=:0,p=0  les  équations  des  sécantes 
réelles  communes,  mises  sous  la  forme 

a;  ces  ô-h  t/sinô  —  ]j=0 
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de  telle  sorte  que  a  et  g  représentent  les  distances  du  point  {x,  y) 
à  ces  deux  sécantes.  L'équation  générale  des  coniques  ayant 
avec  le  cercle  les  mêmes  sécantes  communes  sera 

(x-aY-\-(y  —  by  —  r'-h\.7^^=Q.  [\] 

On  en  tire 

(x  —  a)--hiy  -bY—r' 

ce  qui  revient  à  l'énoncé  de  la  proposition. 

Corollaire.  —  Si  le  cercle  et  la  conique  sont  bitangenls, 
l'équation  de  laconique  devient 

{x—a)'-{-{y  —  bf-r'-i-\,7.'=0,  [2] 

d'où  l'on  tire 

ix  —  oY-{-(y  —  bY—r'_     . 
a'  ~      ''' 

ce  qui  signifie  que  lorsqu'un  cercle  est  bitangent  à  une  conique^ 
la  puissance  d'un  point  quelconque  de  cette  conique  par  rapport  an 
cercle  est  dans  un  rapport  constant  avec  le  carré  de  la  distance  du 
même  jioint  à  la  corde  des  contacts. 

RtMARQUE.  — Pourr==:0  l'équation  [2]  devient  l'équation  fo- 
cale de  la  conique.  Il  s'ensuit  que  l'on  peut  considérer  un  cer- 
cle de  rayon  nul  et  ayant  le  foyer  pour  centre  comme  bitangent 
à  une  conique  en  deux  points  imaginaires,  qui  sont  alors  situés 
sur  la  directrice  correspondante. 

Les  cercles  bitangenls  à  une  conique  et  ayant  un  de  ses  foyers 
pour  centre  sont  quelquefois  appelés  cercles  focaux. 


g  5.   —  THÉORÈMES  DIVERS  SUR  LES  CONIQUES. 

461.  Théorème.  —  Lorsque  trois  coniques  ont  deux  points  com- 
muns^ les  trois  sécantes  qui  joignent  les  autres  points  d  intersec- 
tion de  ces  courbes,  considérées  deux  à  deux,  concourent  en  un 
même  point. 

Soit 

1=0  [1] 
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l'équation  de  l'une  des  coniques  et  a  =  0  l'équation  de  la  corde 
commune  aux  trois  courbes,  les  équations  des  deux  autres  co- 
niques pourront  être  mises  sous  la  forme 


[2] 


f+X.aê,  =  0     et     /•+./,'. aY  =  0, 


[5] 


^:=0  étant  l'équalion  de  la  seconde  corde  commune  aux  cour- 
bes [1]  et  [2],  et  Y=0  celle  de  la  seconde  corde  commune  aux 
courbes  [1]  et  [5].  Quant  à  l'équation  de  la  seconde  corde  com- 
mune aux  courbes  |2]  et  [5],  on  l'obtient  en  retranchant  membre 
à  membre  les  équations  [1]  et  [2],  ce  qui  donne 


d'où 


a(Xg-}/Y)  =  0, 


a=:0,     relation  déjà  connue,  et    >.g  — >/y=0. 

Les  trois  secondes  cordes  communes  considérées  ont  donc  pour 
équations 

Ci  — 0,     Y  =  0     et     X^  —  \'yz=0. 

Or  la  dernière  est  une  conséquence  des  deux  premières  ;  par  con- 
séquent, ces  trois  droites  concourent  en  un  même  point  (91). 

46S.  Théorème  de  Pascal.  —  Lorsquim  hexagone  quelconque 
ABCDEF  (fig.  153)  est  in- 
scrit dans  une  conique,  les 
points  de  concours  M,  N,  P  de 
ses  côtés  opposés  sont  en 
ligne  droite. 

Ce  théorème  est  une  con- 
séquence du  précédent.  La 
conique  considérée ,  que 
nous  désignerons  par  /*,  et 
les  deux  couples  de  droites 
BC,  DE  et  AB,  EF,  peuvent 
être  regardés   comme  trois 

coniques,  qui  ont  une  sécante  commune  BE.  La  seconde  sécante 
commune  à  la  conique  f  et  au  système  BC,  DE  est  CD;  la  seconde 
sécante  commune  à  la  conique  f  et  au  système  AB,  EF  est  AF  ; 
enfin  la  seconde  sécante  commune  aux  deux  systèmes  BC,  DE  et 
AB,EF  est  MN.  En  vertu  du  théorème  qui  précède  les  trois  droi- 
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tes  CD,  AF  etMN  concourent  donc  en  un  mêmepointP;  donc  les 
trois  points  M,  N,  P  sont  en  ligne  droite;  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. 

Corollaires.  —  Cette  démonstration  est  indépendanle  de  la 
longueur  des  côtés  de  l'hexagone  ;  le  théorème  subsiste  donc 
encore  si  deux  sommets  consécutifs  viennent  se  confondre  en 
un  seul,  la  tangente  en  ce  point  remplaçant  alors  le  côté  disparu. 
Delà  plusieurs  corollaires. 

I.  Soient  A ,  B,  C,  D,  E  les  sommets  consécutifs  d'un  pentagone 
inscrit  dans  une  conique;  menons  par  l'un  des  sommets  A  une 
tangente  AT;  les  trois  points  de  concours  des  droites  AT  et  CD, 
AB  et  DE,  BC  et  EA  seront  en  ligne  droite. 

IL  Soient  A,  B,  C,D  les  sommets  consécutifs  d'un  quadrila- 
tère inscrit  dans  une  conique  ;  menons,  par  deux  des  sommets 
opposés  A  et  C,  les  tangentes  AT  et  CT';  les  trois  points  de  con- 
cours des  droites  AT  et  CT',  AB  et  CD,  BC  et  AD  seront  en  ligne 
droite. 

Si  Ton  mène  des  tangentes  AT  et  BF  par  deux  sommets  con- 
sécutifs A  et  B,  les  trois  points  de  concours  des  droites  AT  et 
BC,  AB  et  CD,  BT'  et  AD  seront  en  ligne  droite. 

III.  Si  par  les  sommets  d'un  triangle  inscrit  dans  une  coni- 
que on  mène  des  tangentes,  les  points  de  concours  de  chaque 
côté  avec  la  tangente  au  sommet  opposé  seront  en  ligne  droite. 

IV.  Si  dans  un  hexagone  inscrit  à  une  conique  deux  côtés 
opposés  sont  parallèles,  les  autres  côtés  seront  aussi  parallèles 
deux  à  deux. 

Remarque.  —  Le  théorème  de  Pascal  s'applique  aux  hexa- 
gones étoiles. 

463.  Réciproquement.  —  Si  un  hexagone  jouit  de  cette  pro- 
priété que  les  points  de  concours  de  ses  côtés  opposés  soient  en 
ligne  droite,  cet  hexagone  est  insciiptible  dans  une  conique. 

Supposons,  en  effet,  que  l'hexagone  ABCDEF  (tig.  155)  rem- 
plisse la  condition  indiquée;  la  conique  qui  passe  par  les  points 
B,  C,  D,  E,  F,  devra  passer  aussi  par  le  point  A.  Car  si  elle  cou- 
pait MB  en  un  point  A'  différent  de  A,  il  faudrait  qu'en  joignant 
A'F,  cette  droite  vint  passer  au  point  P,  ce  qui  est  impossible. 
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Corollaires.  —  J.  Étant  donnés  cinq  points  B,  C,  D,  1^  b'  d'une 
conique,  on  peut  toujours  en  trouver  un  sixième.  Pour  cela,  on 
mènera  par  le  point  B  une  droite  BA  dans  une  direction  quel- 
conque; puis  on  déterminera  successivement  :  le  point  de  ren- 
contre M  des  droites  AB  et  DE,  le  point  de  rencontre  N  des  droites 
BG  et  EF,  le  point  de  rencontre  P  des  droites  MN  et  CD,  enfin  le 
point  de  rencontre  A  des  droites  i\IB  et  PF  ;  ce  sera  le  sixième 
point  demandé. 

On  pourra,  parmi  ces  six  points,  en  prendre  cinq  quelconques, 
comprenant  le  point  A,  et  déterminer  un  septième  point  delà 
conique.  En  continuant  ainsi  on  construira  autant  de  points  de 
la  courbe  qu'on  le  voudra. 

II.  On  peut  aussi,  étant  donnés  cinq  points  d'une  conique,  con- 
struire à  l'aide  du  théorème  de  Pascal  la  tangente  en  l'un  de  ces 
points.  Soient,  en  effet,  A,  B,  C,  D,  E  (le  lecteur  est  prié  de  faire 
la  figure)  les  cinq  points  donnés,  et  supposons  qu'on  veuille 
construire  la  tangente  en  A.  On  déterminera  le  point  de  ren- 
contre M  des  droites  AB  et  DE,  et  le  point  de  rencontre  N  des 
droites  BG  et  AE;  on  joindra  MN,  et  l'on  déterminera  le  point  T 
où  cette  droite  rencontre  CD;  la  droite  joignant  le  point  A  au 
point  T  sera  la  tangente  demandée. 

On  peut  donc,  étant  donnés  cinq  points  d'une  conique,  con- 
struire autant  de  points  qu'on  le  voudra  de  la  courbe  et  la  tan- 
gente en  chacun  de  ces  points. 

464.  Théorème  de  Brianchon.  —  Dans  tout  hexagone  circon- 
scrit à  une  conique  les  droites  qui  joignent  (. 
les  sommets  opposés  concourent  en  un                  .^^<f==^^^^^7A 
même  point.                                                    n<y        /  """^A 

Soit  ABCDEF  (fig.  154)  un  hexagone         /'     \/l-^'' 
circonscrit  à  une  conique;  inscrivons        r,^^-^'^\^    -/ 
l'hexagone  atcrfe/',  qui  a  pour  sommets    a<Tj        /      }(// 
les  points   de    contact   des   côtés  de  >^^;;l^^^^^^- 

l'hexa<^^one    circonscrit.   La  droite   a\  i'  ^.    ,.., 

étant  la  corde  des  contacts  des  deux 

tangentes  menées  à  la  conique  par  le  point  A,  ce  point  A  est 
le  pôle  de  la  corde  a/*;  de  même  le  point  D  est  le  pôle  de  la  corde 
cà\  par  conséquent,  la  droite  AD  qui  joint  ces  deux  pôles  est  la 
polaire  du  point  de  rencontre  des  deux  cordes  af  et  al  [344, 
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cor.] .  On  démontrera  de  même  que  BE  est  la  polaire  du  point 
de  rencontre  des  cordes  ab  et  ed,  et  que  CF  est  la  polaire  du 
point  de  rencontre  des  cordes  bc  et  ef.  Or,  d'après  le  théorème 
de  Pascal,  les  points  de  rencontre  de  ces  trois  couples  de  cordes, 
qui  sont  les  côtés  opposés  d'un  hexagone  inscrit,  sont  en  ligne 
droite;  donc  (344)  leurs  polaires  AD,  BE,  CF  concourent  en  un 
même  point  :  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Corollaires.  —  Le  théorème  subsiste  quelque  pclit  que  soit 
l'angle  de  deux  côtés  consécutifs  de  l'hexagone  circonscrit  ;  il 
subsiste  donc  encore  lorsque  deux  côtés  consécutifs  se  confon- 
dent en  une  môme  tangente,  auquel  cas  le  point  de  contact  de 
cette  tangente  remplace  le  sommet  qui  a  disparu.  11  résulte  de 
cette  remarque  plusieurs  corollaires. 

1.  Soit  ABCDE  un  pentagone  circonscrit  à  une  conique  ;  et 
soit  t  le  point  de  tangence  du  côté  AB  ;  les  droites  AC,  BE  et  td 
concourront  en  un  même  point. 

IL  SoitABCDun  quadrilatère  circonscrit;  et  soient  t  le  point 
de  contact  du  côté  AB  et  t' le  point  de  contact  du  côté  CD  ;  les 
droites  AC,  BC  et  W  concourront  en  un  même  point. 

Sit  eit'  désignent  les  points  de  contact  de  deux  côtés  consé- 
cutifs AB  et  BC,  les  droites  Af,  tB  et  BC  concourront  en  un 
même  point. 

IIL  Si  un  triangle  est  circonscrit  à  une  conique,  les  droites 
qui  joignent  chaque  sommet  au  point  de  contact  du  côté  opposé 
se  coupent  en  un  même  point. 

465.  Réciproquement.  —  Si  un  hexagone  ABCdEF  (fig.  154) 
jouit  de  celte  propriété  que  les  droites  joignant  les  sommets  opposés 
concourent  en  un  même  points  cet  hexagone  est  circonscrïptible  à 
une  conique. 

En  effet,  on  peut  toujours  tracer  une  conique  tangente  à  cinq 
côtés  AB,  BC,  CD,  DE,  EF  ;  cette  conique  devra  aussi  être  tan- 
gente au  sixième;  car  dans  le  cas  contraire  on  pourrait  mener 
à  la  conique  par  le  point  F  une  tangente  qui  couperait  AB  en 
un  point  A'  différent  de  A;  et  la  droite  A'D  devrait  passer  par  le 
point  I,  ce  qui  est  impossible. 

Corollaires.  —  L  Étant  données  cinq  tangentes  à  une  co- 
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nique,  on  peut  toujours  en  mener  une  sixième.  Soient  en  effet 
AB,BC,CD,DE,EF  les  cinq  tangentes  données,  les  points  A  et 
F  n'étant  point  déterminés.  On  pourra  se  donner  le  point  F  sur 
la  direclion  EF;  on  joindra  alors  BE  et  CE,  qui  se  couperont  en 
un  point  I;  puis  enjoindra  DI,  qui  coupera  AB  en  un  point  A  ; 
la  droite  AF  sera  la  sixième  tangente. 

On  pourra  parmi  ces  six  tangentes  en  prendre  cinq  compre- 
nant AF,  et  s'en  servir  pour  déterminer  une  septième  tangente. 
On  obtiendra  de  cette  manière  autant  de  tangentes  qu'on  le 
voudra. 

IL  On  peut  aussi,  étant  données  cinq  (angentes,  déterminer 
le  point  de  contact  de  l'une  d'elles.  Soient,  en  effet,  ABCDE  le 
pentagone  formé  par  les  cinq  tangentes,  et  supposons  qu'on 
veuille  obtenir  le  point  de  contact  du  côté  AB.  On  joindra  AC  et 
BE,  qui  se  couperont  en  un  point  I  ;  on  joindra  ensuite  DI;  le 
point  t,  où  DI  coupera  le  côté  AB,  sera  le  point  de  contact  de  ce 
côté. 

On  voit  donc  que  l'on  peut,  étant  données  cinq  tangentes,  en 
construire  autant  qu'on  le  voudra  et  déterminer  le  point  de  con- 
tact de  chacune  d'elles. 

466.  Problème.  —  Construire  la  conique  passant  par  cinq 
points  donnés. 

On  commencera  par  mener  les  tangentes  en  trois  des  points 
donnés,  comme  nous  l'avons  indiqué  au  \f  463,  II.  Soient  A, 
B,  C  (fig.  155)  les  trois  points  considérés 
et  mA,  mn,  nC  les  tangentes  en  ces  points. 
Si  l'on  joint  le  point  m  au  milieu  i  de  la 
corde  des  contacts  AB,  on  aura  un  dia- 
mètre, ainsi  qu'il  est  facile  de  le  démon- 
trer; de  même,  en  joignant  le  point  n  au 
milieu  K  de  la  corde  BG,  on  obtiendra  un 
second  diamètre. 

Fig,  153. 

I.  Supposons  que  ces  deux  diamètres 
se  rencontrent  en  un  point  0  ;  la  courbe  sera  ijne  ellipse  ou  une 
hyperbole,  et  le  point  0  en  sera  le  centre  :  ce  sera  une  ellipse  si 
les  points  m  et  0  sont  situés  de  part  et  d'autre  de  la  corde  AB; 
ce  sera  une  hyperbole  si  ces  deux  points  sont  d'un  môme  côté 
de  la  corde.  Menons  par  le  point  0  une  droite  0/ parallèle  à  AB  ; 
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les  directions  Om  et  0/  seront  celles  de  deux  diamètres  conju- 
gués, dont  nous  représenterons  les  longueurs  par  a'  eib'.  IS'ous 
aurons  (»68) 

a'=\/0m.0i. 

Si  nous  menons  enfin  Cp  parallèle  à  Om,  les  longueurs Cp  eiOp 
seront  les  coordonnées  du  point  G  de  la  courbe  par  rapport  à  ces 
deux  diamètres  conjugués;  on  aura  donc 

a"-       h'^~   ' 

0 

d'où  l'on  tirera  la  valeur  de  b'.  Connaissant  de  position  et  de 
grandeur  un  système  de  diamètres  conjugués,  on  pourra  con- 
struire les  axes  (386). 

11.  Supposons  que  les  deux  diamètres  construits  soient  paral- 
lèles ;  la  courbe  sera  une  parabole  ;  et  l'on  pourra,  pour  la  con- 
struire, opérer  de  la  manière  suivante. 

Soient  mO  et  nO'  (fig.  156)  les  deux  diamètres  parallèles  ob- 

^  tenus.  On  fera  au  point  B,  avecmn,,  un 

~^^^  angle  mBF  égal  à  l'angle  mB/j  que  fait 

y^k/    ^        ^^^^  ^^^^  ^^^  parallèle  aux  diamètres; 

F     n /^  /  la  droite  ainsi  menée  passera  par  le 

/\    /  foyer.  En  opérant  de  môme  au  point  G, 

— / i    xy rv   on   obtiendra  une  seconde  droite  CF 

N/  V  *'       passant  par  le  foyer  F  ;  et  ce  point  se 

^)i  trouvera  déterminé.    On   mènera  FX 

^  \^^  parallèle  aux  diamètres;  ce  sera  Taxe 

,gg  de  la  parabole.  On  abaissera  du  point 

F  une  perpendiculaire  Fr  sur  l'une  des 

t\ngentes,  et  du  point  r  une  perpendiculaire  rS  sur  Taxe;  le 

p  o,d  S  de  cette  perpendiculaire  sera  le  sommet.  Avec  le  foyer 

et  je  sommet  on  sait  construire  une  parabole  (384) . 

467.  Problème.  —  Construire  la  conique  tangente  à  cinq  droi- 
tes données. 

On  déterminera  les  points  de  contact  de  trois  de  ces  tangentes 
(463,  11)  ;  et  le  problème  sera  ramené  au  précédent. 

468.  Exercices.  —  I.  Construire  une  parabole  circonscrite  à 
un  quadrilatère  convexe. 
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T  Construire  une  conique  connaissant  le  centre  et  trois  points/ 

5°  Construire  une  conique  connaissant  le  centre  et  trois  tan- 
gentes. 


§  6.  —  NOTIONS  SUR  LA  MÉTHODE  DES  POLAIRES  HÉCIPROQUES. 

469.  Concevons  que  dans  le  plan  d'une  conique  donnée  f=:^Oon  ait  tracé 
un  triangle  ;  désignons  par  A,  B,  C  ses  sommets,  et  soient  p,  (j,  r  les  pôles  des 
côtés  AB,  AC,  BC  de  ce  triangle  par  rapport  à  la  conique  /.  D'après  les  pro- 
priétés des  polaires  (*44),  le  sommet  A  aura  pour  polaire  la  droite  p^  qui 
joint  les  pôles  des  côtés  AB  et  AC  aboutissant  au  point  A;  de  même  le  point  B 
aura  pour  polaire  la  droite  pr,  et  le  point  C  aura  pour  polaire  la  droite  qr.  Les 
deux  triangles  ABC,  pqr  jouissent  donc  de  cette  propriété  que  chaque  sommet 
de  l'un  a  pour  polaire  un  côté  de  l'autre,  et  vice  versa.  Ces  deux  triangles, 
pour  cette  raison,  sont  appelés /?o/m>es  réciproques,  et  la  conique  /"^O  prend 
le  nom  de  conique  directrice. 

On  peut  construire  de  même  le  polygone  polaire  réciproque  d'un  polygone 
donné;  il  suffit  pour  cela  de  déterminer,  par  rapport  à  la  conique  directrice, 
les  pôles  des  côtés  successifs  du  polygone  donné,  et  de  joindre  consécutivement 
les  pôles  ainsi  obtenus.  Les  côtés  du  second  polygone  seront  les  polaires  des 
sommets  du  premier  (244). 

Les  mêmes  notions  peuvent  s'étendre  aux  lignes  courbes.  Soit  S  une  courbe 
donnée  ;  si  l'on  détermine,  par  rapport  à  la  conique  directrice,  les  pôles  des 
tangentes  à  la  courbe  S,  ces  pôles  formeront  une  courbe  S'  qui  sera  la  polaire 
réciproque  de  S.  Soient,  en  effet,  T  et  T'  deux  tangentes  à  la  courbe  S,  et 
soient  p  et  p'  leurs  pôles  ;  la  droite  pp'  sera  la  polaire  du  point  de  rencontre 
de  T  et  de  T',  Mais  si  l'on  suppose  que  les  points  de  contact  de  ces  deux  tan- 
gentes se  rapprochent  indéfiniment,  leur  point  d'intersection  s'approchera 
indéfiniment  de  la  courbe  S,  et  aura  pour  limite  un  point  M  de  cette  courbe. 
En  même  temps,  les  points  p  et  p'  se  rapprocheront  indéfiniment,  et  la  droite 
qui  les  joint  s'approchera  indéfiniment  d'une  tangente  ^  à  la  courbe  S'.  On  en 
conclut  que  les  points  de  la  courbe  S  ont  pour  polaires  les  tangentes  de  la 
courbe  S'.  Ces  deux  courbes  sont  donc  polaires  réciproques  par  rapport  à  la 
conique  directrice. 

I'3'O.  Problème.  —  Étant  donnée  V équation  Y[x,  î/)  =  0  d'une  courbe  S, 
trouver  par  rapport  à  une  conique  f{x,  î/)  =  0  V équation  de  sa  polaire  réci- 
proque S'. 

Soient 

[1]  ¥'{x,y,z)  =  0     et    f{x,y^,z)  =  0  [2] 

l'équation  de  la  courbe  donnée  et  celle  de  la  conique  directrice  rendues  ho- 
mogènes en  remplaçant  x  ety  par  —  et  -.  L'équation  d'une  tangente  à  la 
courbe  S  sera  («38),  en  désignant  parX,  Y,  Z  les  coordonnées  courantes, 

XF'^H-YF'^  +  ZF'j=:0.  [31 
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Soient  a,  [3,  7  les  coordonnées  homogènes  d'un  point  de  la  courbe  S',  l'équa- 
tion de  la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  conique  directrice  sera  (241) 

X/-'a-f-Y/^p4-Z/-'-,r:rO.  [4] 

Si  Ton  veut  que  celte  polaire  coïncide  avec  la  tangente  à  la  courbe  S,  il  faut 
écrire 

Si,  après  avoir  fait  dans  ces  deux  dernières  équalions  z=l  et  7  =  1,  on  éli- 
mine a;  et  î/  entre  ces  mêmes  équations  et  l'équation  [1]  de  la  courbe  S,  on 
aura  une  relation  conslante  entre  a  et  p,  soit 

9('^,P)==0;  [6] 

ce  sera  l'équation  de  la  polaire  réciproque  de  S. 

Exemple.  —  Supposons  que  la  conique  directrice  soit  la  parabole  ij- — 2p:ï;=:0, 
et  que  la  courbe  donnée  S  soit  le  cercle  x'^-^y-~f^z=z{i.  On  aura  d'abord,  en 
rendant  ces  équations  homogènes, 

if  —  'lpxz=0     et    a:-  +  ?/-  — rV^O. 
Il  en  résulte 

P^  =  2a;,       F'j,  =  %,     ¥^^z=  —  2rH, 

Par  suite,  les  équations  [5]  deviennent 

X  y rH 

n  ~"  P  ~  F»' 
ou,  en  faisant  2  =  1  et  7=!, 

X  _y r^ 

d'où  l'on  tire 

xz= et     y=z: — . 

a  px 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  x'*  -+-  if^=r-,  on  trouve 

équation  d'une  hyperbole  ;  c'est  la  polaire  réciproque  du  cercle  par  rapport  à 
la  parabole. 

491.  L'emploi  des  polaires  réciproques  constitue  une  méthode  féconde  qui 
permet  de  déduire  des  propriétés  d'une  figure  les  propriétés  corrélatives  de 
la  ligure  polaire  réciproque.  Elle  est  surtout  utile  pour  l'étude  des  coniques, 
parce  que,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  la  polaire  réciproque  d'une  courbe 
du  second  degré  est  encore  une  courbe  du  second  degré.  En  elfet,  la  méthode 
indiquée  ci-dessus  montre  d'abord  que  la  polaire  réciproque  d'une  courbe 


NOTIONS  SUR  LA  MÉTHODE  DES  POLAIRES  RÉCIPROQUES.  577 

algébrique  est  encore  une  courbe  algébrique.  Or  si  la  courbe  proposée  est  du 
second  degré,  on  ne  peut,  par  un  point  donné,  lui  mener  que  deux  tangentes; 
il  en  résulte,  pour  sa  polaire  réciproque,  qu'une  droite  ne  peut  la  couper  qu'en 
deux  points,  et  puisqu'elle  est  algébrique,  ce  ne  peut  être  qu'une  courbe  du 
second  degré. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  algébrique  de  degré  m,  la  polaire  réciproque  est 
du  degré  m(m—l);  c'est-à-dire  que  la  classe  de  la  courbe  polaire  réciproque 
d'une  courbe  algébrique  donnée  correspond  au  degré  de  celte  courbe. 

Nous  nous  bornerons  aux  exemples  suivants  de  l'emploi  des  polaires  réci- 
proques. 

412.  I.  C'est  par  l'emploi  des  polaires  réciproques  que  nous  avons,  au 
n''  4G4,  déduit  le  théorème  de  Brianchon  du  théorème  de  Pascal. 

II.  Ayant  démontré  (429)  que  par  cinq  points  donnés  on  peut  toujours 
faire  passer  une  conique,  et  une  seule,  on  en  conclut  qu'étant  données  cinq 
droites,  il  existe  une  conique,  et  une  seule,  tangente  à  ces  cinq  droites.  En 
effet,  par  les  polaires  réciproques  ces  cinq  tangentes  se  changeront  en  cinq 
points,  par  lesquels  on  pourra  faire  passer  une  conique  S,  et  une  seule;  donc  la 
polaire  réciproque  S' sera  tangente  aux  cinq  droites  données  et  jouira  seule 
de  cette  propriété. 

III.  On  a  démontré  au  n"  45 'ï  que,  si,  par  les  quatre  points  d'intersection  de 
deux  coniques,  on  fait  passer  d^autres  coniques,  les  polaires  d'un  même  point 
P,  par  rapport  à  ces  diverses  coniques,  passent  toutes  par  un  même  point.  Par 
les  polaires  réciproques,  on  en  conclut  ce  théorème  corrélatif:  si  l'on  mène 
toutes  les  coniques  tangentes  à  quatre  droites  données,  les  pôles  d'une  même 
droite  D  par  rapport  à  ces  diverses  coniques  sont  tous  sur  une  même  droite. 

IV.  Si  l'on  applique  ce  dernier  théorème  au  cas  où  la  droite  D  s'éloignerait 
parallèlement  à  elle-même  à  une  distance  infinie,  les  pôles  de  cette  droite  par 
rapport  aux  diverses  coniques  considérées  deviennent  les  centres  de  ces  coni- 
ques ;  il  en  résulte  ce  nouveau  théorème  :  le  lieu  des  centres  des  coniques  tan- 
gentes à  quatre  droites  données  est  une  ligne  droite. 

V.  On  a  démontré  au  n°  461  que,  lorsque  trois  coniques  ont  deux  points 
communs,  les  trois  sécantes  qui  joignent  les  autres  points  d'intersection  de  ces 
courbes  considérées  deux  à  deux  concourent  au  même  point.  On  en  déduit  par 
les  polaires  réciproques  ce  théorème  corrélatif  :  lorsque  trois  coniques  ont 
deux  tangentes  communes,  les  points  de  rencontre  des  autres  couples  de  tan- 
gentes communes  à  ces  courbes  considérées  deux  à  deux  sont  situés  en  ligne 
droite. 


CHAPITRE  XI 

SUITE  DE  LA  THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  COURBES 
^1.    —  ENVELOPPES    ET    DÉVELOPPÉES. 

473.  Courbes  enveloppes.  —  Lorsque  l'équation  d'une 
courbe  contient  un  paramètre  arbitraire  que  l'on  peut  faire  va- 
rier, toutes  les  courbes  qui  correspondent  aux  différentes  va- 
leurs de  ce  paramètre  forment  ce  qu'on  appelle  une  famille  de 
courbes.  Soit  /"(ic,  i/,  a)  =  0  l'équation  d'une  pareille  famille  de 
courbes.  Pour  une  valeur  déterminée  de  «,  cette  équalion  re- 
présente une  courbe  déterminée;  si  l'on  change  a  en  r/ H- //, 
l'équation  f(x^  y^  a-hh)=:0  représentera  une  autre  courbe  de 
la  même  famille,  et  l'ensemble  de  ces  deux  équations  représen- 
tera les  points  d'intersection  de  ces  deux  courbes.  Si  l'on  fait 
tendre  h  vers  zéro,  les  deux  courbes  considérées,  tendant  à  se 
confondre,  deviendront  successives  ou  infiniment  voisines,  et 
chacun  de  leurs  points  d'intersection  tendra  vers  une  certaine 
position  limite.  Le  lieu  des  points  cV intersection  limites  des  courbes 
successives  ou  infiniment  voisines,  appartenant  à  une  même 
famille,  est  ce  qu'on  appelle  Venveloppe  de  ces  courbes. 

Le  procédé  à  suivre  pour  trouver  l'équation  de  l'enveloppe  se 
tire  de  la  définition  même.  Soit 

f{x,y,a)=0  [1] 

l'équation  de  la  famille  de  courbes  considérées.  Changeons 
d'abord  a  en  a-\-h;  l'équation 

f(x,y,a-\-h)  =  0  [2] 

représentera  une  autre  courbe  de  la  même  famille  ;  et  les  coor- 
données des  points  communs  à  ces  deux  courbes  s'obtiendraient 
en  cherchant  le  système  de  valeurs  de  a;  et  de  y  qui  satisfont  à 
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la  fois  aux  deux  équations.  Mais  on  peut  substituer  à  l'une  d'elles, 
à  la  seconde  par  exemple,  l'équation 

fiûc^,  a-hh)—f{x,  y,  a)_f^ 

obtenue  en  retranchant  les  équations  [1]  et  [2]  membre  à  mem- 
bre et  divisant  ensuite  par  h.  Si  maintenant  on  fait  tendre  h 
vers  zéro,  les  deux  courbes  se  rapprocheront  indéfiniment  et 
leur  point  d'intersection  tendra  vers  une  limite,  qu'on  obtien- 
drait en  résolvant  le  système  des  équations    . 

f(x,y,a)  =  0    et    lim/<^' ^' "  + ''^-^<^' ^' "Uo, 

OU,  ce  qui  revient  au  même, 

f{x,y,a)  =  0    et    f;(x,y,a)=:0.  [3] 

En  éliminant  a  entre  ces  deux  équations,  on  aura  donc  une  re- 
lation constante  entre  les  coordonnées  de  l'intersection  de  deux 
courbes  consécutives  de  la  famille;  ce  sera  l'équation  de  l'en- 
veloppe. Ainsi,  pour  obtenir  réquation  de  V enveloppe  des  courbes 
représentées  par  une  équation  telle  que  f(x,  y,  a)=:0,  il  suffît 
d^éliminer  le  paramètre  a  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  par 
rapport  à  ce  paramètre. 

474.  11  est  aisé  de  reconnaître  que  chacune  des  courbes  enve- 
loppées est  tangente  à  V enveloppe.  En  effet,  l'équation  de  l'enve- 
loppe résultant  de  l'élimination  de  a  entre  les  équations  [3] 
ci-dessus,  on  peut,  pour  obtenir  le  coefficient  angulaire  de  la 
tangente  à  l'enveloppe  au  point  (a;,  î/),  prendre  la  dérivée  de 
l'équation  [1]  en  y  regardant  a  comme  une  fonction  de  x  et  de  y, 
soit  ç(a?,  y),  y  étant  lui-même  considéré  comme  fonction  de  x. 
On  obtientainsi,  conformément  aux  règles  du  calcul  des  dérivées. 

Mais  fl  est  nul  en  vertu  de  l'équation  /"«(a;,  îy,  a)  =  0;  il  reste 
donc 

t:  +  y%=Q, 
c'est-à-dire  que  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  l'enve- 
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loppe  au  point  (x,  y)  est  le  même  que  celui  de  la  tangente  à  l'en- 
veloppée au  même  point.  Donc  l'enveloppée  est  tangente  à 
l'enveloppe,  d'où  les  noms  à'enveloppe  et  d'enveloppée. 

4Llf^.  Exemples.  —  I.  Une  droite  mobile  coupe  les  axes  coor- 
donnés à  des  distances  a  et  h  de  Vorigine,  dont  la  somme  demeure 
constante;  on  demande  V enveloppe  des  positions  de  cette  droite. 

Soit  a-\-h:=^m.  L'équation  de  la  famille  de  droites  dont  il 
s'agit  sera 

--l-ï=i,     ou     -H ^ — =1.  1 

ah  a      m  —  a  ^  ^ 

Égalant  à  zéro  la  dérivée  par  rapport  à  a,  on  obtient 

^  .       y 

a^  "^  (m  —  ay 
et  par  suite 


0,     d'où     a\Jy  —  (m  —  a)sjx=  0, 


a=         "•  et     (m'-^a)=:        ^\_. 

\lx  -hs/y  sl^-h  \Jy 

Substituant  dans   [1],  on  trouve  pour  l'équation  de   l'en- 
veloppe 

i^-^sjyy  =  m,  [2] 

équation  d'une  parabole  qui  a  pour  axe  la  bissectrice  du  pre- 
mier angle  des  axes  coordonnés,  et  qui  touche  ces  axes  aux 
points  répondant  à 

y  =  0,  x:=m,     et    a;=:0,  y=^m. 

On  vérifie  aisément  que  cette  parabole  est  tangente  à  chacune 
des  droites  pioposées;  car  si  l'on  porte  dans  l'équation  [1]  la 
valeur  de  y  donnée  par  l'équation  [2],  on  obtient  une  équation 
du  second  degré  en  x  qui  a  ses  racines  égales. 

IL  Trouver  l'enveloppe  des  ellipses  qui  ont  même  surface  et 
leurs  axes  dirigés  suivant  les  mêmes  droites. 

Nous  pouvons  représenter  par  Tcr^  la  surface  commune  de  ces 
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ellipses  ;  nous  aurons  alors 

)-' 
T,ab  =  %r^.     d'où     b^-. 
'  a 

L'équation  de  la  famille  d'ellipses  considérée  sera  donc 

Prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a,  et  supprimant  le  facteur 
2a  devenu  commun,  on  obtient 


d'où 


r^x'       ,       ,        ,  rx 
-^     et     a^  —  ±—. 

y"  y 


Substituant  dans  [1] ,  on  trouve 


ou 


±^±^^=1.  [2] 


*î/=±-2- 


L'enveloppe  demandée  se  compose  donc  des  deux  hyper- 
boles équilatères  qui  ont  les  axes  pour  asymptotes  et  pour 

puissance  -^ . 

Si  l'on  porte  dans  l'équation  [1]  la  valeur  de  y  tirée  de  l'équa- 
tion [2] ,  on  obtient  une  équation  en  x  qui  est  bicarrée  et  qui  a 
ses  racines  égales  deux  à  deux.  On  vérifie  ainsi  que  l'enveloppe 
est  tangente  en  deux  points  à  chacune  des  enveloppées. 

476.  Il  pourrait  se  faire  que  l'équation  de  la  famille  de 
courbes  considérées  renfermât  deux  paramètres  variables  a  et 
&,  qui  devraient  alors  être  liés  entre  eux  par  une  relation 
donnée 

sans  quoi  à  chaque  valeur  de  l'un  des  paramètres  correspon- 
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(iraient  une  infinité  de  courbes,  et  le  problème  ne  serait  plus 
déterminé.  Soient  donc 

[I]  f{x,y,a,b)  =  0      et      ^.{a,h)  =  0  [2] 

les  deux  équations  données.  Si  l'on  prend  la  dérivée  par  rap- 
port à  fl,  en  regardant />  comme  fonction  de  a,  on  obtient 

n-^h%=0      et      ^■-^b'^l=r.O, 

d'où,  en  éliminant  b^ 

fa h 


?/. 


|3] 


Si  l'on  élimine  alors  a  et  b  entre  les  relations  [1],  [-ij  et  [3]  on 
aura  l'équation  de  l'enveloppe. 

Exemple.  —  Etant  donnée  une  ellipse.,  et  dans  son  plan  un  point 
fixe,  on  mène  par  ce  point  deux  droites  reclanyulaires  quelcon- 
ques,  et  Ion  demande  V enveloppe  des  cordes  qui  joignent  les  points 
d'iiitersection  de  ces  droites  avec  Fellipse. 

Prenons  pour  origine  le  point  fixe,  et  prenons  les  axes  paral- 
lèles aux  axes  de  l'ellipse  ;  l'équation  de  cette  courbe  pourra 
s'écrire 

AX'  -H-  Clf  -+-  \)X  -}-  El/  +  1  zrz:  0 ,  [4] 

puisque,  la  courbe  ne  passant  pas  par  l'origine,  on  peut  diviser 
le  premier  membre  par  le  terme  indépendant  des  variables. 

Soit 

ax-hby^ni  [5] 

l'équation  de  la  corde  considérée  qui  renferme  deux  paramètres 
variables  a  et  b.  Pour  trouver  la  relation  qui  doit  lier  ces  deux 
paramètres,  formons  l'équalion  homogène 

Ax- 4- Cî/^  +  [Dx  -i-Ey)  (ax  -h  %)  -i -  {ax  -\-  byY:=0. 

Cette  équation  étant  satisfaite  par 

x=:0,     y  =  0     et  par     ax-hby=:\, 

représente  deux  droites  menées  de  l'origine  aux  points  d'inter- 
section de  l'ellipse  avec  la  corde  variable.  Pour  exprimer  que 
ces  droites  sont  rectangulaires,  posons  y=:mx,  l'équation  en 
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m  qui  en  résultera,  c'est-à-dire 

A  -h Cm- -h  (D H- Em)  (a-hbm)  -+-  [a-hbmy  —  0, 

(C-{-Eb-h b')m'  +  (bb H-  Ea-h'lab)m -h  A^^Da-^ a'  =  0, 

aura  pour  racines  les  coefficients  angulaires  des  deux  droites 
menées  de  l'origine  ;  il  faut  que  leur  produit  soit  égal  à  —  1,  ce 
qui  donne 

A-f-D«4-a'-  +  G4-E&H-fc'  =  0  :  [6] 

telle  est  la  relation  cherchée. 

L'équation  [3]  devient  dans  ce  cas 

X     __     y 


2a-t-D      2^H-E 


[V) 


et,  en  éliminant  a  et  b  entre  les  relations  [5],  |0J  et  [7],  on  ob- 
tient une  équation  du  second  degré,  qui  est  Téquation  de  l'en- 
veloppe. 

477.  Théohème.  —  Si  une  équation  linéaire  en  x  et  y  contient 
un  paramètre  variable  a,  qui  y  entre  au  second  degrés  r enveloppe 
des  droites  représentées  par  cette  équation  est  une  conique. 

En  effet,  une  pareille  équation  peut  être  mise  sous  la  foinie 

Ma^-i-Na-hP  =  0,  [8] 

M,N,  P  étant  des  fonctions  linéaires  de  x  et  de  y. 
Prenons  la  dérivée  par  rapport  à  a,  nous  aurons 

2M«-f-N=0  [9J 

et,  en  éliminant  a  entre  les  relations  [8]  et  [9],  il  viendra 

N^-4MP  =  0,  [lOJ 

équation  du  second  degré  en  x  et  y. 

Exemple.  —  Soit  l'équation 
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on  la  mettra  sous  la  forme 

et,  en  opérant  comme  il  a  été  dit  ci-dessus,  on  trouvera 
4y^  —  Sax=^0       ou       y^z=2ax  : 

ce  qui  devait  être,  puisque  l'équation  proposée  est  celle  de  la 
tangente  à  la  parabole. 

4:'78.  Développées.  —  On  appelle  développée  d'une  courbe 
plane  l'enveloppe  de  ses  normales;  la  courbe  elle-même  prend 
le  nom  de  développante. 

I.  Nous  prendrons  pour  premier  exemple  la  parabole,  dont 
l'équation  est 

y^  =  ^px.  [1] 

L'équation  de  la  normale  est,  en  désignant  par  X  et  Y  les 
coordonnées  courantes, 

En  mettant  pour  x  sa  valeur  -~,  on  peut  mettre  cette  équa- 

lion  sous  la  forme 

f  —  <2p{l—p)y  —  2p'Y=0.  Î2] 

Le  paramètre  variable  est  ici  y.  Prenant  donc  la  dérivée  par 
rapporta  y,  on  trouve 

-of-^p{\-p)  =  0.  [5] 

Pour  éliminer  1/ entre  les  équations  [2]  et  [5],  on  peut  tirer  de 
[3]  la  valeur  de  2p(X  —  p)  et  la  substituer  dans  [2],  qui  devient 

—  1y^  —  2p'Y  =  0,       d'où       f'=zyJp'V, 
et,  en  substituant  dans  [5],  on  obtient 
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Cette  courbe  n'est  autre  que  la  parabole  cubique  trouvée  au 
n«  392.  Les  normales  à  la  parabole  sont  donc  tangentes  à  la 
développée.  Il  en  résulle  que  si  la  tangente  AG  (fig.  136)  à  la 
développée  au  point  C  se  meut  sans  glisser  en  s'appuyant  sur 
l'arc  infini  CD,  le  point  A  décrira  l'arc  infini  AM  de  la  parabole. 
De  là  les  noms  de  développantes  et  de  développées. 

II.  Nous  prendrons  pour  second  exemple  l'ellipse;  mais,  au 
lieu  de  suivre  la  même  marche,  nous  adopterons  la  suivante, 
qu'il  est  bon  de  connaître. 

L'ellipse  peut  être  représentée  par  l'ensemble  des  équa- 
tions 

x  =  aco?>cf.      et      y=:b  sin<x,  [1] 

a  désignant  un  angle  auxiliaire;  car  on   en  tire  la    relation 
connue 


(:)' 


r' 


=\. 


Le  coefficient  angulaire  de  la  normale  est 

a^y a^tsina asina. 

b^x       ab^  cos  a      b  cos  a  ' 

l'équation  de  la  normale  [elle-même  est  donc,  en  appelant  X  et 
Y  les  coordonnées  courantes, 


,    .  «sina.v  V 

osina  =  ^ A  —  acosa) 

OCOSa^  ' 


équation  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 
al         bY 


cos  a       sma 

En  prenant  la  dérivée  par  rapport  à  a,  on  obtient 

aXsina     6Ycosa      ^  a\  bY 

=  0     ou 


[2] 


COS^a  Sin^a  COS"*a  Sin^a 

On  en  déduit,  en  extrayant  la  racine  cubique,  et  faisant  usage 
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d'une  propriété  connue  des  rapports  égaux, 


COSa 


(bY 


V(«X) 


Sina 


(^Y)^ 


1  1 

Tirant  de  là  et   -; —  et  substituant  dans  l'équation  [21, 

cosa         sina  ^  ^  ^' 


on  obtient  enfin 


aX\t 


[5] 


qui  est  l'équation  de  la  développée  de  l'ellipse. 

Cette  courbe  est  symétrique  par  rapport  aux  axes  de  l'ellipse, 
et  les  toucbe  aux  points  D,  D',  G  et  C'  (fig.  157)  qui  ont  pour 
coordonnées 


X  =  0,    Y:.=  ^-    et    Yi=0,    X=:- 


Les  points  C  et  C  sont  toujours  intérieurs  à  l'ellipse,  mais  les 
points  Det  D'  sont  intérieurs  à  l'ellipse,  sur  la  courbe,  ou  exté- 
rieurs, selon  que  l'on  a  a<&  y/2,  a=zb\^2,  ou  a'>b\J2. 

La  courbe  se  compose  de  quatre  arcs,  tous  quatre  convexes 

vers  le  centre  de  l'ellipse ,  et 
présente  la  forme  indiquée 
par  la  figure  157. 

Lorsqu'on  cherche  à  mener 
une  normale  à  F  ellipse  par  un 
point  extérieur  (S*75,  II),  on 
trouve  que  l'équation  qui  dé- 
termine les  abscisses  des  pieds 
des  normales  est  du  quatrième 
degré,  et  que  la  condition  pour 
qu'elle  ait  ses  racines  réelles, 
dont  deux  égales,  est  exprimée 
par  l'équation  de  la  dévelop- 
pée rendue  rationnelle.  Donc 
la  développée  est  le  lieu  géométrique  des  points  d'où  Von  peut 
mener  trois  normales  à  l ellipse.  Par  tout  point  intérieur  P  on  peut 
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mener  quatre  normales,  et  par  tout  point  extérieur  P'  on  n'en 
peut  mener  que  deux. 

479.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  questions  sui- 
vantes : 

I.  Trouvei^  l'enveloppe  des  ellipses  concentriques  qui  ont  leurs 
axes  dirigés  suivant  les  mêmes  droites,  et  dans  lesquelles  la 
distance  du  sommet  du  petit  axe  au  sommet  du  grand  axe  est  con- 
stante. 

II.  Une  droite  se  meut  dans  un  plan  de  telle  sorte  que  la  somme 
de  ses  distances  à  n  points  fixes  donnés  dans  ce  plan  soit  égale  à 
une  quantité  donnée;  on  demande  F  enveloppe  de  la  droite  mobile. 

III.  Trouver  la  développée  de  T hyperbole. 
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480.  On  appelle  points  singuliers  d'une  courbe  plane  les 
points  qui  offrent  quelque  particularité  indépendante  du  choix 
des  axes. 

D'après  cette  définition,  les  points  où  l'ordonnée  est  maxima 
ou  minima  ne  sont  pas  des  points  singuliers,  car  ils  perdent 
leur  propriété  quand  on  fait  .varier  la  direction  des  axes.  C'est 
ainsi,  par  exemple,  que  le  sommet  du  petit  axe  d'une  ellipse, 
qui  répond  au  maximum  de  l'ordonnée  quand  on  rapporte  la 
courbe  à  ses  axes,  perd  cette  propriété  si  l'on  prend  pour  axes 
deux  diamètres  conjugués  quelconques. 

Nous  supposerons  d'abord  l'équation  de  la  courbe  résolue 
par  rapport  à  ij. 

Nous  aurons  à  considérer  les  points  singuliers  que  peut  pré- 
senter une  même  branche  de  courbe;  puis  ceux  qui  résultent 
de  la  rencontre  de  plusieurs  branches. 

481.  Points  singuliers  que  peut  présenter  une  môme 
branche.  —  I.  Points  d'injlexion.  —  Nous  avons  déjà  eu  occasion 
de  parler  de  ces  points  au'n°  153;  ce  sont  ceux  où  le  coeifi^ 
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cient  angulaire  de  la  tangente  f'(x)  passe  par  un  maximum  ou 
par  un  minimum,  et  où  par  conséquent  f"(x)  devient  nul  ou 
infini.  Nous  avons  donné  pour  exemple  du  premier  cas  la  sinu- 
soïde; on  peut  prendre  pour  exemple  du  second  cas  la  courbe 

On  tire  de  cette  équation 


2/'=  1  +  2^ 


y 


Pour  x=^0,  on  trouve 

y=zh,  y'  =  \,  î/"=oo. 
Le  point  M  (fig.  158)  qui  répond  aux  coordonnées 
x=:0     et     y  =  h, 

est  un  point  d'inflexion.  Le  coefficient  angulaire  y'  est  décrois- 
sant pour  X  négatif  et  croissant  pour  x  positif;  il  passe  donc 
par  un  minimum  pour  x  =  0;  la  seconde  dérivée  y"  prend  alors 
une  valeur  infinie. 

483.  II.  Points  d'arrêt  ou  de  rupture.  —  Ces  points  sont 

ceux  où  l'ordonnée  passe  brus- 
quement d'une  valeur  finie  à  une 
valeur  infinie  ou  à  une  autre  va- 
leur finie. 

I.  Soit,  par  exemple,  la  courbe 


y  =  \ 


Si  l'on  fait  varier  ic  de  —  oo  à 
0,  y  est  positif  et  augmente  de  0  à  1 ,  ce  qui  donne  la  branche  aA 
(fig,  159).  Si  l'on  fait  varier  ic  de  -f-oo  à  0,  y  est  négatif  et 
augmente  de  0  à  l'infini,  ce  qui  donne  la  branche  cb.  Pour 


POINTS  SINGULIERS  DES  COURBES  PLANES. 


389 


x=0,  on  a  donc  ou  une  ordonnée  finie  0A=1,  ou  une  ordon- 
née négative  infinie  en  valeur  absolue.  Ainsi  l'ordonnée  passe 
brusquement  d'une  valeur  finie  à  une  valeur  infinie. 
II.  Soit  en  second  lieu  la  courbe  (fig.  160) 

1  X 

î/==arctang ;;— — -_. 

Si  l'on  fait  varier  x  de  — oo  à 
0,  y  est    négatif  et  varie   de   0 

TU 

à  —  p,.  Si  l'on  fait   varier  x  de 


-4-  oo  à  0,  y  est  positif  et  varie 


de  0  à 


.  Pour  a;  =  0  l'ordon- 


Fig.    160. 


née  passe  donc  brusquement  de 

la  valeur  finie  —  5  à  la  valeur  finie  H-  ^. 

Ce  genre  de  points  singuliers  ne  se  rencontre  que  dans  les 
courbes  transcendantes. 

483.  III.  Points  saillants.  — On  nomme  ainsi  les  points  où 
le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  passe  brusquement  d'une 
valeur  finie  à  une  autre  valeur  finie,  et  où  par  conséquent  la 
courbe  semble  se  briser  et  former  un  angle  dont  le  sommet 
est  le  point  saillant. 

Soit,  par  exemple,  la  courbe 


y  =  h-\-  oj.arctang 

On  tire  de  cette  équation 

1  X 


îy'  =  arctang 


Fig.    IGl. 


X         i-\-X^ 

Or  on  vient  de  voir  que  pour  x=:0  cette  fonction  passe 

brusquement  de  la  valeur  —  ^  à  la  valeur  +  ~    La    courbe   se 

brise  donc  au  point  A  (fig.  161),  qui  devient  le  sommet  de 
l'angle  formé  par  les  deux  parties  consécutives  de  la  courbe  ; 
ce  sommet  est  le  point  saillant. 
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Ce  genre  de  points  singuliers  ne  se  rencontre  également  que 
dans  les  courbes  transcendantes. 

484.  Points  singuliers  résultant  de  la  rencontre  de 
plusieurs  branches.  —  I.  Points  mul- 
tiples. —  Ces  points  sont  ceux  où  deux 
branches  de  courbe  se  croisent.  Cela 
arrive  lorsque  y  a  deux  valeurs  dis- 
tinctes qui  se  confondent  pour  une 
valeur  particulière  de  x',  et  qu'en  même 
temps  ?/  conserve  deux  valeurs  dis 

Fig.   162.  ,.       ^      '' 

tinctes. 
On  peut  prendre  pour  exeniple  l'équation 


Pour  X 


La  courbe  a  la  forme  indiquée  dans  la  figure  162  ;  le  point  0 
est  un  point  multiple. 

Ces  points  se  rencontrent  dans  les  courbes  dont  l'équation 
contient  des  radicaux  d'indice  pair. 

485.  Il  peut  arriver  que  les  deux  branches  de  courbe,  au  lieu 
de  se  croiser,  soient  tangentes.  Le  point 
de  contact  est  alors  ce  qu'on  appelle 
un  point  multiple  avec  contact;  et  il  est 

dit  de  première  ou  de  deuxième  espèce, 

^      suivant  que  les  deux  branches  sont 
situées  de  part  et  d'autre  de  leur  tan- 
gente commune,  ou  d'un  même  côté 
de  cette  tangente. 

Ce  qui  caractérise  ces  points,  c'est  d'abord  que  deux  valeurs 
distinctes  de  y  se  confondent  en  une  seule;  que  deux  valeurs 
de  y'  se  confondent  également  en  une  seule;  et  le  point  est  de 
première  ou  de  deuxième  espèce,  suivant  que,  sur  les  deux 
branches,  y"  a  des  signes  différents  ou  le  même  signe. 


Fier.   163. 
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Comme  exemple  d'un  point  multiple  avec  contact  de  première 
espèce^  on  peut  prendre  la  courbe  (fig.  165) 


On  a  dans  ce  cas 


yz=:X^\i  -hx, 


y 


2v/TTâ:' 


y"= 


8  +  24^-4-150;^ 
16(1  -¥-xY 


Pour  a:;  =  0,  on  trouve 

I/-0,  ^'^0     et 


r==±ô 


2' 


Les  deux  valeurs  de  l'ordonnée  se  réduisent  à  une  seule;  il 
en  est  de  même  des  deux  valeurs  de 
y';  quant  aux  deux  valeurs  de  î/",  elles 
restent  distinctes  et  de  signe  diffé- 
rent; le  point  0  est  donc  un  point 
multiple  avec  contact  de  première 
espèce. 

Comme  exemple  d'un  point  mul- 
tiple avec  contact  de  deuxième  es- 
pèce,  nous  prendrons  la  courbe  (fig.   164 


Y 

/ 

\ 

/ 

^^ 

/'V 

^ 

■^ 

^/y' 

0 

X 

Fiff.    164. 


1 


i/z=a;2  +  -a;%/l  ~[-x. 


On  a  dans  ce  cas 

y' ^=z1x  ^ 


^x  4-  5.1;' 


?/'  =  2  + 


8H-24a;H-15.x^ 


8(1 


4v/l  -\-x 
Pour  0;=:  0,  on  trouve 

les  deux  valeurs  de  y  se  réduisent  encore  à  une  seule;  il  en  est 
de  même  des  deux  valeurs  de  y'\  mais  les  deux  valeurs  de  î/" 
restent  distinctes  et  ont  toutes  deux  le  même  signe.  Le  point  0 
est  donc  bien  un  point  multiple  avec  contact  de  detixième 
espèce. 

486.  II.  Points  de  rehrous sèment.  —  Ce  qui  caractérise  ces 
points,  c'est  que  l'ordonnée  est  imaginaire,  soit  en  deçà,  soit  au 


A 
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delà;  qu'elle  a  deux  valeurs  distincles,  soit  au  delà,  soit  en 
deçà,  qui  se  confondent  en  une  seule  au  point  considéré,  et  que 
le  coefficienl  angulaire  î/'  a  aussi  deux 
valeurs  distinctes  qui  se  confondent  en 
une  seule  en  ce  point.  La  courbe  pré- 
sente donc  au  point  de  rebroussement 
deux  branches  tangentes  entre- elles, 
mais  qui  ne  s'étendent  que  d'un  côté  de 
ce  point.  Le  point  de  rebroussement  est 
dit  de  première  ou  de  deuxième  espèce, 
suivant  que  les  deux  branches  sont  situées  de  part  et  d'autre  de 
leur  tangente  commune,  ou  d'un  môme  côté  de  cette  tangente, 
ce  qu'indique  le  signe  de  y". 
Soit  (fig.  165)  l'équation 


165. 


on  en  tire 


î/=z=/i-{-^  +  — a;% 


2    -  - 

î/'  =  4+7^a;^      et      y"^yjx. 


Pour  x  =  0  on  a  y^=h,  î/'  =  1  ;  d'ailleurs  y  devient  imagi- 
naire (ainsi  que  y')  pour  les  valeurs  négatives  de  x.  De  plus 
y"  a  un  signe  différent  sur  les  deux  bran- 
ches. On  a  donc  au  point  A  un  point 
de  rebroussement  de  première  espèce. 

Soit  au  contraire  (fig.  166)  l'équa- 
tion 


0 

^                              12- 

Fig.  166.                                       y=:h-h^X-hX"^-h^X^' 

on  en  tire 

y'  =  ^-^^X+x'        et       y"=:2-^~sjx. 

et  y  est  imaginaire  pour 


1 

Pour  x  =  0,  on  3i  y :=zh^  y'  =  ^ 

les  valeurs  négatives  de  x.  De  plus,  pour  de  très-petites  valeurs 
positives  de  x,  les  deux  valeurs  de  y"  sont  de  môme  signe.  Le 
point  A  est  donc  un  point  de  rebroussement^  de  seconde  espèce. 
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487.  ÏII.  Points  conjugués  (ou  isolés).  —  Ces  points  pro- 
viennent ordinairement  d'une  branche  de  courbe  fermée  qui 
se  réduit  à  un  point  pour  une  valeur  particulière  d'un  para- 
mètre entrant  dans  l'équation  de  la  courbe.  Ils  sont  caractérisés 
par  cette  circonstance  que,  en  deçà  et  au  delà,  l'ordonnée  est 
imaginaire,  jusqu'à  une  valeur  convenable  de  x,  et  qu'au  point 
lui-même  y'  est  imaginaire. 

Soit,  par  exemple,  la  courbe 


\/x  (x  H-  a)  (x  —  b) 
m 


qui  a  la  forme  représentée  par  la  figure  167 


Fig.  167.  Fig.  168. 

Si  l'on  fait  l'hypothèse  a  =  0,  l'équation  devient 

'5x  —  % 


y 


x\/x — b 


m 


d'où    y'  = 


2myjx  —  b' 


Pour  x  =  0  on  a  y  =  0.  Mais  pour  des  valeurs  positives  de  x 
moindres  que  &,  ou  pour  des  valeurs  négatives  de  cette  variable, 
y  est  imaginaire.  Au  point  0  lui-même  (fig.  168),  y'  est  imagi- 
naire. Ce  point  est  donc  un  point  conjugué, 

488.  Supposons  maintenant  que  l'équation  ne  puisse  pas 
être  résolue  par  rapport  à  y;  soit  f(x^y)^=0  cette  équation. 

Rappelons-nous  qu'on  en  déduit,  conformément  aux  règles 
du  calcul  des  dérivées, 


y'A;  =  o,  [a] 

y'%)  +  y"f;  =  0,  [b] 
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L'équation  [a]  donne  y';  en  substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  [b] ,  on  en  tire  y";  et,  en  substituant  les  valeurs  de  y' 
et  de  y"  dans  l'équation  [c],  on  en  tirerait  y'";  et  ainsi  de  sui(e. 

Il  n'y  a  rien  de  particulier  à  remarquer  pour  les  points  sin- 
guliers que  peut  présenter  une  même  branche  de  courbe. 

Mais  il  peut  arriver  qu'au  point  que  l'on  considère  on  ait  à 
la  fois 

f,  =  0    et    f;=o. 

Dans  ce  cas,  l'équation  [«],  qui  donnait  y\  devient  illusoire,  et 
c'est  alors  l'équation  [b]  qui  donne  cette  première  dérivée, 
attendu  que  le  terme  en  y"  disparaît,  puisque  l'on  a  fi  =  0, 
c'est-à-dire  qu'alors  y'  est  donné  par  une  équation  du  second 
degré. 

Si  les  racines  sont  imaginaires,  on  a  affaire  à  un  point  con- 
jugué. 

Si  les  racines  sont  réelles  et  inégales,  c'est  un  point  multiple 
ordinaire. 

Si  les  racines  sont  égales,  il  s'agit  d'un  point  multiple  avec 
contact  ou  d'un  point  de  rebroussement.  Si  y  conserve  une  va- 
leur réelle  en  deçà  et  au  delà  du  point  considéré,  c'est  un  point 
multiple;  si  y  devient  imaginaire  en  deçà  ou  au  delà,  c'est  un 
point  de  rebroussement. 

Dans  les  deux  cas,  ïespèce  du  point  sera  donnée  par  i/", 
que  l'on  tirera  alors  de  l'équation  (c),  attendu  que  y"'  disparaît, 
puisque  fy  est  nul.  Si  les  deux  valeurs  de  y"  sont  de  signe  con- 
traire, on  aura  affaire  à  un  point  multiple  de  première  espèce 
ou  à  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce;  si  les  deux 
valeurs  de  î/  sont  de  môme  signe,  ce  sera  un  point  multiple  de 
deuxième  espèce  ou  un  point  de  rebroussement  de  deuxième 
espèce. 


g    3.    —    EXEMPLES  DE  DISCUSSION   DE  COURBES. 

489.  Préceptes  généraux.  —  Nous  nous  proposons  de 
consacrer  ce  paragraphe  à  l'examen  de  quelques  courbes,  choi- 
sies de  manière  à  familiariser  le  lecteur  avec  les  méthodes  gé- 
nérales exposées  dans  les  chapitres  précédents. 

Jusqu'à  présent  nous  n'avons  discuté  les  courbes  (à  l'excep- 
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tion  de  celles  du  second  degré)  que  partiellement  el  pour  mon- 
trer l'application  de  telle  ou  telle  théorie.  Ici,  au  contraire,  nous 
étudierons  d'une  manière  complète  les  propriétés  diverses  d'une 
même  courbe. 

On  ne  peut  donner,  pour  la  discussion  d'une  courbe,  que 
quelques  préceptes  généraux,  nécessairement  assez  vagues,  et 
que  le  lecteur  devra  modifier  suivant  l'occasion.  Voici  toutefois 
comment  on  procédera  le  plus  ordinairement. 

On  devra  tirer  de  l'équation  de  la  courbe  tout  ce  qu'elle  donne 
à  première  vue,  sans  calcul,  comme  la  symétrie  par  rapport  à 
un  axe,  ou  l'existence  d'un  centre  situé  à  l'origine. 

Si  l'équation  peut  être  résolue  par  rapport  à  l'une  des  varia- 
bles, y  par  exemple,  il  y  aura  avantage  à  effectuer  cette  résolu- 
tion. On  pourra  trouver  pour  y  plusieurs  valeurs,  que  l'on  dis- 
cutera séparément. 

D'autres  fois,  il  vaudra  mieux  considérer  simultanément  les 
valeurs  de  y  qui  correspondent  à  la  même  valeur  de  a;. 

Dans  tous  les  cas,  on  examinera  si  la  courbe  est  limitée  dans 
tous  les  sens,  ou  si  elle  a  des  branches  infinies,  et  combien. 
Cette  dernière  détermination  devra  être  suivie  de  la  recherche 
des  asymptotes. 

Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  fera  connaître  le  sens 
de  la  concavité,  les  points  d'inflexion,  les  points  multiples,  etc. 

490.  Exemple.  —  I.  Discuter  la  courbe  représentée  par  l'équa- 
tion 

y'  —  2a;  {x—  i)y^  —  (x'  +  5a;"^j  =  0.  [1] 

Axe  de  symétrie.  —  Cette  équation  ne  renfermant  que  des 
puissances  paires  de  y,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport 
à  l'axe  des  x.  Elle  passe '|/ar  l'origne,  puisqu  on  a  y=:0  pour 
x  =  0. 

Aspect  général  du  lieu.  —  Quand  on  donne  à  x  des  valeurs  po- 
sitives, le  terme  —  (aj*-f-5r)  est  négatif.  L'équation  [1],  si  l'on 
y  considère  y^  comme  l'inconnue,  a  donc  alors  ses  racines  réel- 
les et  de  signes  contraires.  La  valeur  négative  de  y^  étant  reje- 
tée, on  voit  qu'il  y  a,  à  droite  de  l'axe  des  y,  deux  branches 
symétriques  par  rapport  à  l'axe  des  x,  et  qui  s'étendent  à 
l'infini. 
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Si  l'on  suppose  a; <0,^' 4- 5a;'  sera  négatif  entre  a;=:0  et 
x=—^,  et  x{x  —1)  sera  positif.  On  aura  donc,  dans  ces  li- 
mites, si  î/'est  réel,  quatre  valeurs  de  y  pour  chaque  valeur  de 
X.  Or,  en  résolvant  l'équation  |1]  par  rapport  à  y\  on  trouve 


f^:=x{x  —  i)±sJ^(X-hi)(X-hl}. 


12J 


Les  deux  valeurs  de  î/^  sont  réelles  et  positives  pour  x  compris 
entre  0  et  — |;  égales  pour  a;=:— |  ;  imaginaires  pour  x  com- 
pris entre  — j  et  — 1  ;  de  nouveau  égales  pour  ^  =  —  1  ;  puis 

réelles  et  positives  entre  1 
et  — 5. 

Par  conséquent ,  deux 
arcs  de  courbe  parlant  du 
point  0  (fig.  169)  vien- 
nent se  joindre  en  B,  point 
qui  a  pour  coordonnées 
x=-ly=:i^\  et  for- 
ment une  figure  ayant  la 
forme  d'une  feuille.  Même 
figure  au-dessous  de  Taxe 
des  X. 

Il  n'y  a  aucun  point  de 
la  courbe  entre  la  droite  qui 
a  pour  équation  ^  =  —  |  et 
celle  qui  a  pour  équation 
x=-i. 
La  courbe  recommence  au  point  D,  qui  a  pour  coordonnées 
x  =  —  l,î/^v/2.  De  ce  point  parlent  deux  arcs,  dont  l'un  s'é- 
lève au-dessus  de  l'axe  x^  et  l'autre  vient  rencontrer  cet  axe  au 
point  E,  qui  a  pour  abscisse  ic=  —  5. 

Lorsque  x  prend  des  valeurs  comprises  entre  — 5  et  —  oo  , 
les  deux  valeurs  de  y^  sont  réelles  et  de  signes  contraires.  La  va- 
leur de  1/ qui  s'annule  pour  a; = — 5,  devient  ensuite  imaginaire. 
L'autre  valeur  de  y  qui,  pour  x= — 5,  est  égale  à  \/60,  aug- 
mente. Donc  la  branche  DE  se  termine  en  E,  où  elle  se  raccorde 
avec  la  branche  syjnétrique  D'E.  La  branche  DF,  au  contraire, 
traverse  la  perpendiculaire  élevée  à  l'axe  des  x  par  le  point  E 
et  s'étend  infiniment  à  gauche. 


Fig.  169. 
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L'aspect  général  du  lieu  ressortant  d'une  manière  claire  de 
cette  première  discussion,  examinons  d'un  peu  plus  près  sa 
forme. 

Tangente.  —  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est 

V(2x  — i  +4a;^  +  15j;^^ 

Il  devient  infini  pour  î/=0  et  a;  =  —  5  ;  pourx  =  — |,î/=:f  v^3  ; 
pour  03= — l,î/=y/2.  Donc  la  tangente  aux  points  B,D  et  E  est 
perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

Points  multiples.  —  Au  point  0,  k  prend  la  Forme  f .  Cette  indé- 
termination apparente  disparait  quand  on  substitue  à  y  sa  valeur 
tirée  de  l'équation  [1];  mais  il  vaut  mieux  chercher  directe- 
ment la  limite  de-  poura;  =  0.  Or  l'équation  [2],  divisée  par 
ic%  donne 


|=.-U0(.4)(..i). 

Si  Ton  prend  le  radical  avec  le  signe  -+-  et  qu*on  attribue  à  x  des 
valeurs  négatives  tendant  vers  0,ce  qui  revient  à  considérer  un 
point  situé  sur  l'arc  BHO,  on  trouve 

lim^=-l-oo,     d'où     lim-=roo. 
x^  X 

Donc  les  arcs  BO  et  B'O  sont  tangents  à  l'axe  des  y  au  point  0. 

Si,  prenantle  radical  avecle  signe -f-,  on7ait  varier  a;  de  —  £ 

à  0  ;  ou  en  le  prenant  avec  le  signe  —,  de  -4-  £  à  0,  on  trouve 

v^ 
00—00  pour  limite  de  ^.  Mais  on  peut  écrire 


X' 

^_x^{x  —  1)^  —  'ix^x-\-i){x 


x(x  —  l)z^x\J2\x-\-\)  (X 
d'où,  en  réduisant, 

!/* —X  —  5 


00'      X  —  \zpyj2{x-{-i)(x-\-'^] 
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En  prenant  le  radical  avec  le  signe  — ,  ce  qui  revient  à  consi- 
dérer un  point  situé  sur  l'arc  LOB',  on  trouve 

lim^=7r,     d'où     lim^  =  zhi/^. 

x^      '1  X  y  2 

Donc  la  branche  LOB'  coupe  l'axe  des  x  sous  un  angle  dont  la 
S 


tangente  est  ^, 


Vi 


Asymptotes.  — Pour  avoir  les  asymptotes  de  la  courbe,  appli- 
quons la  méthode  générale.  Appelons  c  le  coefficient  angulaire 
de  l'asymptote,  et  cl  son  ordonnée  à  l'origine.  La  quantité  c  est 
donnée  par  l'équation 

d'où 

Rejetant  le  signe  — ,  qui  donne  une  valeur  imaginaire  pour  c, 
nous  aurons 


.    c  =  d=v/l-t-v/2. 
On  obtient  ensuite 

2c^  — 5 
^^—     4c(c^-l)- 

En  faisant  le  calcul  on  trouve  deux  asymptotes  inclinées  d'envi- 
ron 67^  50'  et  112°  30'  sur  l'axe  des  x,  et  rencontrant  toutes  les 
deux  cet  axe  à  une  distance  de  l'origine  égale  à  — 0,012.... 
Elles  ne  sont  pas  représentées  sur  la  figure.  ^ 

Construction  par  points.  —  La  complication  de  l'équation  s'op- 
posant  à  la  recherche  directe  des  maximum  et  minimum,  points 
crinflexion,  etc.,  nous  allons  chercher  à  déduire  ces  diverses  par- 
ticularités d'une  discussion  purement  numérique.  On  trouve 
d'abord 


pour 

x=\, 

y  =  i,«, 

=  2, 

=  5,1, 

=  0, 

=  4,7, 

=  4, 

=  6,2. 
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Les  valeurs  de  y  forment  à  très-peu  près  une  progression  arith- 
métique, d'où  l'on  conclut  que  la  branche  OL  diffère  très-peu 
d'une  droite.  Ces  ordonnées  étant  moindres  que  celles  de  la  tan- 
gente menée  en  0,  on  voit  que  cette  branche  tourne  sa  conca- 
vité vers  Taxe  des  x.  On  trouve  ensuite 


pour 


a;  =  — 0,1, 

y,  =  0,45, 

y,  =  0,25, 

=  -0,2, 

=  0,61, 

=  0,52, 

=  -0,3, 

=  0,74, 

=  0,48, 

=  -0,4, 

=  0,84, 

=  0,45, 

=  -0,5, 

=  0,86, 

=  0,86. 

On  déduit  de  ce  tableau  que  l'arc  OB  diffère  très-peu  d'une  droite. 
Les  ordonnées  de  l'arc  OHB  vont  d'abord  en  croissant  assez  ra- 
pidement; elles  atteignent  leur  maximum  enire  x'  =  — 0,4  et 
^=—0,5. 

Si  on  fait  varier  x  de  —  1  à  —  5,  on  a 


pour 


=-1, 

;/,  =  l,414. 

%  =  1,414, 

=-1,1, 

=  1,650, 

=  0,960, 

=-1,2, 

=  1,809, 

=  1,416, 

=-1,3, 

=  1,973, 

=  1,445, 

=  -1,4, 

=  2,132, 

=  1,473, 

=  -1,5, 

=2,291, 

=  1,500, 

=-1,6, 

=  2,449, 

=  1,523, 

=-1,7, 

=  2,606, 

=  1,545, 

=  -1,8, 

=  2,763, 

=  1,563, 

=-1,9, 

=  2,917,. 

=  1,884, 

=  -'i, 

=  3,076, 

=  1,592, 

=: 5, 

=  4,635, 

=  1,884, 

=  -4, 

=  6,191, 

=  1,293, 

=  -5, 

=  7,745, 

=    0. 

Dans  cette  partie  du  plan,  l'ordonnée  y^  de  la  branche  DF  va 
constamment  en  croissant,  et  ses  accroissements  sont  à  peu  près 
proportionnels  à  ceux  de  l'abscisse.  Cet  arc  diffère  donc  très- 
peu  d'une  droite,  excepté  dans  le  voisinage  du  point  D. 

L'ordonnée  y^  de  l'arc  DE  décroit  d'abord  très-rapidement  à 
partir  de  x=^  — 1,1.  Elle  atteint  son  minimum  entre  x=  — 1,1 
et  x  =  — 1,2.  Elle  croît  assez  lentement,  et  atteint  son  maxi- 
mum entre  x  =  —  2  et  x=:  —  5. 
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491.  Exemple.  —  II.  Discuter  la  courbe  donnée  par  V équation 


y 


Centhe. 


Fig. 170 


9'(^) 


L'équalion  resle  la  môme  lorsqu'on  change  x  en 
—  X  et  y  en  —y.  Donc  l'origine 
est  un  centre.  Ce  centre  appar- 
tient à  la  courbe,  puisqu'on  a 
y=:0  pour  x  =  0. 

Aspect  général.  —  A  toute  va- 
leur de  X  correspond  une  valeur 
de  î/,  d'autant  plus  grande  que 
X  est  plus  grand  en  valeur  abso- 
lue. La  courbe  (fig.  470)  se  com- 
pose donc  de  deux  branches  infi- 
nies, situées  dans  l'angle  YOX  et 
dans  son  opposé  par  le  sommet. 
Il  suffit  d'ailleurs  de  construire 
l'une  d'elles. 

Sens  de  la  concavité.  —  Dési- 
gnons y  par  o  {x).  Ono. 


-log2, 


les  logarithmes  étant  pris  dans  le  système  népérien. 

9"  {x)  étant  positive,  excepté  pour  ^r  =:  0,  la  branche  OL  tourne 
sa  concavité  vers  les  t/ positifs.  C'est  le  contraire  pour  la  branche 
opposée. 

Asymptotes,  x  variant  de  0  à  00  ,  (p'(x)  varie  d'une  manière 
continue  de  0  à  00  .  Donc  il  n'existe  aucune  asymptote. 

Points  d'inflexion.  o"(x)  étant  nul  pourx  =  0,  et  changeant 
de  signe  quand  x  passe  du  positif  au  négatif,  on  en  conclut  que 
l'origine  est  un  point  d'inflexion.  C'est  d'ailleurs  une  consé- 
quence immédiate  de  ce  que  l'origine  est  un  centre  situé  sur  la 
courbe. 

Tangente.  —  Le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  est 


?'W 


2-^ 


lo-2; 
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à  l'origine,  il  est  égal  au  logarithme  népérien  de  2,  et  il  croit 
très-rapidement  avec  x. 

Construction  par  points.  —  On  trouve  qu'aux  valeurs  de  x 

0,      0,5,        1,  2,        2,5,        3,         4, 

correspondent  les  valeurs  de  y 

0,     0,55,    0,75,     1,21,     1,87,     3,95,     7,97. 

L'ordonnée  croît  très-rapidement;  le  terme  2""^  tendant  vers  0, 
on  voit  que  la  courbe  proposée  et  la  courbe  ayant  pour  équa- 
tion 1/  =  12"^  sont  asymptotes  l'une  de  l'autre. 

Exercices.  —  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  exemples 
suivan(s  : 

X  Z 

r— T-rv      y=dtzsjx±.sji'-x,      y= 


i-hx'        ^       —  V-  — V-        -5         u  2 

X 

xy^  —  2xy -\- ^  x"^  =  0 ,  2/  =  ^   \ 

.  ^    X  .      y        ,  .      X    .  ^    y      ^ 
asin^-jur-sm^^  +  a  siniu-  sin^7Ur=0. 
XX  X  À 


g  4.  —  intersection  des  courbes  quelconques  ,  ALGÉBRIQUES 

ou  transcendantes. 

4:99.  Cas  où  les  équations  peuvent  être  résolues  par 
rapport  à  la  môme  variable.  —  Toutes  les  fois  que  les  deux 
équations  peuvent  être  résolues  par  rapport  à  une  même  va- 
riable, et  c'est  ce  qui  arrive  en  particulier  pour  les  équations 
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du  second  degré,  on  peut,  avec  le  secours  préalable  d'une  con- 
struclion  graphique,  obtenir  les  coordonnées  des  points  com- 
muns avec  tel  degré  d'approximation  qu'on  le  désire,  sans  être 
obligé  de  résoudre  une  équation  linale  de  degré  supérieur. 

Imaginons  que  l'on  construise  avec  soin  sur  une  même  feuille 
les  courbes  représentées  par  les  deux  équations,  que  nous  sup- 
posons numériques  et  mises  sous  la  forme 

y  —  f{x)    et    î/  =  (p(a;). 

On  pourra  mesurer  sur  l'épure  les  coordonnées  des  points 
communs.  Soit  x^  la  valeur  ainsi  obtenue  pour  l'abscisse  de  l'un 
de  ces  points;  ce  sera  une  valeur  approchée  de  l'abscisse  véri- 
table du  point  d'intersection  que  Ton  considère.  A  celte  abscisse 
correspondront  les  deux  ordonnées  f[x^)  et  ^(x^  qui  ne  seront 
pas  exactement  égales.  Mais  les  deux  points  qui  ont  pour  coor- 
données d'une  part  x^  et  /'(o:^),  de  l'autre  x^  et  ç  (a: J,  seront  assez 
voisins  du  point  d'intersection  pour  que,  dans  l'intervalle,  il  soit 
permis  de  substituer  approximativement  à  chaque  courbe  sa 
tangente. 

Les  deux  tangentes  considérées  auront  pour  équations  (140) 


et 


1/— fK)=rK){^-^i) 


Connaissant  oî^  on  calculera  aisément  {' [x^  et  (^'[x^\  on  a 
déjà  f{x^  et  o{x^)]  on  pourra  donc  déterminer  l'abscisse  du 
point  d'intersection  des  deux  tangentes  au  moyen  des  deux 
équations  ci-dessus,  qui  sont  du  premier  degré. 

Soit  x^  la  valeur  de  a;  ainsi  obtenue;  si  l'épure  a  été  faite  avec 
soin,  c'est-à-dire  si  x^  est  une  valeur  suffisamment  approchée  de 
l'abscisse  du  point  d'intersection,  x^  sera  une  seconde  valeur 
plus  approchée.  On  le  reconnaîtra  d'ailleurs  en  remplaçant  x 
par  x^  dans  les  fonctions  f  et  ç;  les  ordonnées  f[x^  et  ç  (icj 
des  deux  courbes  difiéreront  moins  que  les  ordonnées  f{x^ 
et  o(x^. 

Pour  obtenir  un  nouveau  degré  d'approximation,  on  substi- 
tuera aux  deux  courbes  leurs  tangentes  aux  points  qui  ont  pour 
coordonnées,  d'une  part  x^  et  f{x^)^  de  l'autre  x^  et  9(0;,);  c'est- 
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à-dire  que  l'on  se  servira  des  équations 

qui  donneront  pour  x  une  valeur  x^  plus  approchée  que  x^^  ce 
qu'on  reconnaîtra  en  constatant  que  les  ordonnées  f(x^)  et  ç  {x^) 
diffèrent  moins  que  f{x^)  et  ^(xj. 

En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  tel  degré  d'exactitude  que 
l'on  voudra. 

Remarque.  —  Le  degré  d'approximation  des  valeurs  x^^  et  y^ 
mesurées  sur  l'épure  n'étant  pas  exactement  connu,  on  ne 
peut  déterminer  à  l'avance  l'approximation  sur  laquelle  on  peut 
compter  dans  le  calcul  de  x^.  Ce  qu'il  y  a  de  plus  simple  à  faire 
est  de  se  donner  à  l'avance  la  limite  de  l'erreur  que  Ton  veut 
commettre,  par  exemple  un  millième,  ce  qui  sera  en  général 
plus  que  sutfisant  dans  les  applications;  de  calculer  en  consé- 
quence 0^2,  et  par  suite  f{x^)  et  <f(x^),  avec  trois  ou  quatre  déci- 
males; de  môme  pour  ic^,  /'(^-),  <?(x.),  et  ainsi  de  suite;  puis 
d'arrêter  le  calcul  lorsqu'on  trouvera  pour  f(x)  et  o  (x)  deux  va- 
leurs ayant  trois  décimales  communes. 

Pour  s'assurer  que  x  a  été  obtenu  lui-même  avec  l'approxi- 
mation désirée,  on  pourra  employer  le  caractère  suivant.  Soit  Xn 
la  valeur  trouvée;  on  calculera  les  quantités 

f{x  —0,001)— (p(a;„  — 0,001) 
et 

/KH-0,001)  —  ç(a;, +  0,001). 

Ces  deux  différences  devront  être  de  signe  contraire;  car  celle 
des  deux  courbes  qui  était  au-dessus  de  l'autre  avant  l'inter- 
section passe  au-dessous,  après  l'intersection.  (Nous  excluons  le 
cas  où  il  y  aurait  contact.) 

Au  reste,  dans  l'application,  la  vérification  dont  il  s'agit  sera 
rarement  utile,  et  l'on  pourra  en  général  s'en  dispenser. 

493.  Comme  application  de  cette  méthode,  proposons-nous  de  trouver  les 
points  d'intersection  des  deux  courbes  représentées  par  les  équations 

y-  —  ''2yx  -\-X'  —  '2y  —  'ix-{-l  =  0 
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y=^x-\-i±^s/x 
y^+^xy-hx^'-Sy  —  9x-h\Q=:0 


y  =  — x-{-A±s/x' 

En  construisant  avec  soin,  sur  papier  quadrillé  si  l'on  veut,  et  à  une  échelle 
suffisante,  les  deux  paraboles  que  ces  équations  représentent ,  on  re- 
connaît (fig.  471)  qu'elles  se  cou- 
pent en  quatre  points,  dont  les  ab- 
scisses, mesurées  sur  Tépure ,  sont 
approximativement 

a;=:0,45,  x=^\,  :r;  =  2,25,  x=AJb 

I.  Occupons-nous  d'abord  du  pre- 
mier. L'inspection  de  la  ligure  mon- 
tre qu'il  appartient  aux  branches  de 
paraboles  représentées  par 


IV^ 

^ 

'^^  ■ 

et 

y=ix-f-\  +  2\/a; 

0 

\  ■ 

X 

Fig.  171. 

y  —  ^X+A  —  sJx; 

on 

a  donc 

ici 

f{x\. 

—  x-^\-\-^\lx 

et 

9W  = 

—  x-^A  —  \Jx, 

d' 

où 

^sjx 

rw 

-'^k 

et 

o'{x)  = 

Pour  a:=0,45  on  trouve  d'abord 

/•  (0,45)— .2,7916    et      9  (0,45)==:  2,8792. 

La  difiérence  entre  ces  ordonnées  étant  notable,  il  faut  recourir  aux  tangentes. 
Or  on  trouve 

f  (0,45)=2,4534    et     9' (0,45) =—1,7455; 

les  équations  des  tangentes  sont  donc 

ï/— 2,7916=     2,4554(ic— 0,45)    ou    î/  — 2,4554a;=l,6876 
et 

î/  — 2,8792=— l,7453(a;— 0,45)    ou    y +  1,74550;= 3, 6646  ; 

on  en  tire  a;=  0,4708.  Substituant  cette  valeur  dans  les  fonctions  f  et  cp,  on 
rouve 

/•  (0,4708)  =  2,8430    et    ç  (0,4708)  =2,8431. 

Ces  valeurs  peuvent  être  considérées  comme  suffisamment  approchées. 
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Remarque.  —  Si  Ton  applique  le  caractère  indiqué  au  n°  383,  on  trouvera 

/■(0,4707)  — 9(0,4707)  =  -  0,0006 
et 

/■(0,4709)  —  9  (0,4709)  =  +  0,0004  ; 

ces  différences  étant  de  signe  contraire,  a;  est  compris  entre  0,4707  et  0,4709. 
La  valeur  0,4708  est  donc  approchée  à  moins  d "une  unité  du  quatrième  ordre 
décimal. 

II.  Le  second  point  d'intersection  appartient  aux  branches  représentées 
par 

T/  =  a;+ 1  —  2\/j:    et     ?/=  —  .rH-4  +  V^a;. 

Pour  x=i  ces  deux  équations  donnent  toutes  les  deux  !/  =  4;  ces  valeurs 
sont  donc  exactes. 

III.  Le  troisième  point  d'intersection  appartient  aux  branches  représentées 
par 

yz=:x-\-\—2\/x     et    y  =  —  x-\-4  —  \/x. 

Pour  a;=:2,25  ces  deux  équations  donnent  Tune  et  l'autre  î/  =  0,25;  ces 
valeurs  sont  donc  exactes. 

ÏV.  Le  quatrième  point  d'intersection  appartient  aux  branches  représentées 
par 

yz=x-h'^ — '^s/x     et  y  =  —  x -{- A  —  \/x, 

c'est-à-dire  qu'ici  on  a 

f[x)^x-{- i  —  2\Jx    et     (f{x)=—x-{-A-{-sJx  y 
d'où 

f(a;)=:l--L-  et    <p'(^)=_l+J^. 

\/x  2  ya; 

Pour  a;=4,75  on  trouve 

/•(4,75)=r0,3912    et    9  (4,75)  =  1,4294. 

Ces  deux  valeurs  étant  différentes,  il  faut  employer  les  tangentes.  Or  on  a 

/>(4,75)=:0,5412    et    cp' (4,75)=  — 0,7705. 

Les  équations  des  tangentes  seront  donc 

î/  — 1,3912=      0,5412  (a; -4,75)    ou    ^  — 0,5412.a;  =  — 1,1795 
et 

î/-l,4294  =  -0,7705(a;-4,75)     ou    î/ +  0,7705.a;=      5,0893. 

On  en  tire  a:=4, 7790,  et  l'on  trouve 

/•(4,7790)  =1,4068    et    9(4,7790)  =  1,4071. 
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On  peut  adopter  a^=4,779  et  i/  =  1,407  comme  des  valeurs  suffisamment 
approchées. 

494.  Comme  second  exemple,  nous  prendrons  les  deux  équations  trans- 
cendantes 

y=:zsinx    et    y=e  —  '^. 

Pour  rhomogénéité  de  ces  formules,  il  faut  regarder  y  eix  comme  les  rap- 
ports de  l'ordonnée  et  de  l'abscisse  à  Tunité  de  longueur.  Dans  la  première, 
X  représente  ainsi  Tare  dont  le  rapport  au  rayon  est  exprimé  par  le  nombre 
x;  dans  la  seconde,  e  représente  la  base  des  logarithmes  népériens,  ou 
2,718281828. 

Cela  posé,  on  trouvera  que  les  courbes  représentées  par  ces  deux  équations 


ont  la  forme  indiquée  par  la  figure  172.  Elles  se  coupent  à  droite  de  l'axe 
des  y  en  des  points  de  plus  en  plus  rapprochés  de  Taxe  des  x. 

L'abscisse  du  premier  point  commun,  mesurée  sur  l'épure,  esta;=0,55. 
On  trouve 

sin  0,55=  sin  51o,50',7  =:  0,5227 
et 

Ces  ordonnées  différant  d'une  manière  notable,  il  faut  recourir  aux  tangentes. 
Or,  si  l'on  pose 

f  {x)=zs'mx    et    (^  {x)=e—^, 

f'{x)=zcosx    et     (i'[x)=: — e— ^; 

/■'(a:)=cos31o,30',7=:0,8525 

cp'(a;)r=:—e-"''>»=  — 0,5769. 

Les  équations  des  deux  tangentes  seront  donc 

?/  — 0,5227  =  0,8525(5:  — 0,55)     ou    y  — 0,8525. a:  =  0,0538 
et 

î/  — 0,5769  =  — 0,5769(a:  — 0,55)     ou    i/ H- 0,5769.  a;=  0,8942  ; 

on  en  tire 

a:  =  0,587; 


on  trouve 
on  aura  donc 
et 
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on  trouve  alors 

f  [x)  =  sin  0,587  =  sin  33o37',9  =  0,5558 
et 

cp(a;)=<? -"-^«'  =  0,5560. 

Ces  valeurs  n'approchant  pas  encore  assez  l'une  de  Tautre,  on  emploiera 
de  nouvelles  tangentes.  On  a 

/•' (a;)  =  cos33057',9  =  0,8326 
et 

cp'(a;)r=  —  e-'''^^^:=  — 0,5560. 

Les  équations  des  nouvelles  tangentes  seront  donc 

i/— 0,5538=     0,8326  (a;  — 0,587)     ou    î/  —  0,8326.a:r:r  0,0651, 

î/  — 0,5560=— 0,5560  (;r— 0,587)     ou    ?/ +  0,5560.a;=  0,882  ; 

on  en  tire  0^  =  0,5885,  et  Ton  trouve  ensuite 

/•  (a:)  =:sin0,5885=sin33n3',5=  0,5551.... 

o  (a;)  =e-0'S88^=  0,5551.... 

La  différence  des  ordonnées  ne  se  manifestant  qu'au  delà  de  la  quatrième 
décimale,  les  valeurs  ^  =  0,5885  et  ?/=:  0,551  peuvent  être  regardées  comme 
suffisamment  approchées. 

On  obtiendrait  de  la  même  manière  les  autres  points  d'intersection. 

495.  Cas  où  les  équations  des  deux  courbes  ne  peuvent 
pas  être  résolues  par  rapport  à  la  même  variable.  —  C'est 
pour  plus  de  symétrie  que  nous  avons  supposé  les  deux  équa- 
tions résolues  par  rapport  à  une  même  variable.  La  méthode 
précédente  serait  encore  applicable  dans  le  cas  où  elles  seraient 
résolues  par  rapport  à  une  variable  différente.  Supposons,  par 
exemple,  que  l'on  ait 

y=f{x)     et    x  =  ^{y), 

et  soient  y^  et  x^  les  valeurs  approximatives,  mesurées  sur 
l'épure,  des  coordonnées  de  l'un  des  points  communs  aux  deux 
courbes. 

En  considérant  d'abord  la  première,  on  trouvera  qu'à  l'ab- 
scissea;^  correspond  une  ordonnée  f(x)^  un  peu  différente  de 
y^  ;  et  la  tangente  au  point  dont  x^  et  f{x^)  sont  les  coordonnées 
aura  pour  équation 

1/— f('^i)=rK)(^— ^i). 
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En  considérant  la  seconde  courbe,  on  trouvera  qu'à  l'ordon- 
née y^  correspond  une  abscisse  9  (y^)  un  peu  différente  dea;^  ;  et 
la  tangente  au  point  dont  y^  et  o  {y^}  sont  les  coordonnées  aura 
pour  équation 

^— ?  W=?'(!/i)(?y-î/i). 

On  cherchera  les  valeurs  de  x  ei  da  y  qui  satisfont  à  ces 
deux  équations  du  premier  degré;  soient  x^  et  y^  les  valeurs  ob- 
tenues. 

On  comparera  y^  avec  f(x^)  eix^  avec  9  (|/J  ;  si  les  différences 
sont  suffisamment  petites,  on  pourra  regarder  x^  et  ij^  comme 
des  valeurs  suffisamment  approchées;  dans  le  cas  contraire,  on 
répétera  pour  ^^  ^^  I/2  1^  calcul  que  l'on  a  fait  pour  x^  et  î/^  ;  et 
l'on  obtiendra  de  nouvelles  valeurs  plus  approchées  x,^  et  y..  Et 
ainsi  de  suite. 

496.  Équations  qui  ne  peuvent  être  résolues.  —  Exami- 
nons maintenant  le  cas  où  les  équations  proposées  ne  peuvent 
être  résolues,  ni  par  rapport  à  x,  ni  par  rapport  h  y;  et  suppo- 
sons d'abord  qu'elles  soient  algébriques.  Ordonnons-les  toutes 
les  deux  par  rapport  à  celle  des  deux  variables  qui  y  entre 
avec  les  moindres  exposants  ;  soïiy  cette  variable.  Représentons 
par 

Y.==0    et     y,  =  0  [1] 

les  deux  équations  ainsi  ordonnées  ;  m  et  n  désignent  le  plus 
haut  exposant  de  y  dans  chacune  d'elles. 

Divisons  Y,^  par  Y«;  et  poussons  la  division  jusqu'à  ce  que 
nous  obtenions  un  reste  qui  soit  du  degré  n—  1  par  rapport  à 
y.  Ce  reste  et  le  quotient  auront  en  général  des  coefticients  frac- 
tionnaires; supposons  qu'on  réduise  au  môme  dénominateur 
<^(x)  tous  les  termes  du  quotient  et  du  reste;  soient  alors  Y„.,  le 
numérateur  du  reste  et  Q  celui  du  quotient  ;  on  aura 

V  V       ^   _L     «-1 


9(0;)     9  (a;)'     ■ 
d'où  . 

9(x).Y,.=  Y„.Q  +  Y,_,;  [2] 

et  l'on  peut  remarquer  que  si  l'on  avait  préalablement  mulli- 
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plié  Y,„  par  ç  (^),  la  division  se  serait  effectuée  sans  introduire  x 
en  dénominateur  ni  au  quotient  ni  au  reste. 

Cela  posé,  tout  système  de  valeurs  de  x  ei  y  qui  annulera 
Y„,  et  Y„,  annulera  Y^-i  ;  car  ç  {x)  et  Q  ne  contiennent  point  les 
variables  en  dénominateur,  et  ne  peuvent  dès  lors  devenir  in- 
finis pour  des  valeurs  finies  de  ces  variables.  11  s'ensuit  que  les 
points  communs  aux  deux  courbes  proposées  se  trouvent  sur  la 
courbe  qui  a  pour  équation 

En  second  lieu,  tout  système  de  valeurs  de  x  et  dey  qui  annu- 
lera Y„_i  et  Y,j  annulera  le  second  membre  de  l'équation  [2]  ;  il 
devra  donc  annuler  le  premier,  et  par  conséquent  l'un  des  deux 
facteurs  Y„  ou  <f(x).  Ainsi  les  points  communs  aux  deux  cour- 
bes qui  ont  pour  équations 

Y,=  0     et    Y,_,  =  0  [3] 

se  trouvent,  soit  sur  la  courbe  Y^^O,  soit  sur  les  parallèles  à 
l'axe  des  y  comprises  dans  l'équation  o  (x)  =  0. 

De  là  il  résulte  que  si  l'on  cherche  les  points  communs  aux 
deux  courbes  représentées  par  les  équations  [5],  on  aura  tous 
les  points  communs  aux  deux  courbes  proposées,  plus  peut-être 
quelques  points  qui  n'appartiendront  pas  à  la  courbe  Y^^O. 

Si  l'on  opère  sur  les  courbes  [5]  comme  sur  les  courbes  [1], 
on  parviendra  à  les  remplacer  par  deux  courbes 

Y,_,  =  0     et    Yn-.  =  0,  [4] 

dont  les  points  communs  comprendront  tous  ceux  qui  sont  com- 
muns aux  courbes  [5],  plus  peut-être  quelques  points  qui 
n'appartiendront  pas  à  la  courbé  Y„3=0.  Ces  points  com- 
muns comprendront  donc  tous  les  points  d'intersection  des  deux 
courbes  proposées  [1],  plus  peut-être  quelques  points  étran- 
gers. 
En  continuant  ainsi,  on  arrivera  à  un  système  de  courbes 

Y,=0    et    Y.=0, 

dont  les  points  communs  comprendront  encore  tous  les  points 
d'intersection  des  deux  courbes  proposées,  plus  peut-être  quel- 
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ques  points  étrangers.  Mais  elles  seront,  l'une  du  second  degré 
en  !/,  l'autre  du  premier  ;  on  pourra  donc  les  résoudre  par 
rapport  à  t/,  par  suite  les  construire  aisément,  et  leur  appliquer 
la  méthode  du  n''  493. 

Les  couples  de  valeurs  obtenues  qui  ne  satisferont  pas  aux 
deux  équations  proposées,  répondront  aux  points  étrangers 
introduits  par  le  calcul. 

L'algèbre  fournit  d'ailleurs  des  procédés  pour  éviter  cette 
introduction  ;  mais  ce  ne  serait  pas  ici  le  lieu  de  les  faire  con- 
naître. Il  ne  faut  pas  au  reste  s'exagérer  l'importance  de  ces  so- 
lutions étrangères  ;  elles  sont  presque  toujours  en  petit  nombre, 
quand  les  équations  proposées  ne  sont  pas  d'un  degré  très-élevé 
ou  qu'elles  n'ont  pas  été  préparées  à  dessein. 

497.  Équations  transcendantes.  —  Lorsque  les  équations 
proposées  sont  transcendantes  et  qu'elles  ne  peuvent  être  réso- 
lues par  rapport  à  aucune  des  deux  variables,  il  n'y  a  plus  de 
méthode  générale  pour  trouver  les  coordonnées  des  points 
communs  aux  deux  courbes.  Mais,  si  par  un  moyen  quelconque 
on  a  pu  se  procurer  des  valeurs  approchées  de  ces  coordonnées, 
on  pourra  les  obtenir  avec  tel  degré  d'approximation  qu'on 
voudra  en  suivant  la  marche  suivante,  qui  est  également  appli- 
cable aux  équations  algébriques. 

Soient 

f{x,y)z=0     et    o(x,y)=zO 

les  deux  équations  proposées;  et  soient  x^  et  y^  des  valeurs  ap- 
prochées des  coorcjonnées  de  l'un  des  points  communs  aux  deux 
courbes. 
Posons 

d'où 


x=Xi-{-oL    et    ^H-î/t-f-p, 


/'K-l-a,î/,-hp)  =  0     et    ^{x,-+-cL,y,-h?)  =  0. 

Développant,  en  remarquant  que  si  les  valeurs  x^  et  y^  sont 
suffisamment  approchées,  a  et  p  sont  des  quantités  très-petites, 
dont  on  peut  négliger  les  carrés  et  le  produit,  il  viendra 

f(x,,y,)-+-c^f^{x,,y,)-^?^fy{x,,y,)  =  0 
et        . 
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Ces  deux  équations  du  premier  degré  donneront  a  et  p;  en 
ajoutant  ces  quantités  à  x^  et  à  i/^,  on  obtiendra  pour  x  et  y  des 
valeurs  plus  approchées  0^2  et  y^.  Opérant  sur  ces  valeurs  comme 
on  a  opéré  sur  aj^  et  y^,  on  obtiendra  de  nouvelles  valeurs  plus 
approchées  x^  et  î/.  ;  et  ainsi  de  suite. 

On  sera  averti  qu'on  est  arrivé  à  un  degré  d'approximation 
suffisant,  lorsque  les  valeurs  obtenues  pour  x  et  y,  substituées 
dans  f(x,y)  et  ©  (x^y),  comme  la  marche  du  calcul  l'exige 
d'ailleurs,  donneront  des  résultats  négligeables. 

498.  Comme  exemple,  considérons  les  deux  lieux  géométriques  représen- 
tés par  les  équations 

y-hx  —  ~cos{y-{-x)=iO    et    y^  —  xy-{-x^=.0, 

et  supposons  que,  par  un  moyen  quelconque,  on  ait  trouvé,  à  ua  centième 
près,  les  valeurs  des  coordonnées  de  Tun  des  points  communs. 
Soient,  en  conséquence,  0^1  =  0,05  et  i/i  =  0,16.  On  aura 

/(a;i,i/i)=i/,+a;i— |ços(t/i4-aî,)=0,19— icos0,19=0,19— |cosl0o53M0",2 
=  0,19  -  0,19640=  —  0,0064, 
f'^{Xi,yi)  =  \  +|sin(^/^+:r^)  =  l+|sinl0"'55'10^2  =  l,0578, 
fy{xi,y,)  =  \-\-lsin{yi-hXi)=\,OZn, 
^{x^.yl)  =  yl^—x^y^-hx^--=-■0,OOOQS, 
9iK.?/i)  =  —î/i  +  5a^i  =  — 0,1573, 
<0y  {x„y^)  =  '^y^-x^=-{-OMQ^. 
On  aura  donc  à  résoudre  les  deux  équations 

l,0378a+l,0377p  =  0,0064, 

-0,1575  a +  0,0-468  P  =  0,0068, 
qui  donnent 

a=— 0,00201     et    ^=0,00817 
et  par  suite 

a;j  =  0,03— 0,00201  =  0,02799, 

î/j=0,16  +  0,00817  =  0,16817. 

Afin  de  juger  du  degré  d'approximation  obtenu,  on  peut  calculer  les  valeurs  de 
f{x^,yi)  et  de  (?{x.2,y^);  on  trouve 

/■(^2^?/2)=— 0,000006    et    <p(a;2,î/2)  =  + 0,000070. 

Les  valeurs  x^  et  y^  peuvent  donc  être  considérées  comme  suffisamment  ap- 
prochées. 

Remarques.  —  I.  Les  méthodes  qui  viennent  d'être  exposées 
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ne  sauraient  être  appliquées  aveuglément  et  d'une  manière  ab- 
solue; mais  elles  peuvent  êlre  employées  avec  succès  toutes  les 
fois  qu'un  tracé  des  deux  courbes,  exécuté  avec  soin,  a  donné 
pour  les  coordonnées  des  points  communs  des  valeurs  suf'tisam- 
ment  approchées;  et  c'est  ce  qui  arrive  ordinairement. 

499.  II.  A  l'occasion  des  courbes  dont  l'équation  ne  peut 
être  résolue  par  rapport  à  aucune  des  deux  variables,  il  peut 
être  utile  de  rappeler  que  la  transformation  des  coordonnées 
permet  quelquefois  de  lever  cette  difficulté. 

Considérons,  par  exemple,  la  courbe  ci-dessus  dont  l'équation 
est 

y'^  —  xtj-i-x^  =  0. 

On  remarque  que  le  premier  membre  ne  change  pas  quand 
on  y  remplace  x  par  y  et  y  par  x;  on  peut  en  conclure  que  la 

courbe  est  disposée  de  la  même 
manière  par  rapport  à  l'axe  des 
X  et  par  rapport  à  l'axe  des  î/, 
et  que  par  conséquent  elle  a 
pour  axe  de  symétrie  la  bissec- 
trice du  premier  angle  de  ces 
axes.  Si  Ton  prend  cette  bissec- 
trice pour  axe  des  a;,  les  coor- 
données nouvelles  étant  suppo- 
sées rectangulaires,  l'équation 
ne  devra  contenir  que  des  puis- 
sances paires  de  y'  ;  et  comme  le  degré  de  l'équation  ne  saurait 
s'élever  par  la  transformation  des  coordonnées,  il  faudra  que 
le  terme  en  y'^  disparaisse,  et  que  la  variable  y'  n'entre  qu'au 
second  degré. 

C'est  ce  qui  arrive  en  effet.  Les  formules  de  transformation 
pour  le  cas  qui  nous  occupe  sont  (65,  rem.  III) 

x'  —  y'        .  x'-j-y' 

x=: — -=^      et     y  =  — =r^. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation,  on  obtient 

__  _  /  \ X 

a;V2  +  3a;î/V2— ^' -+-?/'=  0,      d'où     y=±xi/ — 


Fie.  17^ 


CONSTRUCTIOIN  DES  RACINES  REELLES.  413 

La  courbe  représentée  par  cette  équation  a  la  forme  indiquée 
sur  la  figure  173.  Elle  a  pour  asymptote  la  droile  AB  parallèle 
à  l'axe  des  x'  et  qui  a  pour  équation 

—  1 

III.  Il  est  facile  de  reconnaître  que  Téquation 

i/-i-^  —  fcos  (î/-f-a;)=rO 

représente  une  droite  (ou  plusieurs  droites  parallèles).  Car  si 
l'on  pose  ^-^x-=.à^  il  reste  une  équation  en  rf,  d'où  Ton  tire 
une  ou  plusieurs  valeurs  déterminées.  Chaque  droile  repré- 
sentée par  \^-\-x^^à  est  une  parallèle  CD  à  l'asymptote  AB. 

500.  Lorsque  l'une  des  deux  équations  proposées  peut  être 
résolue  par  rapport  à  l'une  des  variables,  ?/  par  exemple,  on 
peut  transporter  dans  l'autre  équation,  à  la  place  de  î/,  sa  va- 
leur en  .T  ;  on  a  alors  à  résoudre  une  équation  en  x^  qui  peut 
être  algébrique  ou  transcendante.  Pour  construire  les  racines 
d'une  pareille  équation,  on  emploiera  les  moyens  qui  seront  ex- 
posés dans  le  paragraphe  suivant. 


§5.    —  CONSTRUCTION  DES  RACINES  RÉELLES  DES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 

50f .  On  a  vu  (46)  comment  on  construit  les  racines  de 
l'équation  du  second  degré. 

La  construction  des  racines  d'une  équation  du  troisième 
degré  se  ramène  à  la  construction  des  racines  d'une  équation  du 
quatrième  degré.  Prenons  donc  une  équation  du  quatrième 
degré,  privée  du  second  terme 

dans  laquelle  ]j,  (/,  r  sont  des  nombres  positifs  ou  négatifs. 
Posons 

x'^xS,  [2] 

d'où 

x'-=f, 


414  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS 

réquation  [1]  pourra  s'écrire 

y^-hpy-hqx-+-r=:0,  [5] 

et  l'équation  [1]  pourra  êlre  regardée  comme  résultant  de  l'éli- 
mination de  y  entre  les  équations  [2]  et  [o]  ;  c'est-à-dire  que  la 
question  est  ramenée  à  la  recherclie  des  points  communs  aux 
deux  courbes  du  second  degré  représentées  par  les  équations 
[2]  et  [3], 

Mais  on  peut  substituer  à  la  courbe  représentée  par  l'équation 
[3]  une  courbe  beaucoup  plus  simple.  Car  si  l'on  ajoute  mem- 
bre à  membre  les  équations  [1]  et  ['i]  et  qu'on  fasse  ensuite 
passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre,  on  obtient 

x^-hy^  -h  qx  4-  (i^  —  1  )  1/  -h  r  =  0,  [4] 

équation  qui  représente  un  cercle. 

Les  abscisses  des  points  de  rencontre  de  ce  cercle  avec  la  pa- 
rabole, toujours  la  mêmej  représentée  par  l'équation  p2],  seront 
les  racines  réelles  de  l'équation  proposée.  Si  l'épure  est  faite 
avec  soin  et  à  une  échelle  convenable,  ces  racines  pourront  être 
obtenues  avec  une  approximation  suffisante  pour  les  besoins  de 
l'application. 

Exemple.  —  Soit  proposée  Téquatioii 

Si  l'on  pose  x=ix' —  I  pour  faire  disparaître  le  second  terme,  on  obtient 

a/4_5^2_2a;'— 4  =  0. 

Les  racines  réelles  de  cette  équation  sont  données  par  l'intersection  de  la 
parabole 

y  =  x'^' 
avec  le  cercle 

^''  +  y^  —  ^2x'—Ay  —  4  =  Oi 

En  appelant  a  et  \i>  les  coordonnées  de  son  centre,  et  R  son  rayon,  on  trouve 

a  =  l,    p  =  2    et    R=3. 

503.  Si  l'équation  proposée  est  du  troisième  degré,  on  peut 
toujours  fa  ramener  a  la  forme 

x^-{-px-hq=^0,  [1] 

Multiplions  par  x,  ce  qui  revient  à  introduire  la  racine  a; =0, 
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il  viendra 

x''-i-px^-hqx=:0,  [2] 

et,  d'tiprès  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent,  les  racines 
réelles  de  cette  équation  seront  données  par  l'interseclion  de  la 
parabole  y=:x^et  du  cercle 

x^-hy"^-\-qx-h(l} — i)yz=zO. 

Ce  cercle  passe  par  l'origine,  ce  qui  dispense  de  chercher  son 
rayon. 

La  parabole  passant  aussi  à  l'origine,  il  y  a  un  point  d'inter- 
section dont  l'abscisse  esta;  =0;  mais  cette  racine  n'est  autre 
que  celle  qui  a  été  arbitrairement  introduite,  et  l'on  ne  doit  pas 
en  tenir  compte. 

Exemple.  —  Quelle  hauteur  faut-il  donner  à  un  segment  sphérique  pour  que 
son  volume  soit  le  quart  de  celui  de  la  sphère  ? 

Prenons  pour  inconnue  le  rapport  de  la  hauteur  cherchée  au  rayon  ;  soient 
X  ce  rapport,  et  R  le  rayon  de  la  sphère;  la  hauteur  du  segment  sera  ^x,  et 
l'on  devra  avoir 

i.|77RS:=7:.R2.'c2  (R  —  I  Rx) 
ou 

•         x^— '5x^  +  1  =  0. 

Posant  xz^ix'-hl  pour  faire  disparaître  le  second  terme,  on  obtient 

x"o^'6x'—i  =  0. 

Cette  équation  n'a  qu'mie  racine  réelle  qui  est  positive  ;  elle  sera  donnée 
par  rintersection  de  la  parabole  y=:x'^  avec  le  cercle 

x'^-i-y^—x'—Ay  —  O 

qui  passe  à  Porigine,  et  dont  le  centre  a  pour  coordonnées 

à;'  =  |    et    y  =  ^. 

503.  Considérons  maintenant  une  équation  quelconque 

A^)  =  o,  [1] 

dans  laquelle  le  premier  membre  est  une  fonction  continue  de  x^ 
comme  cela  a  lieu  pour  toutes  les  équations  que  l'on  rencontre 
dans  les  applications. 

Cette  équation  peut  être  considérée  comme  résultant  de  l'éli- 
mination de  y  entre  les  équations 

y=f{x)     et    y=zO, 
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la  question  revient  donc  à  chercher  les  intersections  de  Taxe  des 
X  avec  la  courbe  représentée  par  l'équation 

y^m-  m 

On  construira  donc  cette  courbe,  comme  il  a  été  indiqué  aux 
n^^  22  et  S5  ;  les  abscisses  des  points  où  elle  coupera  l'axe  des 
ic  seront  les  racines  réelles  de  l'équation  proposée  ;  et  si  l'épure 
a  été  faite  avec  soin  et  à  une  échelle  convenable,  ces  racines 
pourront  s'obtenir  avec  une  approximation  presque  toujours 
suffisante  dans  la  pratique. 

Si  f(x)  est  une  fonction  algébrique  entière,  on  pourra,  pour 
calculer  les  ordonnées  successives  de  la  courbe,  faire  usage  de 
la  méthode  des  différences,  exposée  aujourd'hui  dans  les  traités 
d'algèbre  supérieure.  On  le  pourra  en  toute  assurance;  car  le 
cas  où  la  courbe  s'approcherait  très-près  de  l'axe  des  x  sans  le 
couper,  et  le  cas  où  elle  le  couperait  en  deux  points  très-rappro- 
chés  l'un  de  l'autre,  les  seuls  où  l'on  pourrait  avoir  des  doutes 
sur  la  nature  des  racines  cherchées,  sont  des  circonstances  idéa- 
les qui  ne  se  présentent  jamais  dans  les  applications. 

» 
504.  Lorsqu'une  racine  a  été  obtenue  graphiquement  avec 

une  approximation  convenable,  on  peut  calculer  sa  valeur  avec 
tel  degré  d'approximation  que  l'on  désire. 

Soit  x^  la  valeur  de  x  obtenue  graphiquement,  et  soit  î/^  la 
valeur  correspondante  de  y,  en  sorte  qu'on  ait  yi  =  f{x^).  Le 
point  qui  a  pour  coordonnées  x^  et  î/^  ne  sera  pas  le  point  d'in- 
tersection de  la  courbe  avec  l'axe  des  x^  mais  il  en  sera  très- 
voisin  ;  et  l'on  pourra,  dans  l'inlervalle,  substituer  à  la  courbe 
sa  tangente  au  point  {x^^  y^}.  Celte  tangente  a  pour  équation 
(140) 

En  y  faisant  y  =  0,  on  obtient  pour  l'abscisse  du  point  où 
elle  rencontre  l'axe  des  x 

'^-'^^    f'ixy 

C'est  une  nouvelle  valeur  plus  approchée  de  la  racine  que  l'on 
cherche. 
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Nommons  x^  cette  nouvelle  valeur,  et  y^la  valeur  correspon- 
dante de  y.  En  répétant  pour  x^  et  î/^  les  raisonnements  et  les 
calculs  que  l'on  vient  de  faire  pour  x^  et  i/^,  on  obtiendra  pour 
la  racine  cherchée  une  nouvelle  valeur  plus  approchée 

f{x,) 

et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  s'est  fixé  à  l'avance  le  degré  d'approximation  auquel 
on  veut  arriver,  on  reconnaîtra,  en  général,  qu'on  y  est  parvenu 
lorsque  la  quantité 

_M 

f'{x) 

sera  numériquement  inférieure  à  l'erreur  que  l'ont  consent  à 
commettre. 

Mais  si  l'on  veut  s'assurer  plus  exactement  que  la  valeur  de 
X  est  obtenue  avec  le  degré  d'approximation  désiré,  on  pourra 
recourir  au  caractère  déjà  indiqué  au  n°  493,  Rem.,  mais  qui  se 
simplifie  dans  cette  circonstance. 

Soient  a;,^  la  valeur  trouvée,  et  S  la  limite  de  l'erreur  que  l'on 
veut  commettre,  on  calculera  les  deux  quantités 

f(x,-h)     et    /-(o^.-f-a), 

elles  devront  êlre  de  signe  contraire  ;  car  si  la  courbe  est  au-des- 
sous de  l'axe  des  x  avant  l'intersection,  elle  passera  au-dessus 
après  l'intersection,  ou  vice  versa.  (Nous  excluons  toujours  le 
cas  où  il  y  aurait  contact.) 

La  méthode  que  nous  venons  d'indiquer  n'est  autre  chose  que 
la  méthode  d'approximation  de  Newton, 
qui  est  présentée  sous  une  autre  forme 
dans  les  traités  d'algèbre. 

Cette  méthode  pourrait  être  en  défaut 
si  la  première  valeur  de  l'abscisse  de- 
mandée n'était  pas  donnée  avec  une 
approximation  suffisante.  En  effet  elle 

revient  à  la  construction  suivante.  Soit  MM'  (fig.  174)  la  courbe 
considérée,  et  A  le  point  où  elle  coupe  l'axe  des  x;  OA  est 
l'abscisse  cherchée,  et  la  méthode  de  Newton  consiste  à  rem- 
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placer  la  courbe  par  sa  tangente  en  M,  et  à  prendre  OT  pour 
une  valeur  approchée  de  OA;  car  on  a 


PT=: 


MP 


MP 


tang.MTP  langMTX 


x^  représentant  l'abscisse  OP. 

Or  il  pourrait  arriver,  dans  certains  cas,  que  la  tangente  en  M 
vînt  couper  l'axe  des  x  au  delà  du  point  M'.  Pour  pouvoir  em- 
ployer la  méthode  avec  sécurité,  il  faut  donc  se  guider  sur  les 
considérations,  suivantes. 

D'abord  on  peut  supposer  les  points  M  et  M'  assez  rapprochés 
pour  que  la  convexité  de  la  courbe  ne  change  pas  dans  Finter- 
valle,  c'est-à-dire  que  y"  conserve  son  signe.  Gela  posé,  si  ij" 
reste  positif  de  a^=:OP  à  a;=:OP',  et  que  l'ordonnée  passe  du 
positif  au  négatif,  comme  dans  la  figure  174,  la  tangente  MT 
coupera  l'axe  des  x  entre  P  et  A;  et  OT  sera  une  valeur  par  dé- 
faut plus  approchée  que  OP. 

Si  y"  reste  négatif  de  OP  à  OP'  et  que  l'ordonnée  passe  du  né- 
gatif au  positif  comme  dans  la  figure  175,  la  tangente  en  M  cou- 
pera encofe  Taxe  entre  P  et  A,  et  OT  sera  encore  une  valeur  par 
défaut  plus  approchée  que  OP. 


,  T  P 


A\ 


M 


T  P' 


Fis.  175. 


Fis.  176. 


Fig,  177. 


Mais  si,  y"  restant  positif,  Pordonnée  passe  du  négatif  au 
positif  comme  dans  la  figure  176,  ou  si,  ij"  restant  négatif,  For- 
donnée  passe  du  positif  au  négatif  comme  dans  la  figure  177,  la 
tangente  en  M  pourrait,  comme  nous  l'avons  dit,  passer  au  delà 
du  point  A  et  môme  du  point  P',  et  la  méthode  de  Newton  de- 
viendrait illusoire.  Dans  ces  deiTs  cas,  au  lieu  de  se  servir  de  la 
tangente  en  M,  on  emploiera  la  tangente  en  M'  qui  viendra  cou- 
per l'axe  des  x  entre  A  et  P'  et  donnera  une  valeur  de  x  par 
excès,  plus  approchée  que  OP'. 
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505.  I.  Prenons  pour  exemple  l'équation  algébrique 

a;»  — 38,197  x-^  — 92708  =  0; 

c'est  celle  qu'on  aurait  à  résoudre  si  l'on  cherchait  le  rayon  qu'il  faut  donner 
à  un  tuyau  de  500"  de  longueur  pour  qu'il  pût  débiter,  sous  une  charge  de 
10""  d'eau,  un  volume  constant  de  50  htres  d'eau  par  seconde.  Le  rayon  x  est 
ici  exprimé  en  centimètres. 
En  construisant  la  courbe  représentée  par  l'équation 

î/  =  a;3— 38, 197a;2— 92708, 

on  reconnaît  quelle  coupe  Taxe  des  a;  à  droite  de  l'origine,  en  un  point  dont 
l'abscisse  est  comprise  entre  9  et  10.  En  appliquant  la  méthode  ci-dessus,  on 
trouvera  que  x  est  compris  entre  9,92  et  9,95;  cette  dernière  valeur  est  donc 
approchée  à  moins  d'un  centième  de  centimètre  ou  d'un  dixième  de  milli- 
mètre. 

Le  diamètre  du  tuyau,  rapporté  au  mètre,  est  en  conséquence  0"^, 1986. 

II.  Prenons  pour  second  exemple  Téquation  transcendante 

COS  X  +  —  =1  j'i. 

77 

On  rencontre  des  équations  de  cette  forme  dans  certaines  questions  relatives  à 
la  vitesse  des  volants.  L'unité  d'arc  est  ici  le  rayon.  On  aura 

2a;  2 

f[x)=coèx-\-  -—  — 1,2    et    /''(a;)=— sina;  + 


77 


Si  Ton  appelle  u  l'expression  de  x  en  degrés,  on  aura 

180" 


[ij 


En  donnant  à  u  les  valeurs  successives  45%  46%  47%  etc.,  il  est  facile  d'en 
déduire  a;,  et  cos  x,  et  par  suite  f[x).  On  trouve  ainsi  pour  w:=:49° 

/■(a;)=: +  0,00050, 
et  pour  wr^ôO" 

/•(a;)^— 0,00167, 

résultats  de  signe  contraire  ;  d'où  l'on  conclut  que  x  est  compris  entre  les  va- 
leurs qui  correspondent  à  m  =  49''  et  à  w=:50% 
En  apphquant  la  méthode,  on  trouvera 

490  14' 26" 
^=       I8O0      "•  ['^J 

On  a,  en  effet,  dans  ce  cas, 

/'(x-)  =  — 0,00001, 

quantité  que  l'on  peut  regarder  comme  négligeable. 

La  racine  cherchée  est  donc  la  valeur  [2],  à  un  degré  d'approximation  suf- 
fisant. 
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g  6.  COURBES    HOMOTHÉTIQUES  ;    COURBES    SEMBLABLES. 

506.  Soit  s  (fig.  178)  une  courbe  quelconque  etO  un  point 
fixe.  Si  l'on  joint  le  point  0  à  tous  les  points  de  la  courbe  S  et 
que  sur  chaque  rayon  OA,  OB,  etc.,  on 
prenne  des  longueurs 0A\ OB', etc.,  telles, 
que  l'on  ait 


oa; 

OA 


OB' 
OB 


-...-^, 


FiLr.     17^ 


rayons  OA,  OB,  etc. 


k  désignant  un  nombre  constant ,  on 
obtient  une  seconde  courbe  S'  qui  est  dite 
semblable  à  S  et  semblablemerit  placée  :  ce 
qu'on  exprime  d'un  seul  mot  en  disant 
que  ces  courbes  sont  homothétiques .  Si, 
au  lieu  de  porter  les  longueurs  OA',  OB', 
elc,  à  partir  du  point  0  dans  le  sens  des 
on  les  porte  en  sens  contraire,  comme 
OA",  OB",  etc.,  on  obtient  une  courbe  S"  qui  est  également 
homothélique  par  rapport  à  la  courbe  S;  mais  l'homothétie 
est  dite  directe  pour  les  courbes  S  et  S',  tandis  qu'elle  est  dite 
inverse  pour  les  courbes  S  et  S".  Le  point  0  est  dit  le  centre  d'ho- 
mothétie^  et  le  nombre  k  est  le  rapport  d'homothétie.  On  obtient 
toutes  les  courbes  homothétiques  de  S  par  rapport  au  centre  0 
en  faisant  varier  k  de  — oo  à  H-  oo  ;  les  valeurs  positives  de  k 
répondent  à  l'homothétie  directe,  les  valeurs  négatives  à  Tho- 
mothélie  inverse  ;  la  valeur  k:=i  répond  à  l'égalité,  et  la  valeur 
A;  =  —  1  à  la  symétrie  par  rapport  au  centre  0. 

Les  points  tels  que  A  et  A',  B  et  B',  etc.,  qui,  dans  les  deux 
courbes  correspondent  à  un  même  rayon,  sont  ce  que  l'on  appelle 
des  points  homologues,  et  deux  droites,  telles  que  AB,  A'B',  qui 
joignent  des  points  homologues,  sont  appelées  droites  homologues. 

507.  Théorème.  —  Dans  deux  courbes  homothétiques,  les 
cordes  homologues  sont  parallèles,  et  leur  rapport  est  égal  au 
rapport  d'homothétie. 

Car  les  triangles  AOB,  A'OB'  sont  semblables,  comme  ayant 
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un  angle  égal  compris  entre  côtés  proportionnels  ;  donc  A'B'  est 

A'B'      OA' 
parallèle  à  AB,  et  l'on  a -v-j^^  ^  =  /(:. 

Corollaire. —  Les  tangentes  AT,A'T',  menées  en  deux  points  ho- 
moloyues  sont  parallèles  ;  car  si  l'on  fait  tendre  B  vers  A,  B' ten- 
dra en  môme  temps  vers  A';  et  puisque  AB  et  A'B'  sont  con- 
stamment parallèles,  ils  le  seront  encore  à  la  limite,  c'est-à-dire 
quand  les  cordes  seront  devenues  tangentes. 

Il  en  résulte  que  les  tangentes  en  deux  points  homologues  A 
et  A'  font  des  angles  égaux  avec  le  rayon  OA  ou  OA'. 

508.  Théorème.  —  Toutes  les  courbes  Iwmothétiques  crime 
courbe  donnée  peuvent  être  obtenues  en  choisissant  un  point  quel- 
conque pour  centre  d'homothétie. 

Considérons  d'abord  un  polygone  quelconque  ABCD...  (fig. 
179)  inscrit  dans  la  courbe  S.  Prenons  un  premier  centre  0,  e 
construisons  le  polygone  homo- 
thétique  A'B'C'D'. . .  en  prenant  sur 
OA,  OB,  OC,  OD,..  des  longueurs 
OA',  OB',  OC,  OD'. . .  qui  soient  avec 
les  premières  dans  le  rapport  de 
fe  à  î . 

Prenons  un  second  centre  0'  et 
construisons  de  même  le  polygone 
homothétique  A"B"C"D"...  en  pre- 
nant sur  O'A,  O'B,  O'C,  O'D...  des 
longueurs  O'A",  O'B",  O'C",  O'D"... 
qui  soient  avec  elles  dans  le  rap- 
port dek  à  1.  Je  dis  que  les  poly- 
gones A'B'C'D'...  et  A"B"C"D"...  se- 
ront égaux.  En  premier  lieu,  ces  polygones  ont  leurs  côtés  pa- 
rallèles; car  A'B'  et  A"B"  sont  tous  deux  parallèles  à  AB;  de 
même,  B'C  et  B"C"  sont  tous  deux  parallèles  à  BC,  et  ainsi  de 
suite.  En  second  lieu,  ces  polygones  ont  leurs  côtés  égaux 
chacun  à  chacun;  car  on  a,  par  exemple  (506), 

A'B'      k      .     A"B"      k     „  ,    ^,B,_^„,,. 


Fig.    179. 


ÂB^Î     '' 


AB        1' 


d'où 


et  l'on  démontrerait  de  même  que  l'on  a  B'C  =  B"C",  CD'  =  C"D' 
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etc.  Donc  les  deux  polygones homothétiques  de  ABCD..., formés 
avec  deux  centres  d'homothétie  différents  0  etO',  sont  égaux. 

Si  maintenant  on  multiplie  de  plus  en  plus  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  inscrit  dans  la  courbe  S,  il  tendra  à  se  con- 
fondre avec  cette  courbe;  en  môme  temps,  les  polygones  ho- 
mothétiques tendront  à  se  confondre,  l'un  avec  une  courbe  S', 
l'autre  avec  une  courbe  S",  toutes  deux  homothétiques  de  S  par 
rapport  aux  centres  0  et  0';  et  puisque  ces  deux  polygones  sont 
constamment  égaux,  ils  le  seront  encore  à  la  limite,  et  les 
courbes  S'  et  S"  seront  égales;  ce  qui  démontre  la  proposition 
énoncée. 

Remarque.  —  Si  l'on  joint  A'A",  B'B",  C'C"...,  toutes  ces  droites 
sont  égales  et  parallèles;  car  la  figure  A'A"B"B'  est  un  parallélo- 
gramme, puisque  A'B' et  A"B"  sont  égaux  et  parallèles,  et  ainsi  des 
autres.  Ainsi,  le  polygone  A"B''C"D"...  n'est  autre  chose  que  le 
polygone  A'B'C'D'...  qui  se  serait  transporté  parallèlement  à  lui- 
même.  On  en  peut  dire  autant  des  courbes  S"  et  S',  limites  de 
ces  polygones.  Ainsi, quand  on  change  décentre  dliomothétie sans 
changer  le  rapport  k,  la  courbe  homothétique  d'une  courbe  donnée 
ne  fait  que  se  transporter  parallèlement  à  elle-même.  Et  Ton  peut 
ajouter  parallèlement  à  la  droite  00'  qni  joint  les  deux  centres;  car 
00'  est  parallèle  à  A'A",  puisque  les  côtés  de  Fangle  OAO'  sont 
coupés  proportionnellement  aux  points  A'  et  A". 

509.  Théorème.  — Deur,  courbes  homothétiques  d'une  troisième 
sont  homothétiques  entre  elles. 

Soit,  en  effet,  S  une  courbe  donnée;  S'  une  courbe  homothé- 
tique construite  avec  le  centre  0'  et  le  rapport  k'  ;  S"  une  autre 
courbe  homothétique  construite  avec  le  centre  0"  et  le  rapport 
k".  On  pourra  toujours  construire  une  troisième  courbe  S^,  ho- 
mothétique de  S,  avec  le  centre  0'  et  le  rapport  fe".  D'après  le 
théorème  précédent,  la  courbe  S^  sera  égale  à  S".  Mais  en  même 
temps  elle  sera  homothétique  de  S'.  Donc  S'  et  S"  sont  homo- 
thétiques entre  elles. 

5f  O.  Lorsque  deux  polygones  sont  homothétiques,  si,  l'un 
d'eux  restant  tixe,  on  fait  tourner  l'autre  d'un  certain  angle  au- 
tour du  centre  d'homothétie,  les  deux  figures  cessent  d'être 
homothétiques,  mais  la  similitude  subsiste  -  car  Tégalité  des 
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angles  et  la  proportionnalité  des  côtés  n'ont  pas  été  modifiées. 
On  remarquera  que  si  la  rofation  était  de  180%  rtiomothétie  re- 
paraîtrait, mais  elle  serait  devenue  inverse  si  elle  était  d'abord 
directe,  ou  directe  si  elle  était  d'abord  inverse.  Les  mêmes  re- 
marques sont  applicables  à  deux  courbes  homothétiques,  puis- 
qu'on peut  les  regarder  comme  les  limites  de  polygones  homo- 
thétiques. 

5f  f  .^Théorème.  —  Lorsque  deux  polugones  sont  semblables,  on 
peut  toujours  les  amener  à  être  homothétiques  en  faisant  tourner  l'un 
cl  eux  d'un  certain  angle,  autour  d^  un  centre  cofivenablement  choisi. 

Soient,  en  effet,  ABC...,  A'B'C...  (fig.  480),  deux  polygones 
semblables.  Joignons  les  sommets  homo- 
logues A  et  A'  ;  joignons  de  même  les  som- 
mets homologues  C  et  C  Imaginons  le 
cercle,  lieu  des  points  dont  les  distances 
aux  points  A  et  A'  sont  dans  le  rapport  de 
AB  à  A'B'  ;  imaginons  de  même  le  cercle, 
lieu  des  points  dont  les  distances  aux 
points  G  et  C  sont  dans  le  rapport  de  AB 
à  A'B';  et  soit  0  un  point  commun  à  ces  pj^,.  ,8o. 

deux  cercles  ;  joignons  OA,  OB,  OC...,  et 
OA',  OB',  OC...  Faisons  tourner  le  polygone  A'B'C...  d'un 
angle  égal  à  AOA'  ;  le  point  A'  viendra  en  A"  sur  OA  ;  le  point  B' 
viendra  en  B"surOB;  car  les  triangles  AOB,  A'OB'  sont  sem- 
blables comme  ayant  leurs  côtés  proportionnels;  de  même,  le 
point  C  viendra  en  C"  sur  OC;  et  ainsi  de  suite;  en  sorle  que 
les  polygones  qui  n'étaient  que  semblables  seront  devenus  ho- 
mothétiques. 

La  même  remarque  s'applique  à  deux  courbes  semblables, 
considérées  comme  limites  de  polygones  semblables. 

5fS.  Problème.  —  Une  courbe  étant  donnée  par  son  équation^ 
trouver  r équation  générale  de  toutes  les  courbes  homothétiques. 

l.  Supposons  d'abord  que  l'origine  soit  le  centre  d'homo- 
thétie.  Menons  par  ce  centre  une  sécante  quelconque,  et  soient 
M  et  M'  les  points  homologues  des  deux  courbes  situés  sur  cette 
sécante;  en  appelant  x^  y  et  x',  y'  les  coordonnées  de  ces  deux 
points,  et  k  le  rapport  d'homothétie,  on  aura,  par  des  simili- 
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tudes  évidentes 

~  =  l  =  K     d'eu     0.=-     et     y  =  y-^. 

Si  donc  l'équation  de  la  courbe  donnée  est 

/'(^,2/)=0,  [1] 

celle  de  la  courbe  homothétique  sera 

f(rr)=«. 

ou  bien,  en  supprimant  les  accents, 

0.  12| 


<H  = 


Ainsi,  étant  donnée  réquation  iVune  courbe,  on  obtient  celle  de 
toute  courbe  homothétique  par  rapport  à  V origine  prise  pour  centre, 
en  divisant  les  coordonnées  courantes  x  et  ^  par  le  rapport  d'ho- 
mothétie. 

II.  -Supposons  en  second  lieu  que  le  centre  d'homolhétie  soit 
un  point  0',  dont  nous  désignerons  les  coordonnées  par  a  et  b. 
Transporlons  la  courbe  parallèlement  à  elle-même,  de  manière 
que  le  point  0,  supposé  lié  avec  elle,  vienne  coïncider  avec  le 
point  0';  et,  dans  cette  position,  rapportons-la  à  deux  axes 
O'X',  O'Y'  parallèles  aux  anciens.  Puisque,  dans  son  ancienne 
position,  elle  avait  pour  équation 

dans  sa  position  nouvelle  elle  aura  pour  équation 

et,  par  conséquent,  l'équation  des  courbes  homothéliques  rap- 
portées aux  nouveaux  axes  sera 

Si  maintenant  on  veut  la  rapporter  aux  anciens  axes,  comme 
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on  a 

x=x'-\-a     et    yz=.y'-\-b^ 

il  faudra  remplacer  x'  et  i/'par  x  —  a  et  i/  -—  &,  ce  qui  donnera 
pour  l'équation  demandée 


,(t£,t»)  =  „.  p, 


513.  Problème.  — Étant  donnée  V équation  d'une  courbe^  trouver 
V équation  générale  de  toutes  les  courbes  semblables  (homothéti- 
quesounon). 

Soit 

/•(*,!/)  =  0  [1] 

l'équation  de  la  courbe  donnée  S  rapportée,  pour  plus  de 
simplicité,  à  des  axes  rectangulaires,  dont  nous  désignerons  l'ori- 
gine par  0.  Soient  a  Qib  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
0'  du  plan.  Menons  par  le  point  0'  deux  axes  O'X',  O'Y'  paral- 
lèles aux  axes  OX  et  OY  ;  puis,  deux  axes  O'X",  O'Y''  faisant  res- 
pectivement un  angle  a  avec  O'X'  et  O'Y'.  Imaginons  maintenant 
qu'on  transporte  la  courbe  S  parallèlement  à  elle-même,  de 
telle  sorte  que  le  point  0,  supposé  lié  avec  elle,  vienne  coïnci- 
der avec  le  point  0',  puis  qu'on  la  fasse  tourner  d'un  angle  a 
autour  du  point  0'.  Son  équation,  par  rapport  aux  axes  O'X''  et 
O'Y",  sera  la  même  que  par  rapport  à  OX  et  à  OY,  c'est-à-dire 

.       f{x\y")  =  ^,  [21 

en  désignant  par  a;",  y"  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  par  rapport  aux  axes  O'X"  et  O'Y".  D'après  ce  qui 
a  été  dit  plus  haut,  l'équation  générale  des  courbes  homotlié- 
tiques  de  S,  par  rapport  aux  mêmes  axes,  sera  donc. 


Kï'9==°-  f'i 


Il  s'agit  d'obtenir  l'équation  de  la  même  courbe  par  rapport 
aux  anciens  axes.  Mais,  d'après  les  formules  connues  (65)  de 
la  transformation  des  coordonnées,  on  a 

aJ  =  a-!-a;"cosa— 1/"  sina    et    i/=!>-+-ic"sina -f-î/^cosa, 
d'où  l'on  tire 

x"  =  {x  —  a)  cosa-i-(î/  —  b)  sina 
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et 

y"z=  —  (x  —  a)  sina-h  (ij —b)  cosc/..  [4] 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  [3],  on  aura  l'équa- 
tion demandée, 


'[ 


(a:;  — a)  cosa-f- (î/  — &)sina    —  (a;  — a)sina-4-(î/  — Z>)  cos  a"! 

T  ,  r —  U.    [5J 


Remarques.  —  Toutes  les  courbes  algébriques  semblables  sont 
du  même  degré. 

514.  Problème.  —  Étant  données  les  équations  de  deux  cour- 
bes rapportées  aux  mêmes  axes,  reconnaître  si  elles  sont  sem- 
blables. 

Soient  f{x,  y)  =  Oe[<f  (x,  y)  =  0  les  équations  des  deux  cour- 
bes. L'équation  générale  des  courbes  semblables  à  f(x,  y)  =  ^ 
étant  l'équation  [5]  du  numéro  précédent,  il  faudra  que  l'équa- 
tion (^(x,y)==:0  puisse  être  identifiée  avec  [5].  Les  conditions  à 
remplir  pour  cette  identification  feront  connaître  les  indéter- 
minées, a,b,a  et  k.  Si  l'on  trouve  «  =  0  ou  a=180°,  les 
courbes  proposées  ne  seront  pas  seulement  semblables,  elles 
seront  en  même  temps  homothétiques. 

Si  les  courbes  proposées  sont  algébriques  et  du  degré  m,  elles 

,       .    (m -1-1)  (m  H- 2)  ^  ,  ,         .  ,,. 

pourront  avoir ^^ '-^ termes,  et  par  conséquent  li- 

dentification  conduira  a    ^ '-^ ^  —  1   ou    — ^o 

équations,  contenant  quatre  indéterminées;  il  faudra  donc  que 

les  coefficients  des  deux  équations  satisfassent  à —  4 

conditions. 

Si  les  deux  courbes  devaient  être  en  même  temps  homothé- 
tiques, a  serait  égal  à  0  ou  à  180"*;  il  n'y  aurait  donc  plus  que 
trois  indéterminées,  et  le  nombre  des  équations  de  condition 

serait  îliîï^- 3. 

515.  Conditions  d'homothétie  des  courbes  du  second 
degré.  —  Soient 

Ax'-hBxy-hCy'-hDx-^Ey-h¥  =  0  [1] 

et  A V  4-  B'xy  -h  C'y'  H-  D'^  -t-  E't/  w-  F' = 0  [2] 
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les  équations  de  deux  courbes  du  second  degré.  L'équation  gé- 
nérale des  courbes  homothétiques  à  la  première  est  (513,  II) 

En  l'identifiant  avec  l'équation  [2]   après  l'avoir  multipliée  par 
k^,  on  trouve 

A  _  B  __  C  _  —  2Aa — B^>  H-  Dfc  __  —  Bg  —  2C^>  +  Efc 
A,~B'""C'~  D'  ~~  E' 

Aa'  4-  Bab  -h  Cb'  —  Bak  —  Ebk  +  ¥k^ 


De  ces  cinq  relations,  deux  sont  indépendantes  des  indéter- 
minées a,  &,  k,  savoir 

A_B_C 

A'~B'~"ry  ^  J 

Ces  relations  expriment  que  les  coefficients  des  termes  du  se- 
cond degré  doivent  être  proportionnels.  Les  trois  autres  relations 
donneraient  a,  b  et  k. 

A 
Si  X  désigne  le  rapport  t-„  on  a 

A=:XA',     B  =  XB',     G=XC'. 
Par  suite 

B^~4AG=zXMB'^  — 4A'C'). 

Ainsi,  lorsque  les  conditions  [4]  sont  remplies,  les  deux  courbes 
sont  du  même  genre.  Si  l'on  désigne  par  a  l'angle  que  fait  avec 
l'axe  des  x  l'un  des  axes  de  la  première  courbe,  et  par  a  celui 
que  fait  avec  l'axe  des  x  l'un  des  axes  de  la  seconde,  on  sait 
qu'on  a  (222) 

R  R' 

tang2a=:^— ^     et     tang  2a'  =  ^7— ^,. 

Par  conséquent,  si  les  conditions  [4]  sont  remplies,  on  aura 
c'est-à-dire  que  les  deux  courbes  auront  leurs  axes  parallèles. 
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Les  équations  qui  donneront  a^  b  eik  sont  : 

2ka-hBb  =  dk--\)%  [5] 

Ba-f-2C&=E/r  — E'X,  [6] 

ka' -hBab -h œ  —  dka  —  Ekb  -hVk'  —  ¥'\  =  0.  [1] 

Les  valeurs  de  a  et  de  &  tirées  des  équations  [5]  et  [6]  ont  pour 
dénominateurs  B^~4AC.  Dans  le  cas  des  courJoes  à  centre,  ces 
valeurs  seront  donc  finies  et  déterminées.  En  les  portant  dans 
l'équation  [7],  on  en  tirera 


=*Vf' 


18] 


a'  et  A  désignant  les  déterminants  des  deux  équations  propo- 
sées. Les  deux  valeurs  de  k  égales  et  de  signe  contraire  répon- 
dent à  l'homothétie  directe  et  à  Phomothélie  inverse. 

Si  A  et  a'  étaient  de  signe  contraire,  les  valeurs  de  k  devien- 
draient imaginaires,  et  les  deux  courbes  ne  seraient  plus  géo- 
métriquement homothétiques.  Mais  on  peut  dire  qu'elles  le  se- 
raient encore  à  un  point  de  vue  purement  analytique.  Tel  est, 
par  exemple,  le  cas  des  deux  hyperboles  ayant  pour  équations 

-'      f_.,        .,         ^'  f   _      ,    ' 


-^^^-,=i       et 


b^  m^a^       rrî'b^ 

Le  calcul  donnerait  alors  m  v^ — 1  pour  le  rapport  d'homothétie. 
Les  deux  courbes  ne  sont  pas  géométriquement  homothétiques; 
mais  si  l'on  cherche  la  distance  du  centre  au  point  où  une  même 
droite  menée  par  ce  centre  rencontre  les  deux  courbes,  on 
trouve  pour  l'une  de  ces  distances  une  quantité  réelle  et  pour 
l'autre  une  quantité  imaginaire  dont  le  rapport  est  constant  et 
égal  à  m\' — 1. 

Dans  le  cas  où  les  deux  équations  proposées  représentent 
des  paraboles,  les  équations  [5]  et  [6]  donneraient  pour  a  cAb 
des  valeurs  infinies.  Pour  que  ces  équations  soient  compatibles, 
il  faut  que  les  numérateurs  des  valeurs  de  a  et  6  s'annulent, 
c'est-à-dire  qu'on  ait 

2C  (D'X  —  D/c)  —  B  (E'X  —  E/c)  z=  0 

et  2 A  (E'X  —  Ek)-B  (D'X  —  M)  =  0, 
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d'où 

'^  — '^'BD  — 2AE  BE  — 2CD' 

Il  est  facile  de  s'assurer  que  ces  valeurs  sont  égales,  en  vertu 
de  la  relation  B^  — 4AC  =  0.  On  reconnaît,  de  plus,  qu'elles 
coïncident  avec  la  valeur  donnée  par  la  relation  [8].  Il  suffit, 
pour  s'en  convaincre,  de  remplacer  partout  B  par  2\/A.  \JC. 

Ces  valeurs  de  k  sont  généralement  finies  ;  elles  ne  devien- 
draient infinies  que  si  les  courbes  représentées  par  les  équa- 
tions proposées  se  réduisaient  chacune  à  deux  droites  paral- 
lèles.      / 

En  résumé,  lorsque  les  équations  proposées  représentent  des 
courbes,  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'elles 
soient  homolhétiques  sont  les  relations  [4] ,  exprimant  que  les 
coefficients  des  termes  du  second  degré  sont  proportionnels. 

516.  Conditions  de  similitude  des  courbes  du  second 
degré.  —  Ces  conditions  pourraient  être  déduites  de  la  théorie 
exposée  au  n**  513;  mais,  pour  éviter  des  calculs  pénibles,  il  est 
préférable  d'étabhr  ces  conditions  directement  comme  il  suit. 

I.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  de  deux  courbes  à  centre. 
Pour  que  ces  courbes  soient  semblables,  il  faut  qu'en  déplaçant 
convenablement  l'une  d'elles  on  puisse  les  amener  à  être  homo- 
lhétiques. Soient  donc  S  et  S' les  deux  courbes  proposées.  Dans 
le  plan  de  ces  courbes  prenons  un  point  arbitraire  0  pour 
centre  ;  nous  pourrons,  en  faisant  varier  le  rapport  d'homo- 
thétie,  construire  à  l'aide  de  ce  centre  toutes  les  courbes 
homothétiques  de  S  (508),  et,  par  conséquent,  parmi  ces  cour- 
bes homothétiques  se  trouvera  une  courbe  S'' égale  à  S'.  Or,  dans 
cette  position,  les  axes  des  deux  courbes  étant  des  lignes  homo- 
logues, ces  axes  devront  être  proportionnels  (507).  Réciproque- 
ment, si  les  axes  des  courbes  S  et  S'  sont  proportionnels,  il  y 
aura,  parmi  les  courbes  homothétiques  de  S,  une  courbe  S"  dont 
les  axes  seront  égaux  à  ceux  de  S',  et  qui  par  conséquent  sera 
égale  à  S'.  Donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
les  deux  courbes  S  et  S'  puissent  être  amenées  à  être  homotlié- 
tiques,  est  que  leurs  axes  soient  proportionnels.  Maintenant, 
quelle  que  soit  la  position  de  deux  courbes,  si  elles  cessent  d'être 


430  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

homothétiques,  elles  ne  cesseront  pas  d'être  semblables.  Donc 
enfin  la  condition  de  similitude  de  deux  courbes  du  second  degré  à 
centre  est  que  leurs  axes  soient  proportionnels. 

II.  Supposons  en  second  lieu  qu'il  s'agisse  de  deux  paraboles. 
On  a  vu  (S!^8)  que,  par  une  transformation  convenable  de  coor- 
données, on  pourra  amener  chacune  de  ces  courbes  à  avoir 
pour  équations,  l'une 

y^='2px 

par  rapport  à  certains  aîces,  l'autre 

y'=^2p'x 

par  rapport  à  d'autres  axes.  Mais  si  l'on  transporte  la  seconde, 
avec  ses  axes,  de  manière  à  faire  coïncider  ceux-ci  avec  les  pre- 
miers, les  deux  courbes  auront,  par  rapport  à  un  même  système 
d'axes,  les  équations  que  nous  venons  d'écrire.  Or,  dans  cette 
situation,  il  est  facile  de  voir  qu'elles  seront  homothétiques. 
Menons,  en  effet,  par  l'origine  0  devenue  commune,  une  sé- 
cante quelconque  faisant  un  angle  a  avec  l'axe  des  x.  Soit  M  (^,  y) 
le  point  où  cette  sécante  rencontre  la  première  courbe,  et 
M'  {x'^y')  le  point  où  elle  rencontre  la  seconde.  Représentons  la 
distance  OM  par  p  et  la  distance  OM'  par  p'.  Nous  aurons 

a;=pcosa,     i/  =  psina,      a;'  =  p'cosa,     î/'=p'sina. 

Par  conséquent 


p'^sin^a^i^iJ.pcosa,     d'où    p=2p.-r-^. 


sm'a 


et 


p'^sin^a=2pycosa,     d'où     p'=:2p'.^^; 


sm^a 


d'où  l'on  conclut 


P       // 

-  =— =une  constante  k, 

P      P 


ce  qui  revient  à  dire  que  les  deux  courbes  sont  devenues  homo- 
thétiques. Il  en  résulte  que  deux  paraboles  peuvent  toujours 
être  placées  de  manière  à  être  homothétiques;  donc  enfin 
deux  paraboles  quelconques  sont  des  courbes  semblables. 
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517.  Théorème.  —   Toutes  les  courbes  d'une  même  famille, 
représentée  par  une  équation  algébrique 

homogène  par  rapport  aux  quantités  x^  y  et  3,  sont  des  courbes 
homothétiques. 

Prenons,  en  effet,  pour  centre  l'origine;  l'équation  générale 
des  courbes  homothétiques  à  la  courbe 

f{x,y,a,)^0,  [I] 

qui  est  une  des  courbes  de  la  famille  considérée,  sera 


/■(|,-f,«.)=0.  [2] 


Mais  l'équation  proposée  étant,  par  hypothèse,  homogène  par 
rapport  aux  quantités  x,  y  et  a,  on  a 

.fx  y    a\       i    .,  . 

m  étant  le  degré  de  l'équation.  Il  en  résulte  que  si  l'on  prend 

a=:ka^y 
on  aura 

ce  qui  montre  que  toute  courbe  de  la  famille  proposée,  et  ayant 
pour  équation 

f(x,y,ka,):=0, 

est  identique  à  une  des  courbes  homothétiques  de  la  courbe  par- 
ticulière [1].  Donc  toutes  les  courbes  de  la  famille  sont  homo- 
thétiques. 

Telles  sont  les  circonférences  de  cercle  concentriques,  les  pa- 
raboles ayant  même  sommet  et  même  axe,  les  hyperboles  ayant 
les  mêmes  asymptotes. 

Remarque.  —  On  démontrerait  par  un  procédé  analogue  que 
toutes  les  courbes  d'une  même  famille,  représentée  par  une 
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équation  algébrique 

homogènepar  rapport  aux  quantités  a;,  y,  a,b^c^...  sont  des  cour- 
bes homothétiques,  si  tous  les  paramètres  a,  6,  c,.  .  varient 
proporlioniiellement. 

Telles  sont  les  ellipses  qui  ont  leurs  axes  proportionnels,  et 
dirigés  suivant  les  mêmes  droites. 


CHAPITRE  XII 


DES  COORDONNEES  POLAIRES,  DES  COORDONNEES  TRILINEAIRES 
ET  DES  COORDONNÉES  TANGENTIELLES 


g  1.  —  DÉFINITION  DES  COORDONNÉES  POLAIRES.  —  TRANSFORMATION  fiES 
COORDONNÉES  RECTILIGNES  EN  COORDONNÉES  POLAIRES,  ET  RÉCIPRO- 
QUEMENT. 

518.  Considérations  sur  la  manière  de  fixer  la  position 
d'un  point  sur  un  plan.  —  Nous  n'avons  fait  usage  jusqu'ici, 
pour  fixer  la  position  d'un  point  dans  un  plan,  que  de  ses  coor- 
données rectilignes,  c'est-à-dire  de  ses  distances  à  deux  axes 
fixes  traces  dans  le  plan,  distances  estimées  perpendiculairement 
quand  les  axes  sont  rectangulaires,  ou  parallèlement  à  ces  axes 
quand  ils  sont  obliques. 

On  conçoit  qu'il  puisse  exister  beaucoup  d'autres  manières 
de  fixer  la  position  d'un  point  dans  un  plan.  Cette  position 
serait  connue,  par  exemple,  si  l'on  donnait  les  distances  de  ce 
point  à  deux  points  fixes  pris  dans  le  plan,  pourvu  que  l'on  sût 
de  quel  côté  il  se  trouve  par  rapport  à  la  droite  qui  joint  les 
points  fixes;  car  il  se  trouverait  à  l'intersection  de  deux  circon- 
férences de  cercle  décrites  des  deux  points  (îxes  comme  centres 
avec  des  rayons  respectivement  égaux  aux  deux  distances 
données. 

La  position  d'un  point  serait  également  connue  si  l'on  donnait 
les  angles  que  les  droites  menées  de  ce  point  à  deux  points  fixes 
pris  dans  le  plan  font  avec  la  droite  qui  joint  les  points  fixes; 
car  il  se  trouverait  à  l'intersection  de  deux  droites  faisant  avec 
la  ligne  des  points  fixes  des  angles  respectivement  égaux  aux 
angles  donnés. 

On  pourrait  encore  déterminer  la  position  d'un  point  dans  un 
pljpn  par  ses  distances  à  un  point  fixe  cl  à  une  droite  fixe;  car  il 
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se  trouverait  à  l'inlersection  d'une  droite  et  d'un  cercle  ;  et  ainsi 
de  suite. 

Les  diverses  manières  de  fixer  la  position  d'un  point  dans  un 
plan  formeraient  autant  de  systèmes  de  coordonnées^  dont  chacun 
pourrait  avoir  son  avantage  dans  certaines  questions  spéciales. 
Ainsi,  dans  le  premier  système  considéré,  en  nommant  p  et  p' 
les  distances  d'un  point  quelconque  aux  deux  points  fixes,  les 
équations  très-simples 

pH-p'  =  const.     ou    p  — p'=const. 

représenteraient,  la  première  une  ellipse,  et  la  seconde  une 
hyperbole,  ayant  les  points  fixes  pour  foyers.  Dans  le  second 
système,  en  nommant  w  et  w'  les  angles  que  les  droites  menées 
d'un  point  quelconque  aux  deux  points  fixes  font  avec  celle  qui 
joint  ces  points,  l'équation 

w  4-o)'=:const. 

représenterait  une  circonférence  de  cercle  passant  par  les  points 
fixes.  Dans  le  troisième  système,  en  nommant  p  et  ^  les  distan- 
ces d'un  point  quelconque  au  point  fixe  et  à  la  droite  fixe,  et  en 
désignant  par  m  une  constante,  l'équation 

représenterait  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole,  sui- 
vant qu'on  aurait  m<l,  m>l  ou  ??i=l  (347). 

Mais  les  avantages  que  peuvent  présenter  ces  divers  systèmes 
de  coordonnées  ne  sont  point  assez  généraux  pour  les  faire  pré- 
férer, soit  aux  coordonnées  rectilignes  dont  nous  nous  sommes 
servis  jusqu'à  présent,  soit  à  celles  que  nous  allons  étudier. 

Remarque.  —  Dans  les  systèmes  de  coordonnées  que  nous  ve- 
nons de  signaler,  comme  dans  le  système  des  coordonnées  rec- 
tilignes, chaque  point  du  plan  est  donné  par  l'intersection  de 
deux  lieux  géométriques,  déterminés  respeclivement  par  cha- 
cune des  coordonnées,  et  l'on  verra  qu'il  en  est  de  môme  pour 
les  coordonnées  polaires.  Néanmoins  il  serait  inexact  de  définir, 
comme  on  le  fait  quelquefois,  un  système  de  coordonnées,  en 
disant  que  c'est  un  système  de  deux  lieux  géométriques  dont  l'in- 
tersection détermine  la  position  d'un  point.  On  peut  se  servi*, 


DES  COORDONNEES  POLAIRES. 


455 


en  effet,  de  systèmes  de  coordonnées  qui  échapperaient  à  cette 
définition.  Ainsi,  dans  l'étude  des  courbes,  on  a  employé  avec 
succès  pour  coordonnées  l'arc  de  la  courbe  môme,  compté  à 
partir  d'un  point  fixe  pris  sur  cette  courbe,  et  l'inclinaison  de 
la  normale  à  l'autre  extrémité  de  cet  arc  K  On  pourrait  employer 
pour  coordonnées  l'aire  de  la  courbe  et  l'inclinaison  de  sa  tan- 
gente, etc.  Il  vaut  donc  mieux  se  borner  à  dire  qu'wn  système  de 
coordonnées  est  un  sijstème  de  grandeurs  variables  propres  à  déter- 
miner la  position  d'un  point. 

519.  Coordonnées  polaires.  —  Soit  M  (fig.  181)  un  point 
dont  on  veut  déterminer  la 
position  dans  un  plan.  Me- 
nons dans  ce  plan  une 
droite  fixe  OX,  et  prenons 
sur  cette  droite  un  point 
fixe  0,  puis  joignons  OM. 
La  position  du  point  M  sera 
entièrement  connue  si  l'on 
donne  l'angle  MOX  et  la 
longueur  OM;  car  pour 
l'obtenir  il  suffira  de  faire  au  point  0  un  angle  XOM  égal  à 
l'angle  donné,  et  de  prendre  sur  la  direction  ainsi  déterminée, 
et  à  partir  du  point  0,  une  distance  OM  égale  à  la  longueur 
donnée. 

L'angle  MOX  et  la  longueur  OM  forment  les  coordonnées  po- 
laires du  point  M  ;  le  point  0  se  nomme  le  pôle,  la  droite  OX 
Taxe  polaire;  la  longueur  OM  est  le  rayon  vecteur  du  point  M; 
l'angle  MOX  n'a  pas  reçu  de  nom  particulier;  pour  la  commo- 
dité du  langage,  nous  l'appellerons  l'angle  polaire  du  point  M. 

On  désigne  assez  habituellement  le  rayon  vecteur  parla  lettre 
p,  et  l'angle  polaire  par  la  lettre  w.  Tout  point  du  plan  est  par- 
faitement déterminé  par  une  valeur  positive  de  w  comprise 
entre  0  et  2::,  et  par  une  valeur  de  p  également  positive  com- 
prise entre  0  et  +  oo  .  Mais  pour  pouvoir  représenter  par  une 
seule  équation  tous  les  points  d'un  même  lieu  géométrique,  on 
est  obligé  d'admettre  aussi  pour  w  et  p  des  valeurs  négatives. 


Fig.  181. 


^  ^lémoiies  sur  les  développées  des 
Bmeon;  1829. 


ourhes  planes,  pal*  MM.  Dubois-Aymé  et 
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On  adopte  pour  le  sens  positif  de  l'angle  w  celui  qui  est  indiqué 
par  la  flèche,  c'est-à-dire  le  sens  du  mouvement  d'une  droite 
qui,  d'abord  couchée  sur  OX,  tournerait  autour  du  point  0  en 
s'élevant  de  OX  vers  OM.  On  peut  faire  varier  w  depuis  0  jus- 
qu'à une  valeur  quelconque,  pouvant  comprendre  un  nombre 
illimité  de  circonférences,  soit  dans  le  sens  positif,  soit  dans  le 
sens  négatif.  Quant  au  rayon  vecteur  p,  OM  et  OM'  seraient,  par 
exemple,  deux  rayons  vecteurs  égaux  et  de  signe  contraire,  ré- 
pondant à  une  môme  valeur  de  l'angle  polaire  w. 

5SO.  Équation  d'une   courbe  en  coordonnées  polaires. 

—  Toute  équation  de  la  forme 

f[p^  0))  =  0     ou     p=:©(to) 

représente  en  coordonnées  polaires  une  courbe  que  l'on  con- 
struira de  la  manière  suivante. 

On  donnera  à  o)  des  valeurs  croissantes,  à  partir  de  zéro,  et 
suffisamment  rapprociiées;  et  l'on  déduira  de  l'équation  pro- 
posée les  valeurs  correspondantes  de  p.  On  construira,  comme 
il  a  été  dit  au  n''  519,  les  différents  points  qui  ont  pour  coor- 
données polaires  les  valeurs  correspondantes  de  w  et  de  p  ainsi 
obtenues.  Si  l'on  a  fait  varier  w  par  intervalles  suffisamment 
petits,  les  points  construits  de  la  sorte  seront  assez  rapprochés; 
et  en  les  réunissant  par  un  trait  continu,  on  aura  la  courbe  de- 
mandée, avec  le  degré  d'approximation  que  comporte  le  dessin. 

Réciproquement,  il  peut  arriver  qu'une  courbe  étant  définie 
géométriquement,  on  veuille  la  représenter  par  des  coordonnées 
polaires  ;  il  suffira  pour  cela  de  déduire  de  sa  définition  la  rela- 
tion constante  qui  existe  entre  les  coordonnées  p  et  w  d'un 
même  point. 

Remarque.  —  Lorsque  la  variable  w  n'entre  dans  l'équation  que 
par  ses  lignes  trigonométriques,  l'unité  à  laquelle  on  la  rapporte 
est  indifférente;  mais  lorsqu'elle  y  entre  d'une  autre  manière, 
on  prend  pour  unité  d'arc  celui  dont  la  longueur  est  égale  au 
rayon,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  prend  pour  unité  d'angle 
l'angle  au  centre  qui  correspond  à  cet  arc.  La  variable  w  n'ex- 
prime plus  alors  qu'un  rapport;  et  elle  ne  figure  dans  les  for- 
mules que  comme  un  nombre  abstrait.  Un  angle  polaire  de  90° 
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est  alors  représenté  par  ^;  un  angle  de  180"  par  tc  ;  et  ainsi  de 
suite. 

5S1.  Remarques.  —  I.  D'après  la  définition  même  des  coor- 
données polaires,  l'équation. 

dans  laquelle  a  est  un  angle  donné,  représente  une  droite  pas- 
sant par  le  pôle  et  faisant  avec  l'axe  polaire  l'angle  a.  Si  l'on 
n'admet  que  des  rayons  vecteurs  positifs,  une  moitié  seulement 
de  la  droite  est  représentée  par  cette  équation;  l'autre  serait 
représentée  par  l'équation  o)  =  a-t-180°.  Si  l'on  admet  des 
rayons  vecteurs  négatifs^  une  même  équation  représentera  donc 
la  droite  tout  entière. 

II.  Les  équations  (w^=:0  et  to  ^l  80''  représentent  Taxe  polaire. 

III.  L'équation  P  =  ^5 

dans  laquelle  r  est  une  longueur  donnée,  représente  une  circon- 
férence de  cercle  décrite  du  pôle  comme  centre,  avec  la  lon- 
gueur r  pour  rayon. 

IV.  L'équation  p=:  0  représente  le  pôle. 

5SS.  Changement  d'axe  polaire. — On  a  souvent  besoin  de 
changer  d'axe  polaire  sans  changer  de  pôle.  Soit  OX'(fîg.  181) 
le  nouvel  axe  polaire  faisant  avec  l'ancien  un  angle  X'OX  =  a; 
et  soit  to'  le  nouvel  angle  polaire  du  point  M.  On  aura 

MOX=:M0X'4-X'0X      ou      0)=:o)'-|-a. 

Telle  est  la  relation  qui  servira  à  opérer  le  changement  d'axe 
polaire. 
On  reconnaîtrait  aisément  que  cette  formule  est  générale. 

5S3 .  Passer  d'un  système  de  coordonnées  rectangulai  res 
à  un  système  de  coordonnées  polaires,  et  réciproquement. 

Soient  OX  et  OY  (fig.  181)  les  axes  rectangulaires;  MP  et  OP 
les  coordonnées  d'unpointMrapportéesàcesaxes.  Si  l'on  prend 
d'abord  pour  axe  polaire  l'axe  des  x^  on  aura  OM  ==:  p  et  MOX  =  w. 
Or  les  coordonnées  rectangulaires  du  point  M  étant  les  projec- 
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tiens  de  OM  sur  les  axes,  on  aura,  quelle  que  soit  la  position  du 
point  M, 

^r=pcosw    et    y  =  psin(ii.  [1] 

Si  l'on  prend  pour  axe  polaire  une  droite  quelconque  OX'  pas- 
sant par  l'origine  et  faisant  avec  OX  un  angle  a,  il  faudra,  dans 
ces  formules,  remplacer  w  par  w'  -h  a  :  ce  qui  donnera 

X  =  p  cos  (lù' -{- Cf.)     et    î/ =  p  sin  ((!)'  + a) .         [2] 

594.  Pour  passer,  au  contraire,  d'un  système  de  coordon- 
nées polaires  à  un  système  de  coordonnées  rectangulaires  ayant 
le  pôle  pour  origine,  il  faudra  des  formules  ci-dessus  tirerjes 
valeurs  de  p  et  de  w,  ou  de  6)',  en  fonction  de  x  et  de  y. 

On  tire  des  équations  [1],  en  les  ajoutant  membre  à  membre 
après  les  avoir  élevées  au  carré, 


x'-^y'=zp%      d'où       pr=y/a;^+î/.  [3] 

On  obtient  ensuite 


X 

cns  u\z=  -  =z  — et     sin 


On  peut  aussi  diviser  les  équations  [1]  membre  à  membre,  ce 
qui  donne 

tan2fa)=:^.  [5] 

^  X 

On  tirerait  même  des  équations  [2] 


p  =  sjx'-^y'  '      , 

et 

Cf)s((o'-f-a)=:.-.J==i'Sin  K+^)  =7=1'*^"^  K+^)=f  \^\ 

Remarque.  — La  transformation  des  coordonnées  obliques  en 
coordonnées  polaires,  et  viceversa^  n'est  point  usitée  ;  nous  ne 
donnerons  donc  pas  ici  les  formules  qui  s'y  rapportent  ;  mais 
nous  engageons  le  lecteur  à  les  établir  :  ce  sera  un  exercice 
utile. 
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535.  Application  des  formules  qui  précèdent.  —  Considé- 
rons d'abord  l'équation  de  la  ligne  droite  rapportée  à  des  axes 
rectangulaires. On  a  vu,  au  n°  86,  qu'en  appelant  p  la  perpendi- 
laire  abaissée  de  l'origine  sur  la  droite,  et  a  l'angle  que  celle 
perpendiculaire  fait  avec  l'axe  des  x^  l'équation  de  la  droite  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

a:cOSa-|-î/ sina=:]9. 

Si  Ton  prend  l'axe  des  x  pour  axe  polaire  et  l'origine  pour  pôle, 
on  aura,  en  faisant  usage  des  formules  [1] , 

p  cos  (0  cos  a  -H  p  sin  w  sin  a  =zp  ; 
d'où 


cos    0)- 


(71 


Si  l'on  prend  pour  axe  polaire  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  la  droite,  il  faudra,  dans  la  formule  ci-dessus,  rem- 
placer ti)  par  0)'  -H  a,  ce  qui  donnera 

9  — }"> 

cos  w 

formule  facile  à  Irouver  directement  ;  car  la  perpendiculaire  p 
est  la  projection  constante  du  rayon  vecteur. 

586.  L'équation 

représente,  en  coordonnées  rectangulaires,  une  hyperbole  équilatére  rapportée 
à  ses  axes.  Si  l'on  prend  le  centre  pour  pôle  et  Taxe  transverse  pour  axe  po- 
laire, on  trouvera,  en  faisant  usage  des  formules  [i], 

p2  cos^  (0  —  p2  sin^  (0  =  «2,     d'où    p  =  -  ro-i 

Vcos2(o  •-  J 

L'équation  a:?/ =  m2,  en  coordonnées  rectangulaires,  représente  une  hyper» 
bole  équilatére  rapportée  à  ses  asymptotes  ;  si  l'on  prend  le  centre  pour  pôle 
et  Tune  des  asymptotes  pour  axe  polaire,  on  trouvera,  à  l'aide  des  mêmes  for- 
mules [1], 

îïi  i/2 
p' sin  w  cos  w=w^,     d'où     p=        ^  — .  [9J 

y/sin  2  w 

sa"».  L'équation 
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en  coordonnées  rectangulaires,  représente  une  cissoïde  (18),  dont  le  cercle 
générateur  a  pour  diamètre  a.  On  trouvera,  en  faisant  usage  des  équations  [1], 
que  la  même  courbe,  en  coordonnées  polaires,  a  pour  équation 

^        cos  «  '■    J 

Enfin,  réquation 

{x'-  -h  î/ + a2)2  _  4a«a;2—  a*, 

en  coordonnées  rectangulaires,  représente  une  lemniscate  (20);  en  coordon- 
nées polaires,  la  même  courbe  aura  pour  équation 


(p2  +  a2)2  — 4a2p2cos«(o  =  a*,    ou    p  =  a  v/2.  v/cos2  w.       [H] 
5«8.  Supposons,  au  contraire,  qu'on  ait  l'équation  polaire 

c 
^      acosw  +  ^sinw*  ^     ^ 

On  en  tire 

a  p  cos  (0  +  &  p  sin  w  =  c, 

ou,  en  employant  les  relations  [1], 

ax-{-by  =  c, 

équation  d'une  droite.  L'équation  [12]  représente  donc  une  droite. 
Soit  encore  l'équation  polaire 

P  =  acosw4- /'sinw.  [15] 

Kn  la  multipliant  par  p,  sauf  à  tenir  compte  du  facteur  introduit,  on  trouve 

p- z=:  ap  cos  6)  +  tp  sin  w, 

ou,  en  se  servant  des  relations  [1]  et  [3], 

x^-rtj^=^ax-hby, 

équation  d'une  circonférence  de  cercle  pa£sant  par  l'origine.  L'équation  [13] 
représente  donc  un  cercle  qui  passe  par  le  pôle. 

Remarque.  —  L'introduction  du  facteur  p  se  trouve  ainsi  justifiée;  car  si 
l'on  tient  compte  de  l'équation  p  =  0,  correspondante  à  ce  facteur,  on  sait 
qu'elle  représente  le  pôle  (sai,  IV),  ce  qui  ne  change  rien  au  lieu  représenté 
par  l'équation  [13]. 

sao.  Soit  enfin,  comme  dernier  exemple,  l'équation  polaire 

acos  w  r.  ,T 

on  en  tire,  en  chassant  le  dénominateur  et  multipliant  par  p, 
p' — 2p  sin  œ.pcos  w^ra.pcos  w. 
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Au  moyen  des  formules  [l]  et  [3]  on  la  change  en 

qui  est  celle  d'une  parabole.  L'équation  [14]  représente  donc  une  parabole. 
Remarque.  ■—  On  peut  répéter  ici  la  remarque  faite  au  numéro  précédent. 


§  2.  —  CENTRE,  AXES  DE  SYMÉTRIE,  TANGENTES  ET  ASYMPTOTES  DES 
COURBES  EN  COORDONNÉES  POLAIRES. 

530.  Centre.  —  Lorsque  le  pôle  est  un  centre,  p  doit  pren- 
dre la  môme  valeur  pour  w  et  pour  w  4-7:;  et,  réciproquement, 
si  l'équation  donnée  ne  chanfi^e  pas  quand  on  y  remplace  w  par 
0)  H- TU,  le  pôle  est  un  centre.  C'est  donc  à  ce  dernier  caractère 
que  l'on  reconnaîtra  si  la  courbe  représentée  par  une  équation 
donnée  a  le  pôle  pour  centre. 

531.  Axes  de  symétrie.  —  Lorsque  l'axe  polaire  est  un 
axe  de  symétrie  de  la  courbe,  à  chaque  j  oint  M  (fig.  181)  situé 
au-dessus  de  cet  axe  correspond  un  point  M"  situé  au-dessous, 
à  la  môme  distance,  et  sur  une  même  perpendiculaire.  Pour 
ces  deux  points,  les  longueurs  OM  et  OM"  sont  égales,  ainsi  que 
les  angles  MOX  et  M"OX.  Mais  le  premier  de  ces  deux  angles 
étant  regardé  comme  positif,  le  second  doit  être  regardé  comme 
négatif.  Il  s'ensuit  que,  si  l'équation  polaire  de  la  courbe  est 
satisfaite  par  un  système  de  valeurs  p  et  o),  elle  le  sera  égale- 
ment par  le  système  p  et  — w.  Il  faut  pour  cela  que  l'équation 
reste  la  môme  quand  on  y  change  w  en  — w. 

C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  lorsque  l'angle  polaire 
n'entre  dans  l'équation  que  par  son  cosinus,  par  sa  sécante  ou 
par  des  lignes  trigonométriques  affectées  d'un  exposant  pair. 
Ainsi  des  équations  telles  que 

/'(p,cosa))  =  0,     f(p,  sin^(o)  =  0,     /^p,  tang'a))=:0, 

représentent  des  courbes  symétriques  par  rapport  à  Taxe  po- 
laire. 

533.  Si  la  courbe  a  un  axe  de  symétrie  passant  par  le  pôle 
et  faisant  avec  l'axe  polaire  un  angle  a,  il  faudra  qu'en  rappor- 
tant la  courbe  à  son  axe  de  symétrie,  c'est-à-dire  en  faisant 
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tourner  l'axe  polaire  d'un  angle  a,  Péquation  à  laquelle  on  par- 
viendra reste  la  même  quand  on  y  changera  le  signe  du  nouvel 
angle  polaire.  Or,  pour  effectuer  le  changement  d'axe  polaire 
dont  il  s'agit,  il  faut  remplacer  w  par  w'-f-a;  et  la  nouvelle 
équation  polaire  devra  rester  la  même  quand  on  y  changera  to' 
en  —  w'.  Ceci  revient  à  dire  que  l'équation  primitive  doit  don- 
ner le  même  résullat  quand  on  y  remplace  wparaito'.  Les 
termes  susceptibles  de  changer  de  signe  avec  w'  doivent  donc 
disparaître,  quel  que  soit  w'  ;  et  cette  condition,  si  elle  est  rem- 
plie, fera  connaître  la  valeur  de  a. 
Soit  proposée,  par  exemple,  Téquation 

pr=ra  +  &  sinSw. 
En  y  remplaçant  w  par  a±:w',  elle  devient 

p=:a  4- ?7sin  Sa.cos  5fù'db  &cos5a.sin  5w'. 
Pour  que  le  terme  en  siiioo/  disparaisse  quelque  soit  w',  il  faut  qu'on  ait 

cos3a  =  0, 
d'où,  en  ne  prenant  que  les  valeurs  positives, 

5a  =  90''  +  ?î,.180     et     a  =  50" -f- w.  60°, 
n  étant  un  nombre  entier,  ce  qui  donne  les  valeurs 

a=:30%      a=90°,     a=rl50°.      ar=50°  + 1^0%  etc., 

qui  ne  fournissent  que  trois  directions  distinctes.  On  retrouverait  encore  les 

mêmes  directions  en  prenant  pour 
a  des  valeurs  négatives.  La  courbe  a 
donc  trois  axes  de  symétrie,  faisant 
avec  Taxe  polaire  des  angles  de  30, 90 
et  150  degrés. 

Cettecirconstance abrégerait  d'une 
manière  notable  la  construction  de  . 
la  courbe,  car  les  trois  axes  de  symé- 
trie faisant  entre  eux  des  angles 
égaux,  il  en  résulte  que  la  courbe 
se  compose  de  six  parties  superpo- 
sables  (fig.  182).  Et,  en  général,  s'il 
y  a  71  axes  de  symétrie  passant  par 
le  pôle  et  faisant  des  angles  succes- 
sifs égaux  entre  eux,  la  courbe  se  composera  de  parties  superposables  en 
nombre  2n. 


Fig.  182. 


Remarque.  — Si  l'on  admettaitdes  rayons  vecteurs  négatifs,  une 
équation  polaire  représenterait  encore  une  courbe  symétrique 
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par  rapport  à  l'axe  polaire  lorsqu'elle  demeurerait  la  môme  en 
y  changeant  à  la  fois  w  en  i80° — w  et  p  en  — p.  La  méthode  ci- 
dessus  exposée  devrait  alors  être  modifiée  en  conséquence  ; 
c'est-à-dire  que  pour  obtenir  les  axes  de  symétrie  passant  par 
le  pôle,  il  faudiait  remplacer  successivement  w  par  a-hw'  et 
par  a  -I- 1 80"  —  (I)',  puis  exprimer  que  les  résultats  obtenus  sont 
égaux  et  de  signe  contraire,  quel  que  soit  w'. 

533.  Tangentes  en  coordonnées  polaires.  —  Pour  déter- 
miner la  tangente  à  une  courbe  dont  l'équation  est  donnée  en 
coordonnées    polaires,    on    cherche 
l'angle  qu'elle  fait  avec  le  rayon  vec- 
teur du  point  de  contact. 

Soit  M  (fig.  185)  le  point  d'une 
courbe  AB  où  l'on  veut  mener  une 
tangente  à  cette  courbe  ;  soit  M'  un 
point  infiniment  voisin.  La  direction 
de  la  tangente  MT  au  point  M  est  la 
limite  vers  laquelle  tend  la  direction 
de  la  sécante  MM'  ou  MS  lorsque  le 
point  M'  va  en  se  rapprochant  du 
point  M  ;  l'angle  OMT  ou  V  que  la  tangente  fait  avec  le  rayon 
vecteur  OM  est  donc  la  limite  de  l'angle  OMS  ou  U. 

Soient  w  et  p  les  coordonnées  du  point  M,  celles  du  point  M' 
seront  œ  -h  /i  et  p  H- fc,  /i  et  k  désignant  les  accroissements  algé- 
briques que  subissent  les  coordonnées  quand  onpassedupointM 
au  point  M';  c'est-à-dire  qu'on  a  /i— M'OX— MOXet  /c=OM'  — OM- 

Cela  posé,  on  a  dans  le  triangle  M'OM 

OM'      sinOMM' 


Fig.   185. 


OM      sin  OM'M 


ou 
d'où 


et 


p-i-/c_sin(180''  — OMS) 


sin  II 


k sinU — sin(U 


sin  (OMS— MOM')      sin  (U  — /i)' 

/i)_2sin|/icos(U  — i/i) 


sm{U  —  h) 


sin(U  — /t) 


sin  (U  —  h) 
cos(U  — f/i) 


2sin|/i sin\h    h 
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Si  l'on  passe  à  la  limite,  le  premier  membre  se  réduit  à  tangV, 

se  réduit  à  1 ,  et  il 


puisque  U  a  pour  limite  V  ;  le  rapport 
reste 


ïh 


tangV  =  p.lim 


_    P 


limr 
h 


Or  la  limite  du  rapport  ^,  ou  de  raccroissement  de  la  fonction 

à  l'accroissement  de  la  variable,  n'est  autre  chose  que  la  déri- 
vée p'  de  p  par  rapport  à  w.  On  a  donc 


tangV^.^,. 

P 


[i] 


On  reconnaîtrait  aisément  que  cette  formule  est  générale. 

La  dérivée  p  se  calculera  d'après  les  règles  connues.  Si  l'équa- 
tion de  la  courbe  est  donnée  sous  la  forme  p =9(0)),  p'est  égale 
à  9'  (w)  et  l'on  a 

langV  =  i=^  [21 

Si  l'équation  de  la  courbe  est  donnée  sous  la  forme  f(p,o))=0, 
on  a  (tôt) 


r.ip^^) 


et  par  suite 


Remarque. 


tangV:=  — 


r?  (p.  w) 
pt\  (p' 


rAp^ 


Aux  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe 
polaire,  on  a  tang  V= — tangto;  et  aux 
points  où  elle  est  perpendiculaire  à  l'axe 
polaire,  on  a  tangV^colangw. 

534.  Équation  de  la  tangente.  —  Il 

peut  être  utile  d'avoir  l'équation  polaire  de 
la  tangente  môme  ;    on   l'obtiendra  de  la 

Fig.    184.  .    ^  ' 

manière  suivante.  Soit  M((.),,  pj  (fig.  184) 
le  point  de  contact,  et  T(a),  r)  un  point  quelconque  de  la  tan- 
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gente.  Joignons  OT;  le  triangle  OTM  donne 

QM__sinOT\I  p,  _  sin  [V  +  (o^  —  o)] 

OT~'sinOMT     ^^     ?;~"  sin  V 

Développant  le  numérateur,  divisant  les  deux  termes  par  cosY 

et  remplaçant  tangV  par  sa  valeur  -J-,  on  en  tire 

P 1 


i       1         , 

-=-  COS  (o) 

r       0, 


Pi    •    / 
H- 4  sin  K 


Mais  si  l'on  pose  -  =:  /"(w),  on  en  déduit  f  (w)  = -, 

P  P" 

conséquent  l'équation  de  la  tangente  devient 


par 


1 

-=:/'(wJCOS 


—  f  ((i)Jsin(tOj  — w) 


535.  Normale,  sous-tangente  et  sous-normale 

par  le  p()le  0  (fig.  185)  une  perpendiculaire 
au  rayon  OM,  terminée  d'une  part  en  T  à  sa 
rencontre  avec  la  tangente  en  M,  et  d'autre 
part  en  N  à  sa  rencontre  avec  la  normale.  La 
longueur  OT  est  ce  que  l'on  nomme  la  soiis- 
tangente^  et  la  longueur  ON  est  la  sous-nor- 
male. On  en  obtient  aisément  les  valeurs. 

On  a 


—  Menons 


OT  =  OM  lang  OMT  :::=  p  lang  V  =:^ 


cl 


0N  = 


OM 


tangOMT"'^* 
536.  Exemples.  —  1.  Considérons  d'abord  la  courbe  qui  a  pour  équation 

ç)r=:4  H-  2  sin 3  w, 


on  trouvera 


tan"Vr= 


isinoo) 


G  COS  5(0 


Au  point  A  (fig.  182),  qui  répond  à  o  =  0,      on  a  tangV  ==  |  ; 
Au  point  B,  qui  répond  à  w.t=:  50%  on  a  tangV=  oo; 

Au  point  C,  qui  répond  à  co  =  1)0%  on  a  tang V  =z  o<  . 
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On  voit  qu'aux  points  B  et  C  la  tangente  est  perpendiculaire  au  rayon  vec- 
teur, comme  l'indique  la  figure. 

JI.  Soit  p  =  atang  w  (fig.  180);  on  trou- 
vera tang  V  =  §  sin2  m. 

Pour  w  =  0  on  a  tang  V  =  0  ;  ainsi  la 
courbe  est  tangente  en  0  à  l'axe  po- 
laire. 

m.  Soitp=:-=  (fig.l87);ontrou- 
ysinw 

;— 2tangw. 


Fia.  186. 


point  d'inflexion  enlre  o)  =  0  et  (oz=90° 


vera  tang  Y 

Pour  wrz:90%  on  a  tangV=r  oo;  ainsi 
la  tangente  au  point  A  est  perpendicu- 
laire au  rayon  vecteur.  La  courbe  ayant 
d'ailleurs  l'axe  polaire  pour  asymptote, 
il  s'ensuit  qu'elle  a  nécessairement  un 


Fig.  187. 


IV.  Soitp  =  -7-^—  (fig.  188);  on  trouvera  tangV: 


étang  (ù. 


Pour  w  =  90%  on  a  tang  V  =  oo  ;  ainsi  la  tangente  au  point  A  est  perpen- 
diculaire au  rayon  vecteur.  Pour  o)=:  0,  on  a  d'ailleurs  tangV=0;  c'est-à- 


Fiff.  188. 


dire  que  la  tangente  se  confond  alors  avec  le  rayon  vecteur.  Il  en  résulte  que 
la  courbe  a  Un  point  d'inflexion  entre  w  =  0  et  w  =  90°. 


V.  Soit   p 


on  trouvera 


tangV 


(0-  /  m 
—  a  +  - 
w  V  « 


aw  -f-  m 
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L'angle  V  approche  d'autant  plus  d'être  droit,  que  oi  est  plus  grand.  La  va-- 

leur  (ùz=z ,  qui  donne  ?=:0,  donne  aussi  tangV  =  0;  c'est-à-dire  qu'au 

pôle  la  tangente  a  la  direction  du  rayon  vecteur  lui-même. 

537.  Tangente  au  pôle.  —  Ceci  est  général  :  sironapr=0 
pour  une  certaine  valeur  de  w,  par  exemple,  pour  w=  a,  la  tan- 
gente au  pôle  est  précisément  la  droite  représentée  par  l'équa- 
tion o)z=a.  Car  cette  droite  est  la  limite  vers  laquelle  tend  une 
sécante  passant  par  le  pôle,  quand  on  la  fait  tourner  autour  de 
ce  point  jusqu'à  ce  que  le  second  point  de  rencontre  vienne  se 
confondre  avec  le  premier  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  jus- 
qu'à ce  que  le  rayon  vecteur  de  ce  second  point  devienne  égal 
à  zéro. 


538.  Prenons  encore  pour  exemple  la  courbe  qui  a  pour  équation  p=  w. 
et   qu'on  désigne  sous  le  nom  de 
spirale  d'Archimède  (fig.  189).  On 
trouve 

tanffVrrrto; 


ainsi  la  tangente  fait  avec  le  rayon 
vecteur  des  angles  d'autant  plus 
voisins  de  90",  que  w  est  plus  grand. 
La  courbe  rencontre  l'axe  polaire 
en  des  points  pour  lesquels  on  a 
successivement  : 


Fig-  189. 


0,    w; 


277,  w  =:  St:  ; 


et  ainsi  de  suite. 

Plus  généralement,  une  droite  passant  par  le  pôle  et  faisant  avec  l'axe  po- 
laire l'angle  a,  rencontre  la  courbe  en  des  points  qui  répondent  à 

(o  =  a,    w  =  X  +  TV,    6)  rr:  a  +  27r,    w  =:  a  4- Stt, 

et  ainsi  de  suite. 

Ces  nombres  représentent  en  même  temps  les  valeurs  de  la  tangente  trigo- 
nométrique  des  angles  que  les  tangentes  aux  divers  points  font  avec  l'axe 
polaire. 

Remarque.  —  I.  On  n'a  tracé  sur  la  figure  que  la  partie  de  la  courbe  répon- 
dant aux  valeurs  positives  de  p;  si  Ton  admet  des  rayons  vecteurs  négatifs,  on 
aura  une  seconde  courbe  symétriquement  placée  par  rapport  à  l'axe  polaire. 

II.  Dans  cette  courbe  la  sous-tangente  est  constante. 

.539.  Soit  enfin  l'équation  p=:a"  ,  qui  représente  (fig.  190)  une  courbe  à 
laquelle  on  donne  le  nom  de  spirale  logarithmique. 
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On  trouve 

*         log'a 

quantité  constante  dans  laquelle  log'a  indique  le  logarithme  népérien  de  a. 

La  spirale   logarithmique    jouit 

donc  de  cette  propriété,  de  cou- 
per  tous    ses    rayons  vecteurs 
sous  un  angle  constant. 
Lorsque  a  est  égal  à  la  base 
_    des  logarithmes  népériens,  l'an- 
gle constant  V  est  de  Ab°. 
Dans  cette  courbe  la  sous-nor- 
Fig.  190.  maie  et  la  sous-tangente  sont  pro- 

portionnelles au  rayon  vecteur. 

54:0.  Concavité  et  convexité  vers  le  pôle;  inflexions,  —  Une 

courbe  rapportée  à  des  coordonnées  polaires  esl  concave  vers  le 
pôle,  en  un  point  M  (w^,  pj  lorsque  pour  o)=:  w^  ±/i,  h  désignant 
une  quantité  tré^petito  et  tendant  vers  zéro,  le  rayon  vecteur 
p  delà  courbe  est  moindi'C  que  le  rayon  vecteur  r  de  la  langenle. 
La  courbe  es^  au  contraire,  convexe,  vers  le  pôle  si,  pour 

p  est  plus  grand  que  r.  Il  y  a  inflexion  au  point  M,  si  la  dif- 
lérence  p  — r  change  de  signe  au  point  M.  F'uisqu'on  a  la  valeur 
de  p  en  fonclion  de  w,  et  que  l'on  a  aussi -celle  de  r,  d'après 
Téqualion  de  la  tangente  (534),  on  pourrait  se  contenter  d'exa- 
miner le  signe  de  p  —  r  pour  o)=  co^  —  h  et  pour  w  =  w^  -f-  h. 

Mais  on  peut  déduire  de  ces  définitions  un  caractère  analy- 
tique souvent  plus  commode. 

La  condition  pour  que  la  courbe  soit  concave  vers  le  pôle, 
c'est-à-dire   p<r   ou  p  —  r<0,  peut  s'écrire 

i-i>o.  m 

Comme  le  premier  membre  s'annule  pour  wrrro)^,  qui  ré- 
pond au  point  de  contact,  pour  que  ce  premier  membre  reste 
positif  de  (o=o)^  —  h  à  wi=:w^-i-/i,  il  faut  qu'il  soit  minimum 
pour  (i)  =  o)i;  ce  qui  exige  que  sa  première  dérivée  s'annule,  et 
que  sa  seconde  dérivée  prenne  une  valeur  positive. 

Or  la  première  dérivée  s'annule  en  efiel;  car  on  tire  de  l'é- 
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quation  de  la  tangente  (474) 
1 


(^) 


=:/'(o)Jsin(a)j— w)  -}-f'  (o3i)  ces  (o)^  —  w) 

et,  pour  (0=0)^  le  premier  membre  devient  (-)  el  le  second 

membre  se  réduit  à  f  (w^),  c'est-à-dire  à  (- j  .  La  condition  né- 
cessaire et  suflisante  pour  qu'au  point  M  la  courbe  tourne  sa 
concavité  vers  le  pôle  est  donc 

i)"-(iY>0    ou      nV-^->0; 
Pi/        Vi/  V?i/       Pi 


car  on  a 


1\  1 


(y 


r.  /  ■  •  -  p, 


On  verrait  de  même  que  cette  somme  doit  être  négative 
pour  que  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  le  pôle.  Pour  qu'il 
y  ait  inflexion,  il  faut  que  cette  somme  cbange  de  signe  au 
point  considéré;  il  l'aut  donc  qu'elle  passe  par  zéro  ou  par 
l'infini. 

.  Remarque.  —  H  y  a  exception  toutefois  quand  le  pôle  coïn- 
cide avec  [le  point  d'inflexion  môme;  la  courbe  ne  cesse  pas 
alors  de  tourner  sa  concavité  vers  le  pôle,  soit  avant,  soit  après 
ce  point. 

Si,  par  exemple,  on  reprend  la  courbe  p-^a  langw,  étudiée 
au  n"  536,  on  trouve    • 


-    H--^^".COt(D.      ■    .,    -  +  1 
pj       Pi     a  'Vsnrw^ 


© 


et  la  valeur  de  cette  expression  reste  positive  pour  toutes  les 
valeurs  de  w  répondant  à  des  points  de  la  courbe;  il  en  résulte 
que  celte  courbe  tourne  constamment  sa  concavité  vers  le  pôle. 

Cependant  il  y  a  inflexion  au  pôle. 

On  retrouvera  la  môme  particularité  dans  la  courbe 
pz=«y/2cos'2oj,  qui  n'est  autre  que  la  lemniscate  étudiée  au 
n"  20,  et  dans  beaucoup  d'autres  courbes  polaires. 
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541.  Asymptotes  en  coordonnées  polaires. — Lorsque  à 
une  valeur  finie  de  w,  par  exemple  (i)=a,  répond  une  valeur 

infinie  de  p,  il  y  a  lieu  de  cher- 
cher si  la  droite  passant  par  le 
pôle  et  faisant  avec  Taxe  polaire 
l'angle  a,  n'est  pas  une  asymptote 
de  la  courbe,  ou  si  cette  dernière 
n'a  pas  une  asijmptote  rectiligne 
parallèle  à  cette  droite. 
Fig.  191.  Soit  OA  (fig.  191)  la  droite  qui 

fait  avec  l'axe  polaire  l'angle  a; 
et  soit  M  un  point  quelconque  de  la  courbe  supposée  à  droite 
de  OA.  Du  point  M  abaissons  sur  OA  la  perpendiculaire  MP,  et 
joignons  OM,  nous  aurons 

POM==POX— MOX=z:a-o3, 

et,  en  appelant  8  la  distance  MP, 

a  =  OM.sinPOM==psin(a 


a). 


Imaginons  que  dans  cette  expression  on  ait  mis  pour  p  la 
valeur  tirée  de  l'équation  de  la  courbe,  et  que  l'on  fasse  tendre  w 
en  croissant  \ers  la  valeur  particulière  a.  Si  3  tend  vers  zéro,  la 
courbe  ira  en  se  rapprochant  indéfiniment  de  OA;  cette  droite 
sera  donc  une  asymptote  de  la  courbe.  Si  o  tend  vers  une  valeur 
finie  d,  la  courbe  aura  pour  asymptote  une  parallèle  à  OA,  dis- 
tante de  OA  d'une  longueur  égale  à  d,  et  située  à  droite  de  OA. 
Si  3  tend  vers  l'infini,  la  courbe  n'aura  pour  asymptote  ni  OA, 
ni  une  parallèle  à  OA. 

Si  le  point  M  était  placé  à  gauche  de  OA,  on  aurait 
o  =  psin((o  —  a), 

et  il  faudrait  faire  tendre  w  vers^^,  en  décroissant. 

L'étude  des  variations  de  p,  laquelle  doit  toujours  précéder  la 
recherche  des  asymptotes,  fera  connaître  si  la  courbe  est  placée 
à  droite  ou  à  gauche  de  OA;  elle  fera  connaître  également  de 
quel  côté  de  l'asymptote  la  courbe  est  placée,  quand  l'asymptote 
ne  coïncide  pas  avec  OA.  Cela  suppose  que  p  est  positif;  si  p 
était  négatif,  le  contraire  aurait  lieu 
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Remarque.  — Nous  avons  omis  à  dessein  le  cas  où  o  serait  in- 
dépendant de  ù).  Si  cela  arrivait,  tous  les  points  du  lieu  repré- 
senté par  l'équation  proposée  seraient  à  la  même  distance  de 
OA;  le  lieu  serait  donc  une  droite  parallèle  à  OA.  Mais  l'équa- 
tion polaire  d'une  droite  pouvant  toujours  être  reconnue  à  sa 
forme  (535),  le  cas  dont  il  s'agit  ne  doit  point  se  présenter. 

543.  Équation  de  l'asymptote.  —  Dans  le  cas  où  3  a  une 

limite  cl  différente  de  zéro,  l'équation  de  l'asymptote  est 

psin(a  —  (!))=:(/,  [1]. 

lorsque  la  courbe  est  placée  à  droite  de  OA,  puisque  celte  équa- 
tion représente  le  lieu  des  points  distants  deOA  d'une  longueur 
égale  à  d  ;  elle  est 

psin(a)  —  a)  =(/ 

quand  la  courbe  est  placée  à  gauche  de  OA.  On  peut  aussi  con- 
struire ces  équations.  En  faisant  dans  [11  a)=0,  d'où  û=^-^ — , 

^      sina 

on  obtient  le  point  où  elle  coupe  Taxe  polaire.  L'asymptote  se 
trouve  ainsi  complètement  déterminée. 

Si  l'on  avait  a=0,  au  lieu  de  faire  iù=r.O  dans  l'équation 
de  l'asymptote,  on  ferait  w  =  90%  et  l'on  aurait  ainsi  le  point 
où  elle  coupe  la  perpendiculaire  à  l'axe  polaire.  On  construirait 
de  même  la  seconde  équation. 

543.  La  limite  de  c=::psin(a — 03)  s'obtient  ordinairement 
par  des  transformations  de  calcul  plus  ou  moins  simples  ;  mais 
on  peut  la  calculer  par  une  méthode  générale. 

On  peut  écrire 

sin(a — G)) 


ou  bien  encore 


'-        1 
sin(a  —  G)) 


1 

en  désignant  par  /"{w)  la  valeur  de  -  tirée  de  l'équation  de  la 

P 
courbe  considérée.  Or  pour  ù)=ia  cette  valeur  de  0  se  pré* 
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sente  sous  la  forme  ^.  Donc,  d'après  une  règle  connue,  on  a 
lim.o    ou    (/=-— T. 

Si  0)  tendait  vers  a  en  décroissant,  on  aurait 
G  =  p  sin  (w  —  a) 


et  par  suite  on  trouverait 


./=  ' 


11  sera  quelquefois  plus  simple  de  calculer  la  limite  de  -.  On 
aura  alors 

et  on  devra  choisir  le  signe  d'après  ce  qui  précède. 

Remarque.  —  Pour  to=a  et  p^=^yo  ,  l'équation  de  la  tangente 
(534)  se  réduit  à 

1 

/  (a) 

ce  qui  est  l'équation  de  l'asymptote  quand  d  a  une  valeur  finie 
et  déterminée.  Les  tangentes  dont  le  point  de  contact  est  à  l'in- 
fini sont  donc  en  général  des  asymptotes  (168) . 
544.  Exemples.  —  I.  Considérons  Téquation 
p  =  rttang«, 

Pour  w  =  90"  elle  donne  p=  oo;  il  y  a  donc  lieu  de  rechercher  si  la  perpen- 
diculaire menée  à  Taxe  polaire  par  le  pôle  n'est  pas  une  asymptote  de  la  courbe. 
On  trouve 

S=za  tang  w  sin  (90"  —  w)  =  a  sin  w, 

valeur  qui  se  réduit  à  a  quand  on  y  fait  oi  =  90".  La  droite  menée  par  le  pôle 
perpendiculairement  à  Taxe  polaire  n'est  donc  pas  asymptote;  mais  Ja  courbe 
a  une  asymp:ote  perpendiculaire  à  Taxe  polaire,  siluée  à  la  distance  a  du  pôle 
(fig-  ^86). 

Pour  (0  =  270%  on  a  encore  ?=  «o;  on  trouverait,  en  opérant  comme  ci- 
dessus,  une  seconde  asymptote  parallèle  à  la  première,  et  à  la  distance  a  de 
l'autre  côté  du  pôle. 

Si  l'on  admet  des  rayons  vecteurs  négatifs,  on  trouve  deux  autres  branches 
ayant  les  mêmes  asymptotes  ;  ce  sont  celles  qui  sont  ponctuées  sur  la  figure. 
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II.  Considérons  de  même  l'équation 

a 

y/sin  0) 

qui,  pour  (0  =  0,  donne  p  =  oo  ;  on  trouvera 

j,  a  t- 

6  =  ■  sm  (ù:=za  ysHi  w, 

ysin  M 

valeur  qui  se  réduit  à  zéro  pour  w^zO.  L'axe  polaire  est  donc  une  asymptote 
de  la  courbe  (fig.  187). 

Le  radical  pouvant  être  pris  avec  deux  signes,  les  rayons  vecteurs  négatifs 
fournissent  une  seconde  branche  de  courbe,  qui  est  ponctuée  sur  la  figure. 

III.  Considérons  enfin  l'équation 

a 
^       sin^w 

qui  donne  aussi  p  =  o),  pour  w  mO.  On  trouvera 

^_    a      .       a 

sin'^w  sinw' 

valeur  qui  devient  infinie  pour  M=rO.  La  courbe  n'a  donc  pour  asymptote  ni 
l'axe  polaire  ni  une  parallèle  à  cet  axe  ^fig.  188). 

545.  Cercles  et  points  asymptotes. —  Il  peut  arriver  que 
lorsqu'on  fait  croître  w  indéfiniincnt,  p  tende  vers  une  valeur 
finie  a.  Le  cercle  qui  a  pour  équation  p=«  est  alors  une  vé- 
ritable asymptote  de  la  courbe;  et  celle-ci  s'en  approche  indé- 
finiment en  tournant  autour  de  sa  circonférence  sans  pouvoir 
l'atteindre. 

Telles  sont  les  courbes  représentées  par  l'équation  p  =  «  H — , 

(i) 

qui  ont  en  même  temps  une  asymptote  rectiligne  parallèle  à 

l'axe  polaire,  à  une  distance 

m  au-dessus  de  cet  axe.  La 

figure  192   représente   une 

courbe   de    ce   genre  dans 

laquelle  éï =10  et  m=^.  La 

partie  ponctuée  répond  aux  Pi„    192. 

rayons  vecteurs  négatifs. 

Si  la  limite  vers  laquelle  tend  le  rayon  vecteur  p  à  mesure 
que  0)  augmente  était  nulle,  c'est-à-dire  si  l'on  avait  «  =  0,  le 
cercle  asymptote  se  réduirait  au  pôle,  et  ce  point  serait  ce  que 
l'on  appelle  alors  un  iioïnt  asymptote. 


454 
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546.  Exemples  de  discussion  de  courbes  en   coordonnées   polaires.   • — 

I.  Soit  l'équation 


cos-  to 
Axes  de  symétrie.  —  En  appliquant  la  méthode  du  n"  531,  on  trouve  que 
Taxe  polaire  et  la  perpendiculaire  à  cet  axe  menée  par  le  pôle  sont  deux  axes 
de  symétrie  de  la  courbe.  D'ailleurs,  p  reprenant  les  mêmes  valeurs  quand  on 
fait  varier  w  au  delà  de  27t,  il  en  résulte  que  la  courbe  se  compose  de  quatre 
branches  identiques,  situées  dans  les  quatre  angles  formés  par  ses  axes  de 
symétrie.  Il  sultit  par  conséquent  de  construire  l'une  des  quatre  branches  en 

faisant  varier  w  de  0  à  -^. 

Aspect  de  la  courbe.  —  Pour  «  =  0,  on  a  p  =  l.  Donc  la  courbe  passe  par 

le  point  A  (fig.  195),  tel  que  0A=:1.  Lors- 
que w  croît,  cos  w  diminue,  et  par  suite  p 

augmente.  Pour  oi  =  -,  p  =  oo . 

z 

Soit  M  un  point  de  la  courbe.  On  a 
1 


\      ^' 

r 

i> 

? 

/-^ 

/ 

" 

T 

\ 

ON: 


COS  oi 


d'où 


OM    OU    p  =  ON. 


COS  (0 


Fi{?.  195. 


La  courbe  passe  par  les  points 


Donc  p  est  plus  grand  que  ON  et  par  suite 
la  branche  de  courbe  située  dans  l'angle 
LOX  a  ses  points  au  delà  de  la  perpendicu- 
laire AD  à  l'axe  polaire. 


f^5' 


?  =  2; 


?=:4. 


Asymptotes,  p  devenant  infini   pour  «  =  ■^,  cherchons  si  la  courbe  a  des 
asymptotes  perpendiculaires  à  l'axe  polaire.  On  a 

MP=rpsin(^- 


sm  I  -  —  w 


Or  on  trouve  MP=:  oo  pour  fo  r=r --.  Donc  la  courbe  n'a  pas  d'asymptote 
perpendiculaire  à  l'axe  polaire,  et  par  suite  elle  n'en  a  aucune. 
Tangente.  —  On  trouve 


tan«fV  = 


2  tai) 


V  désignant  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  et  du  rayon  vecteur.  Pour  a  =  0, 
(angV=:  oo.  Donc,  au  point  A,  la  tangente  à  la  courbe  est  perpendiculaire  à 
l'axe  polaire. 
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w  croissant,  tangV  diminue,  et  pour  "  =  ^,  tang  V  =  0.  Donc  la  tangente 

tend  à  devenir  de  nouveau  perpendiculaire  à  Taxe  polaire,  et  par  suite  la 
branche  de  courbe  que  nous  considérons  offre  un  point  d'inflexion. 

Point  d'inflexion.  —  On  trouve 

|^iy'-|_i=3sin2to-l. 

Donc  le  point  d'inflexion  de  la  branche  de  courbe  considérée  est  déterminé 

v/3 
par  sm  (o=-^' 

II.  Construire  la  courbe  représentée  par  V équation 

1  —  2  sin  fo 


1  —  2  cos  ( 


Cette  courbe  n'ayant  pas  d'axes  de  symétrie,  ni  le  pôle  pour  centre,  et  p 
reprenant  la  même  valeur  quand 
w  augmente  de  27r,  il  suffit  pour 
la  construire  de  faire  varier  w  de 
0  à  2Tr. 

Pour  w  =  0,  on  a  p  =  — - 1  ;  ce 
qui  détermine  le  point  A  (fig.  194) 
tel  que  OA  =  —  1 . 

En  faisant  varier  o  de  0  à  50% 
p  varie  de  —  1  à  0,  et  on  obtient 
l'arc  AO,  L'angle  w  variant  de  50° 
à  60%  p  varie  de  0  à  +  oc  ;  ce 
qui  détermine  l'arc  infini  OB ,  qui 
se  raccorde  avec  l'arc  AO,  au 
point  0. 

Quand  m  varie  de  60"  à  ô»  p  re- 
devient négatif  et  varie  de  —  oo 
à  —  1  ;  ce  qui  donne  l'arc  ED. 


Fig.  194. 


Lorsque  w  varie  de  ^  à  150%  p  varie  de  —  1  à  0  ;  ce  qui  détermine  l'arc 

DO,  qui  se  raccorde  avec  l'arc  ED. 

L'angle  w  variant  de  150°  à  tt,  p  redevient  positif  et  varie  de  0  à  J;  ce  qui 
donne  l'arc  OG. 

L'angle  o)  variant  de  r  à  -^,  p  varie  de  |  à  3;  ce  qui  donne  l'arc  GH. 

En  faisant  varier  w  de  -^-  à  500°,  p  varie  de  5  à  +00  ;  ce  qui  donne  l'arc 

infini  HK. 

Enfin,  w  variant  de  500"  à  2^,  p  redevient  négatif  et  varie  de  — 00   à  — ^ 
ce  qui  détermine  l'arc  infini  GA,  qui  se  raccorde  avec  l'arc  AO. 
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La  courbe  se  compose  donc  de  deux  branches  infinies,  dont  Tune  est  for- 
mée par  les  arcs  CA,  AO  et  OB,  et  l'autre  par  les  arcs  KH,  HG,  GO,  OD  et  DE, 
et  a  la  forme  indiquée  par  la  figure. 

Les  tangentes  seront  déterminées  par  Téquation 

'   °         .4  —  2  (sin  w  4-  cos  w) 

Le  pôle  est  un  point  double,  et  les  tangentes  à  la  courbe  en  ce  point  font 
avec  l'axe  polaire  des  angles  respectivement  égaux  à  50°  et  à  150°;  car  pour 
ces  valeurs  de  w  on  a  p==:0. 

Il  existe  deux  autres  pomts  doubles,  m  et  n.  Ces  points  étant  déterminés  par 
w  et  —  p,  et  par  w  +  tt  et  +  p,  les  valeurs  de  w  qui  leur  correspondent  doivent 
vérifier  l'équation  f{(ù)=  —  /"(w  +  7r)  ou 

1  —  2  sin  co      1  +  2  sin  w 

1  —  2  cos  6)      1  +  2  cos  w 

On  en  déduit  sin  2w  =  |,  et  par  suite  les  valeurs  de  w  qui  correspondent  à 
ces  points  doubles  sont  «  =  15°  et  w  =  75°. 

Puisque  p  devient  infini  pour  wr=(x  =  60°  et  pour  a=i500°,  cherchons  si 
la  courbe  n'a  pas  d'asymptotes.  On  a 

1 ,         _  2  (  sin  g  4-  cos  g)  —  4 

^— -f-/   (='■)—-+-      (i_2sing)2      ' 

et  il  faut  prendre  le  signe  —  ou  le  signe  +,  selon  que  g  est  limite  de  valeurs 
croissantes  ou  décroissantes  de  w  pour  lesquelles  g  est  positif,  et  les  signes 
contraires  si  p  est  négatif  (543).  Or  il  résulte  de  félude  des  variations  de  p 
que  ar=60°  est  à  la  fois  limite  de  valeurs  croissantes  de  œ  pour  lesquelles  p  est 
positif  et  limite  de  valeurs  décroissantes  de  w  pour  lesquelles  p  est  négatif. 
Donc,  dans  les  deux  cas,  il  faut  prendre  le  signe  —,  et  on  trouve  la  même 
valeur  rf  =  +  0,42.  Ces  valeurs  déterminent  la  même  parallèle  à  la  direction 
(ù=:GO\  placée  adroite  de  cette  direction,  asymptote  aux  deux  arcs  OB  et  DE, 
et  située  à  droite  de  ces  arcs. 

La  valeur  a  =  500°  est  aussi  à  la  fois  limite  de  valeurs  croissantes  de  w  pour 
lesquelles  p  est  positif,  et  de  valeurs  décroissantes  de  w  pour  lesquelles  p  est 
négatif.  On  trouve  la  môme  valeur  rf  =  +  l,58  pour  ces  deux  limites,  ce  qui 
détermine  une  même  parallèle  à  la  direction  wr=500°,  placée  à  droite  de  cette 
direction  et  à  la  fois  asymptote  aux  arcs  AG  et  GK. 

54^.  Exercices.  —  Construire  les  courbes  dont  les  équations  suivent  : 


p2r=a4-&sinw4-csin-co.        pi=:4  —  5  cos 


tangco  ,      ç,        rr,  o  cos2w  smw 

.       p  =  tang^(o— 5tangw  +  2.     oz=a- .     o  =a. 

(à  ^  ^  °  '  2costo      ^  0) 


.    /cos2w  m 

=  a\/  ^ .     p  n.  — 

V   i  cos  w  y/^'i  sin'J  ^^  _|.  ^'-i  cos'^  (0 

&  =  a  {  sin  oi  +  - —  I  p  =  a(à'  —  ba. 
\  siiicoy 


DES  COORDONNEES  POLAIP.ES. 


457 


g    3.    —    ÉQUATIONS  DES  COURBES    DU    SECOND    DEGRÉ    EN    COORDONNÉES 

POLAIRES. 

548.  Ellipse.  —  Considérons  une  ellipse  (fig.  195)  dont 
AA'  est  le  grand  axe  et  F 
Tun  des  foyers.  Prenons  ce 
foyer  pour  pôle,  et  la  droite 
FX  pour  axe  polaire.  Soit 
M  un  point  quelconque  de 
la  courbe,  menons  le  rayon 
vecteur  MF  et  la^  perpendi- 
culaire MP  à  l'axe  polaire. 

On  a  vu  au  n''  S57  qu'on  a 


Fig.    195. 


MF 


ou 


ex 


D'ailleurs  le  triangle  PMF,  rectangle  en  P,  donne 

PF    ou     c  — a;=MMcosMFP  =  — pcosw. 

En  éliminant  x  entre  ces  deu.x  relations  on  aura  une  équation 
entre  w  et  p  qui  sera  l'équation  de  l'ellipse.  On  trouve 


a' 


h^ 


«H-ccosw 


CCOSCO 


Divisant  les  deux  termes  par  a  et  posant  pour  abréger 


il  vient 


¥  ^     c 

~=p     et     -=^, 


P 


1  +  ^COSa)' 


(1) 


équation  dans  laquelle  il  faut  se  rappeler  que  e  est  plus  petit 
que  1.  C'est  l'équation  polaire  de  l'ellipse. 

549.  L'angle  polaire  m  n'entrant  dans  l'équation  que  par 
son  cosinus,  le  lieu  qu'elle  représente  est  symétrique  par  rap- 
port à  l'axe  polaire  (531).  11  sufiit  donc  de  construire  la  portion 
située  au-dessus  de  cet  axe. 

Le  rayon  vecteur  p  ne  peut  devenir  infini  pour  aucune  va- 
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leur  de  w  :  car,  pour  que  le  dénominateur  1  +  e  cos  w  devînt  nul, 

1 
il  faudrait  qu'on  eût  cos  o)= ,  ce  qui  est  impossible  puis- 

que  e  est  moindre  que  1.  La  courbe  n'a  donc  pas  de  branches 
infinies. 

Pour  (0^=0,  on  a  p  =  i-^ —  = =« — c;  ce  qui  est  en 

1  —f—  6        Cl  -\-  C 

effet  la  valeur  de  FA. 
Lorsqu'on  fait  croître  w  de  zéro  à  90%  cos  w  diminue,  par 

suite  p  augmente.  Pour  o)=90^  on  a  ç>=^j)=:z-  ^  ce  qui  est  en 

il 

effet  la  valeur  de  l'ordonnée  du  foyer. 

Si  l'on  fait  croître  w  de  90*^  à  180%    cos  o>  devient  négatif  et 

augmente  en  valeur  absolue  ;  par  suite  4  4-  e  cos  w  diminue,  et  p 

continue  à  augmenter. 

Pour  0)=:  180%  on  a  9:=^-^-^ — = =  a-\-c\  ce  qui  est 

'  ^     \—e      a—c  ^ 

bien  la  valeur  de  FA'. 

550.  En  faisant  disparaître  le  dénominateur  de  l'équation 
[1],  et  faisant  passer  tous  les  termes  dans  un  membre,  on  la 
met  sous  la  forme 

p-Hp^COSO) — p=:0, 

La  dérivée  par  rapport  à  p  est  1  -t-  ^  cos  w;  la  dérivée  par  rap- 
port à  (ù  est  —  pesinw;  on  a  donc,  en  appliquant  la  formule 
[5]  du  n«  533, 

^r         I+^COSG) 

tangV  = ; • . 

Cette  valeur  devient  infinie  pour  G)  =  0  et  pour  (o=180^  ainsi 
en  A  et  en  A'  la  tangente  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur, 
c'est-à-dire  à  l'axe  polaire. 

La  tangente  est  au  contraire  parallèle  à  l'axe  polaire  au  point 
pour  lequel  on  a 

tangV^r: — tango), 

puisque  les  angles  o)  et  V  sont  alors  supplémentaires.  Cette  con- 
dition revient  à 

l-f-ecoso) sin  (I) 

esino)  coso)' 
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Q 

qui  se  réduit  à  costo  -4-  e=  0,  d'où  cos  o)= — e=  — •-. 

Par  suite  pz=-i-^=  f^    ,=à.  Le  point  dont  il  s'agit  est 

donc  le  sommet  B  du  petit  axe  (356). 

Si  l'on  veut  l'équation  de  la  tangente,  on  trouvera,  en  appli- 
quant la  méthode  du  ïf  5€$4, 


i      1  /1\' 

-=:-{l+^C0S0)),  -  = 

9~    P  \9j 


i 


.  ^sinw, 


par  suite 

1       (1  -I-  ^cos  (i)j)  cos  (wj  —  0))  +  e  sin  o)^  sin  (o)^  —  qj) 


ou 


p 


1      cos  (to^  —  b))  -]-e  cos  w 


551.  On  peut  rapporter  la  courbe  à  un  axe  polaire  FX'  qui 
fasse  avec  FX,  et  en  dessous,  un  angle  a;  dans  ce  cas,  il  faut 
dans  l'équation  [1]  changer  w  en  m — a,  ce  qui  donne 


P 


1  -f-ecos(a)  — a)' 


C'est  sous  cette  forme  que  l'équation  de  l'orbite  des  planètes  est 
le   plus  souvent    employée 
dans  l'astronomie. 


553.  Hyperbole — Con- 
sidérons une  hyperbole 
(fig.  196)  dont  l'axe  trans- 
verse est  AA'  et  dont  un 
foyer  est  F.  Prenons  ce  point 
pour  pôle  et  l'axe  FX  pour 
axe  polaire.  Soit  M  un  point 
quelconque  de  la  branche  de 
gauche;  joignons  MF  et 
abaissons  MP  perpendiculaire  sur  FX. 


Fi".    VJi. 
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D'après  ce  qu'on  a  vu  au  n*'  317,  on  peut  poser 


MF    ou    p=: a. 


en  appelant  x  la  distance  absolue  CP. 
Mais  le  triangle  PMF  donne 

PF    ou     X — c=MFcosMFP= —pcoso; 

Éliminant  x  entre  ces  deux  relations,  on  obtient 


a-hccosM      a-\-  ccoS(ù 
si  l'on  pose  comme  plus  haut 


0'  .     c 

-=/}     et     ~=^e. 


on  obtient,  en  divisant  les  deux  termes  par  a, 
V 


^      \ -[- e co'Sb)' 


[11 


C'est  l'équation  polaire  de  la  branche  d'hyperbole  considérée. 
Elle  ne  diffère  de  celle  trouvée  plus  haut  pour  l'ellipse  qu'en  ce 
que,  c  étant  ici  plus  grand  que  a,  le  rapport  e  est  plus  grand 
que  i . 

En  opérant  de  même  pour  un  point  M'  situé  sur  l'autre  bran- 
che, et  appelant  x  la  distance  GP'  du  point  G  au  pied  P'  de  l'or- 
donnée M'P',  on  trouvera  successivement  ^ 


ex 

p== V-a 

et 

• 

c  -f- j;=p  coSd) 

d'où,  en  éliminante, 

cc~—e 

^      a  —  c  cos  0) 
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OU 

c'est  l'équalion  polaire  de  la  branche  de  droite. 

553.  Examinons  d'abord  l'équation  [1] .  La  variable  w  n'y  en- 
trant que  par  son  cosinus,  la  courbe  est  symétrique  par  rapport 
à  l'axe  polaire. 

Le  rayon  vecteur  devient  infini  quand  on  a  1  H-6^cosa)  =  0, 

1 

d'où  cos  0)  = ,  ce  qui  est  possible,  puisqu'ici  e  est  plus  grand 

c 

que  l.Soit  a  la  valeur  de  w  qui  satisfaite  cette  condition,  et  soit 

en  conséquence 

«       j,   ,       .          ^         ,     ,                   ^ 
cosa=i= ,     d  ou     sma=-,      et     tanfça  = . 

Cherchons  si  la  courbe  a  une  asymptote  recliligne  parallèle  à 
la  droite  FZ  qui  fait  avec  FX  l'angle  a.  Pour  cela,  appliquons  la 
méthode  exposée  au  n"  543,  nous  aurons 

1       .,   ,       1  -H^cosoj 

-  =/   G)    = , 

P  V 

d'où 


lim.a  =  (/ 


V 


f\x)       esina' 
ou,  en  mettant  pour  p,  e  et  sina  leurs  valeurs, 

La  courbe  a  donc  une  asymptote  parallèle  à  FZ  à  la  distance  b 
de  cette  droite.  L'équalion  de  cette  asymptote  est  (54S) 

p sin  (a  —  w)  ^-^-b. 

En  faisant  o)  =  0  dans  cette  équation,  on  obtient 

b 
SHi  a 

pour  la  distance  du  pôle  F  au  point  où  l'asymptote  coupe  l'axe 
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polaire,  ce  qui  devait  être,  puisqu'on  sait  que  cette  asymptote 
passe  par  le  centre,  lequel  est  à  une  dislance  c  du  foyer. 

Quant  à  l'inclinaison  de  l'asymptote  sur  l'axe  polaire,  ou  sur 
Taxe  transverse  de  l'hyperbole,  elle  est  conforme  à  ce  qu'on  a 
vu  au  n°  347,  puisqu'on  a 

tanffa  = . 

a 

Si  l'on  fait  varier  w  de  0  à  a,  le  rayon  vecleur  p  croit  de  c — a 
jusqu'à  l'infini;  et,  en  ayant  égard  à  la  symétrie  de  la  courbe 
par  rapport  à  l'axe  polaire,  on  obtient  toute  la  branche  de 
gauche. 

554.  Si  l'on  fait  varier  w  de  a  à  180°,  cosw,  toujours  néga- 
tif, devient  plus  grand  en  valeur  absolue  que  -  ;   1  -l-^  cos  w,  et 

c 

par  conséquent  p,  deviennent  négatifs.  Il  faut  donc  recourir  à 
l'équation  [2]  ;  car,  d'après  la  manière  dont  l'équation  [1]  a  été 
obtenue,  on  n'est  pas  en  droit,  a  priori  du  moins,  d'admettre 
les  valeurs  négatives  qu'elle  fournit. 

L'équation  [2]  représente,  comme  l'équation  [1],  une  courbe 
symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaire.  Elle  donne  p=  oo  pour 

1 
cos  (1)=—;  soit  a'  la  valeur  correspondante  de  w,  en  sorte  qu'on 

(y 

ait 

,       Cl       ^,   ,       .     ,       b       .     ,         ,      h 
cosa=-,     d  ou     sma=  -     et    tanga=-; 
c  c  ^         a 

on  trouvera 

^ p  sin  (a!  —  w) 


e  cos  (A)  —  1 

et,  en  opérant  comme  ci-dessus, 

La  branche  de  droite  a  donc  une  asymptote  qui  fait  avec  l'axe 
polaire  l'angle  a!,  et  à  la  distance  b  du  foyer  F.  L'équation  de 
cette  asymptote  est 

psia(a'  —  (,))=:bj 

équation  qui^  pour  w=:0,  donne  p=- — -,  =  C; 

'       sina 
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Celte  asymplole  passe  donc  également  par  le  point  C,  centre 
de  la  courbe,  et  son  inclinaison  est  d'ailleurs  conforme  à  ce 
qu'on  sait  de  l'hyperbole,  puisqu'on  a 

langa  =  +--. 
Pourw==0,  l'équation  [2]  donne  p=:— i— 7  = ■■=z.c-\-a^ 

€        1  C  —  Cl 

ce  qui  est  bien  la  distance  FA'. 

Quand  on  fait  croître  w  de  0  jusqu'à  a',  on  obtient  pour  p  des 
valeurs  positives  croissantes,  car  cosw  diminue;  et,  en  ayant 
égard  à  la  symétrie  de  la  courbe,  on  obtient  toute  la  branche 
de  droite. 

Si  l'on  donne  à  w  des  valeurs  plus  grandes  que  a',  cosw  conti- 
nuant à  diminuer,  ecos  w  —  1  et  par  suite  p  deviennent  négatifs. 

On  n'est  point  en  droit  d'admettre  a  priori  ces  valeurs  néga- 
tives du  rayon  vecteur. 

Mais  il  est  très-remarquable  que  si  on  les  admet,  une  seule 
des  deux  équations  [1]  ou  [2]  donne  toute  la  courbe.  En  effet, 
pour  plus  de  clarté,  accentuons  w  et  p  dans  la  seconde,  et  écri- 
vons 

[1]  p  =  -, i^ avec     p'=:r-  "~^^      r  p2] 

^  ^  ^      1-f-^coso)  ^       i — ^costo'  '  ^ 

Si  l'on  établit  la  relation  w  —  oj'^lSO",  d'oùcoso/= — cosw, 
on  trouve  p'=— p.  C'est-à-dire  que  si  l'on  considère  les  deux 
directions  opposées  sur  une  droite  passant  par  le  foyer,  et  que 
l'on  attribue  l'une  d'elles  au  rayon  vecteur  donné  par  l'équa- 
tion [1]  et  l'autre  au  rayon  vecteur  donné  par  l'équation  [2] ,  on 
trouvera  toujours  pour  ces  deux  rayons  vecteurs  des  valeurs 
égales  et  de  signe  contraire. 

En  admettant  donc  pour  p  des  valeurs  négatives,  une  seule 
équation  donnera  les  deux  branches  de  courbe,  puisque  les 
valeurs  négatives  fournies  par  l'une  de  ces  équations  corres- 
pondent aux  mêmes  points  que  les  valeurs  positives  fournies 
par  l'autre. 


555 


.  L'inclinaison  de  la  tangente  sur  le  rayon  vecteur  est 


464  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  DEUX  DIMENSIONS. 

déterminée  par  réquation 

1  -f-^COSO) 


tangV 


^sino)     ' 


comme  dans  le  cas  de  l'ellipse. 

Pourco  =  0  et  pour  0)1=  180^  on  atang=oo  ;  ainsi  aux  ex- 
Irémités  de  l'axe  transverse  la  tangente  est  perpendiculaire  au 
rayor»  vecleur,  c'est-à-dire  à  l'axe  Iransverse  lui-même. 

A  mesure  que  (0  augmente,  cos  0^  diminue,  sinw  augmente, 
et  par  cette  double  raison  tangV  diminue. 

Pour  o)  =  a  on  a  tangV=:0;  la  tangente  est  alors  dirigée  sui- 
vant le  rayon  vecteur. 

On  obtiendra  comme  au  n°  548  l'équation  polaire  de  la  tan- 
gente. 

556.  Parabole.— Considérons 
une  parabole  (fig.,  197)  dont  l'axe 
est  AX  et  le  foyer  F.  Prenons  ce 
foyer  et  cet  axe  pour  pôle  et  pour 
axe  polaire. 

Soit  M  un  point  quelconque  de 
la  courbe;  joignons  MF,  et  abais- 
sons MP  perpendiculaire  sur  XX'. 

On  a  vu  au  n""  381  qu'on  a 

M!"     on     p  =  x-\--^-, 
en  appelant  x  la  distance  AP.  Le  triangle  MPF  donne  d'ailleurs 


Fig.  [197. 


PF  ou  ^  — ^-  =  Mt^cosMFPr=  — pcosco. 


Éliminant  x  entre  ces  deux  relations,  on  obtient 

^         \  H-COSOJ 

c'est  Péquation  polaire  de  la  parabole.  Elle  ne  diffère  de  celles 
de  l'ellipse  et  de  l'byperbole  qu'en  ce  que  e  est  égal  à  Funilé. 

557.  Cette  équation  représente  une  courbe  symétrique  par 
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rapport  a  l'axe  polaire,  puisque  w  n'y  entre  que  par  son  co- 
sinus. 

Le  rayon  vecteur  devient  infini  pour  (o  =  180°,  mais  on  a 
alors 

•  <N         •    /lOAo        \        P  sin  0) 
0  — psin  180°  —  0)  =7^ , 

^         ^  ^        l-hCOSo)' 

et  cette  quantité  devient  infinie  pour  a)  =  180^  La  courbe  n'a 
donc  point  d'asymptote  rcctiligne  parallèle  à  la  direction  consi- 
dérée. 

Pour  G)  =  0  on  a  p=^,  ce  qui  est  en  effet  la  distance  FA.  Si 

l'on  fait  croître  w  de  0  à  180%  le  rayon  vecteur  croît  de  ^  à  l'in- 
fini ;  et  en  ayant  égard  à  la  symétrie  par  rapport  à  l'axe  polaire 
on  obtient  la  courbe  tout  entière. 

558.  On  trouve  tangV  =  — ; ^cot^o). 

°  sinw  ^ 

Cette  relation  démontre  une  propriété  connue  de  la  para- 
bole. Car,  si  l'on  nomme  w  l'angle  MFP  supplément  de  w,  on  a 
cot|o)=:tang|o)'.  Par  suite  V=:|w',  ou  TMF=:|MFP  (MT  étant 
la  tangente  au  point  M).  On  a  vu  en  effet  (389)  que  la  tangente 
à  la  parabole  fait  des  angles  égaux  avec  l'axe  et  avec  le  rayon 
vecteur;  le  triangle  MFT  étant  donc  isocèle,  on  a  MFP=:2FMT. 

Pour  iù=zO,  on  trouve  tang  V==ico,  ainsi  la  tangente  au 
sommet  est  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  c'est-à-dire  per- 
pendiculaire à  l'axe. 

A  mesure  que  w  augmente,  cot|oj  diminue;  il  en  est  donc 
de  même  de  tangV;  et  pour  o)  =  180%  c'est-à-dire  pour  un 
point  situé  à  l'infini  sur  la  courbe,  on  a  cotf  a)  =  0,  d'où  ¥=0, 
c'esl-à-dire  qu'en  ce  point  la  tangente  est  dirigée  suivant  le 
rayon  vecteur,  lequel  se  confond  lui-môme  avec  l'axe. 

On  obtiendra  comme  au  n"  550  l'équation  polaire  de  la 
tangente. 
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§  4. 


EXERCICES  ET  APPLICATIOJNS . 


559.  Problème.  I.  —  Un  disque  vertical  (fig.  198)  est  animé  tVun  mouvement 
uniforme  de  rotatioii  autour  de  son  centre  0,  et  dans  le  sens  indiqué  par  la 
flèche.  Un  point  matériel  tombe  librement^  suivant 
le  diamètre  vertical  AB  de  ce  disque,  en  ij  laissant 
une  trace  colorée.  On  demande  la  courbe  formée 
par  cette  trace. 

La  courbe  demandée  est  la  môme  que  si  le  mo- 
bile parcourait  le  diamètre  AB  d'un  mouvement 
uniformément  accéléré,  pendant  que  ce  diamètre 
tournerait  lui-même  d'un  mouvement  uniforme 
autour  du  point  0  et  dans  un  sens  opposé  à  celui 
qu'indique  la  flèche. 

Soit  A'B'  la  position  de  AB  au  bout  du  temps  i; 
et  soit  M  la  position  que  le  point  mobile  occupe- 
rait au  bout  du  même  temps  sur  le  diamètre  AB, 
s'il  était  resté  vertical  ;   la  position  que  ce  point 
occupera  réellement,  en  ayant  égard  au  mouvement  de  AB,  sera  en  M'  à 
une  distance  OM'  du  centre  égale  à  OM. 
Désignons  OM'  par  p,  et  l'angle  AOA'  par  w. 

Le  mouvement  du  point  matériel  sur  AB  étant  celui  d'un  corps  qui  tombe 
librement  dans  le  vide,  on  a  (voy.  les  Notions  de  mécanique) 

AM    ou    r— p  =  J^f-, 

en  appelant  r  le  rayon  du  disque. 
Le  mouvement  de  AB  étant  uniforme,  on  a  en  même  temps 

(0=  ai, 

a  étant  l'angle  décrit  par  OA  dans  l'unité  de  temps. 
Si  l'on  élimine  t  entrée  ces  deux  relations,  on  aura  l'équation  du  lieu 


Fiff.  198. 


p^r 


\'J 


w 


La  courbe  a  la  forme  indiquée  sur  la  flgUre.  La  tangente  en  A  est  perpen- 
diculaire au  rayon  vecteur  OA;  en  0  la  tangente  fait  avec  OA  un  angle  donné 
parla  relation  (537) 


V    (I 


Si  l'on  prolongeait  la  courbé  au  delà  de  la  circonférence  du  disque,  on 
obtiendrait  une  spirale  d'une  espèce  particulière,  qu'il  serait  facile  de  con- 
struire par  points. 

500.  Problème.  —  II.  Deux  disques  dont  les  plans  sont  parallèles  et  très- 
'voisins,  tournent  uniformément  autour  de  leurs  centres  0  et  Ç»  (fig.  199),  dans 
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le  SOIS  indiqué  par  les  flèches.  On  demande  la  courbe  que  tracerait,  sur  le  plus 
grand,  un  pinceau  porté  par  la  circonférence  du  plus  petit,  perpendiculaire- 
ment aux  plans  des  disques.  {On  silppose, 
pour  plus  de  simplicité,  que  la  petite 
circonférence  passe  par  le  centre  de  la 
plus  grande.)  . 

Soit  M  la  position  du  pinceau  au  bout 
du  temps  i;  soit  k'W  la  position  qu'a 
prise  au  bout  du  même  temps  le  dia- 
mètre AB  d'abord  tangent  en  0  à  la  petite 
circonférence.  Les  disques  étant  animés 
de  mouvements  uniformes,  on  aura 

OCM^^af    et    AOA'^W, 

Fig.  199. 
a  et  b  désignant  les  angles  décrits  par 
un  rayon  de  chaque  disque  dans  l'unité  de  temps. 

Appelons  p.  la  distance  DM  et  w  l'angle  MO  A'  que  fait  le  rayon  vecteur  CM, 
avec  le  diamètre  mobile  A'B'  auquel  il  faut  rapporter  la  courbe  décrite.  Enfin 
soit  r  le  rayon  du  petit  cercle. 
Le  triangle  isocèle  OCM  donne 


De  plus,  on  a 


OM  =  2r  sin  |OCM    ou    ?  =  2r  sin|  d. 


=  MOA  4-  AOA'  =  iOCM  +  AOA'=|a<+  bi 


Éliminant  t  entre  ces  deux  relations,  on  obtient  l'équation  du  lieii 


p  =  r  sm 


2b 


[1] 


Si,  par  exemple,  les  deux  disques  ont  ^des  vitesses  égales,  on  [aura  b  =  a 
et  l'équation  du  lieu  deviendra 

p=2rsin|oj, 

la  courbe  décrite  dans  ce  cas  a  la  forme 
représentée  par  la  figure  200. 

Remarques.  —  I.  Si  ces  disques  tournaient 
dans  le  même  sens ,  il  faudrait  changer  le 
signe  de  a  ou  de  b,  ce  qui  donnerait  dans 
les  deux  cas 


û  — r  2r  siir 


[2] 


Fig.  200. 


a— 2b 

II.  Si  le  grand  disque  était  immobile,  on  aurait  b  =  0,  et  il  resterait 
p:=:2rsin  w, 
qui  est  l'équation  polaire  de  la  petite  circonférence. 
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ottl.  Problême.  —  III.  Sur  une  parabole  fixe  dont  Vaxe  est  AX  ((ig.  201), 
roule  sans  glissement  une  parabole  égale  dont  Vaxe  est  k'V.  On  suppose  quà 

V origine  dit  mouvement  les  sommets  A  et  A' 
étaient  en  contact;  on  demande  le  lieu  du 
sommet  mobile  A'. 

Soit  M  le  point  de  contact  des  deux  pa- 
raboles à  un  instant  quelconque  ;  elles  au- 
ront en  ce  point  une  tangente  commune  MT, 
laquelle  sera  perpendiculaire  sur  le  milieu  1 
de  la  droite  A  A'  qui  joint  le  sommet  fixe  au 
sommet  mobile;  car  celte  tangente  commune 
sera  l'axe  de  symétrie  du  système  formé,  à 
l'instant  considéré,  par  les  deux  paraboles. 

Désignons AA'  parp,  et  l'angle  AAT  par  w, 
les  coordonnées  polaires  du  point  I  se- 
ront |p  et  w. 

Par  rapport  à  l'axe  AX  et  à  la  perpendicu- 
laire x\Y,  l'équation  de  la  tangente  MT  est 
de  la  forme  (380) 


Fig.  201 


y  z=z  mx  +  -- 


V 


!2  m 

et  l'équation  de  la  perpendiculaire  AA'  à  cette  tangente  est  alors 

1 


On  peut,  dans  ces  équations,  regarder  x  ely  connue  représeiitant  les  coor- 
données rectangulaires  du  point  I  commun  aux  deux  droites.  Entre  ces  coor- 
données et  les  coordonnées  polaires  du  même  point  on  a  les  relations 

a;=i:|pcos(180<^  — w)r:r  — Ipcosw    et    ?/  =  |psin(180o— w)  =  jpsinw, 
à  l'aide  desquelles  les  équations  ci-dessus  deviennent 


p  Sin  (0  rz:  —  Wl:  COS  w  -f- 


et 


psin  lor:^:— pcosoi,     d'où    m 
nv 

En  éliminant  m  on  obtient  l'équation  du  lieu 


ces  (•) 


p  sin  (ù=z  —  p  — \- 

smco        cos< 


ou     p  =  p 


nj 


c'est  une  cissoïde  (18,  542)  qui  a  pour  asymptote  une  perpendiculaire  à 
l'axe  de  la  parabole  fixe,  menée  à  la  dislance  ;;  de  son  sommet. 

56%.  Problème.  —  IV.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  centre  d'une  ellipse  qui 
se  meut  en  restant  tangente  à  une  droite  fixe  en  un  mime  point  de  cette  droite. 
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Soil  TX  la  tangente  fixe  (fig.  202)  et  0  le  point  où  a  lieu  le  contact.  Du 
centre  G  de  l'ellipse  mobile,   abaissons 
sur  OX  la  perpendiculaire   CP,   et  joi- 
gnons CD. 

Désignons  la  distance  OC  par  p  et  l'angle 
COX  par  (0. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  du  point 
0  par  rapport  aux  axes  de  l'ellipse  mo- 
bile, on  aura 


a^  ^  b' 


et 


d'où  l'on  tire  facilement 


ei    ^,_- 


r 


[5], 


«2  ^i  p.  C^ 

Maintenant,  l'angle  COP  ou  t.>  est  la  somme  des  angles  OCT  et  OTG,  et  l'on  a 


par  conséquent 


d'où 


tangOCT^:-^     et    tangOTCrrr -^: 
°  X  a-y 


y       b'X 
X       a-y 


xy 


a-b- coi 


et 


n- 


C'xy  ^ 


aW'coi*-<ù 


X-       b- 
Remplaçant  -^  et  -^  P^^  l^ur  valeur,  on  obtient  enfin 


ou 


(  f  —  b'-)  (rt^  —  f)  =  aW  cot^  w 


b-)  f  +  a^è-coséc-o)  =:  0; 


[4] 
[5] 


c'est  l'équation  polaire  du  lieu. 

Ce  lieu  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  polaire,  car  l'équation  ne  change 
pas  quand  on  y  remplace  w  par  —  w  ;  il  est  également  symétrique  par  rapport 
à  une  perpendiculaire  à  l'axe  polaire  menée  par  le  pôle,  car  l'équation  donne 
le  même  résultat  quand  on  remplace  tù  par  90"  +  «'  ou  par  90  —  w'. 

Si  l'on  fait  croître  w  à  partir  de  zéro,  on  trouve  que  p  a  des  valeurs  imagi- 
naires jusqu'à  ce  qu'on  ait 


[cC^  H-  b^^Y  =  ^c^^b"^  coséc^  w    ou     sin  w 


lab 


b^' 
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Or,  si  l'on  appelle  a  l'angle  dont  la  tangente  est  -,  on  trouve 


sina: 


\la'  +  ¥ 


et     COS  a  : 


^a^'+h- 


d'où    sin2a 


lah 


Les  valeurs  de  p  restent  donc  imaginaires  tant  qu'on  a  w  <  2  a  ;  et  elles  le 
redeviennent  dès  qu'on  a  w  >  180^  —  2  a. 

Pour  w  =  2a,  les  deux  valeurs  positives  de  p  sont  égales,  et  Ton  trouve 


^'- 


b' 


Si  l'on  continue  à  faire  croître  w,  les  valeurs  positives  de  p  se  séparent  ;  et 
pour  w  =  90%  on  obtient  p  =  «  et  p  =  ^. 

On  peut  s'assurer  que  pour  w:=2a  on  a  tangY  =  0,  et  pour  6)  =  90% 
tangV=roo. 

La  courbe  a  donc  la  forme  indiquée  sur  la  figure  203.  La  partie  située  au- 
dessous  de  l'axe  polaire  répond  au  cas  où  l'ellipse  serait  elle-même  placée  au- 
dessous  de  cet  axe. 


Fig.  203. 


Fig.  204. 


563.  Probli;me.  —  Y.  Trouver  dans  un  plan  le  lieu  des  points  qui  reçoivent 
de  deux  foyers  lumineux  d'égale  intensité  situés  dans  ce  plan  la  même  quantité 
totale  de  lumière  que  si  les  deux  foyers  étaient  réunis  au  milieu  de  la  droite 
qui  les  joint. 

Prenons  pour  axe  polaire  la  droite  FF'  (fig.  204),  qui  joint  les  deux  foyers 
lumineux,  et  pour  pôle  le  milieu  0  de  celte  droite.  Soit  M  un  point  du  lieu  ; 
joignons  MF,  MO,  MF^  Posons  OF  =  a,  MO  =  p,  MOF  =  o,  MF  -=  K  et  MP  =  l'. 
Désignons  enfin  par  X  la  quantité  de  lumière  que  recevrait  de  l'un  des  foyers 
un  point  qui  en  serait  éloigné  de  l'unité  de  longueur. 

La  quantité  de  lumière  reçue  variant  en  raison  inverse  du  carré  de  la  dis- 
tance.au  foyer  lumineux,  les  .quantités  de  himière  reçues  par  le  point  M  des 

deux  foyers  seront  -^  et  y^^  Celle  qu'il  recevrait  des  mêmes  foyers  s'ils  étaient 
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2x 
réunis  en  0  sera  -5.  On  devra  avoir  par  conséquent 

^4  +  1,=:^'     OU      p^(!;^  +  n-2r-e'. 

Mais  les  triangles  MOF  et  MOF'  donnent 

r^  =  p2_,_^2.„..2flpcoso)    et    r-^  =  e2  +  a-^  +  2apcosco; 
substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  précédente,  on  obtient 

2  p-(p-  +  a-)  =  2  [{f  +  a-y-  —  4a-  p-cos^w] 

ou,  en  réduisant, 

P^(4cos^w  —  \)  =  a^: 

c'est  l'équation  polaire  du  lieu  cherché. 

On  reconnaîtra  facilement  que  ce  lieu  est  une  hyperbole  dont  F  et  F'  sont 
les  foyers,  et  dont  les  asymptotes  font  avec  Taxe  transverse  des  angles  de  60". 

564.  Le  lecteur  pourra  s'exercer  sur  les  questions  qui  suivent. 

I.  Résoudre  le  problème  du  n°  559,  en  supposant  que  le  plateau  soit  animé 
d'un  mouvement  de  rotation  uniformément  varié. 

II.  Résoudre  le  problème  du  n°  560,  en  supposant  que  Vun  des  deux  pla- 
teaux ait  un  mouvement  uniformément  varié. 

III.  Trouver  le  lieu  décrit  par  Vun  des  foyers  d'une  hyperbole  qui  roule  sans 
glissement  sur  une  hyperbole  égale.  On  suppose  qu'à  V origine  du  mouvement 
les  deux  sommets  correspondants  étaient  en  contact. 

IV.  Trouver  le  lieu  décrit  par  le  foyer  d'une  parabole  qui  se  meut  en  res- 
tant  tangente  à  une  même  droite,  en  un  même  point  de  cette  droite. 

V.  Trouver  dans  un  plan  le  lieu  des  points  qui  reçoivent  de  deux  foyers  lu- 
mineux quelconques  situés  dans  ce  plan  des  qua?itités  de  lumière  proportion- 
nelles à  des  nonih^es  donnés. 

565.  Applications.  —  I.  Les  excentriques  dont  on  fait  usage  dans  les  ma- 
chines pour  produire  des  mouvements  alternatifs  plus  ou  moins  compliqués 
offrent  une  application  intéressante  de  l'emploi  des  coordonnées  polaires. 

Supposons,  par  exemple,  qu'une  pièce  mobile  PP  (fig.  205)  soit  assujettie 


à  se  mouvoir  de  man'ièreque  le  point  A  parcoure  la  droite  AB,  et  qu'il  s'agisse 
de  la  lui  faire  parcourir  dans  un  temps  T  d'après  une  loi  exprimée  par 
l'équation 

e=f[t\  .  [2] 
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dans  laquelle  e  désignera  la  distance  du  naobile  au  point  A  au  bout  du  temps  t. 
On  choisira  sur  le  prolongement  de  CA,  et  à  une  distance  arbitraire  a,  un 
point  0.  Prenant  alors  ce  point  pour  pôle,  et  la  droite  OB  pour  axe  polaire,  on 
construira  la  courbe  qui  a  pour  équation  polaire 


p-=«  +  r 


(k) 


[2] 


Soit  AMB  cette  courbe,  depuis  w  =  0  jusqu'à  w  =  x.  Il  est  clair  qu'en  plaçant 
au  point  0,  perpendiculairement  au  plan  de  la  figure,  un  axe  autour  duquel 
on  fera  tourner  uniformément  un  corps  affectant  la  forme  de  la  courlie  AMB, 
de  façon  que  la  demi-révolution  s'exécute  dans  le  temps  T,  la  pièce  PP  sera 
poussée  de  A  vers  B,  par  le  corps  tournant  suivant  la  loi  demandée. 

En  effet,  le  mouvement  de  rotation  étant  uniforme,  si  t  est  le  temps  qu'un 
rayon  vecteur  emploie  à  décrire  l'angle  «,  on  aura 

to      /       -,  .     T 

-=;:-,       d  OU      ~  (0  =  t. 


De  plus,  quand  le  point  M,  qui  a  pour  coordonnées  w  et  p,  sera  venu  se  placer 
sur  AB,  le  mobile  se  sera  avancé  d'une  quantité  e  égale  à  OM  — OA,  ou  à 

p  —  a,  c'est-à-dire  à  M  -  w  J  ou  i\f  {t)  ;  on  aura  donc  e  r=  f(t),  ce  qu'il  s'agis- 
sait d'obtenir. 

Le  retour  du  mobile  de  B  vers  A  s'exécute  ensuite  d'après  des  conditions 
dont  le  détail  ne  saurait  trouver  place  ici. 

Remarques,  —  L'excentrique  dit  en  cœur  (fig.  206)  est  un  excentrique  de  ce 
genre,  dans  lequel  la  courbe  polaire  est  une  spirale  d'Archimède  ;  il  est  par 
conséquent  destiné  à  produire  un  mouvement  uniforme. 


Fig.  206. 


Fig.  207 i 


Lorsqu'il  doit  y  avoir  des  temps  d'arrêt  dans  le  mouvement,  on  les  obtient 
au  moyen  de  courbes  discontinues  dans  lesquelles  les  mouvements  sont  pro- 
duits par  des  arcs  de  courbes  analogues  aux  spirales,  et  les  temps  d'arrêt 
par  des  arcs  de  cercle  décrits  du  pôle  comme  centre.  La  figure  207  montre 
un  exemple  d'un  pareil  excentrique  produisant  dans  une  demi-révolution 
deux  mouvements  et  deux  temps  d'arrêt. 

5««.  II.  L'emploi  des  coordonnées  polaires  se  prêie,  comme  celui  des 
coordonnées  rectangulaires,  à  la  représentation  graphique  des  fonctions  ;  et 
l'on  doit  donner  la  préf(3rence  aux  premières  toutes  les  fois  que  la  fonction  ne 
renferme  que  les  lignes  trigonométriques  de  la  variable. 


DES  COORDONNEES  POLAIRES. 
Ainsi  on  a  vu  (588)  que  les  équations 


473 


P- 


acosw  +  ysinco 


et    p  =  acoso -h  ^sinu 


représentent  la  première  une  droite  et  la  seconde  un  cercle,  tandis  qu'en 
coordonnées  rectangulaires  les  équations 


^      acosx  -{-hs'mx 


et    ?/=:rtC0S.'r  +  ^sinx 


représenteraient  des  courbes  beaucoup  moins  simples. 

56îf.  m.  Soit  0  (fig.  208)  le  point 
do  suspension  d'un  pendule  simple 
qui,  placé  d'abord  dans  la  position 
OA,  sans  vitesse  initiale,  est  venu, 
au  bout  d'un  certain  temps,  prendre 
la  position  OM.  Soient  AI  et  MH  les 
perpendiculaires  abaissées  des  points  / 

A  et  M  sur  la  verticale  OB.  Désignons 
l'angle  AOR  par  a  et  MGR  par  w.  On 
démontre  que  la  vitesse  V  du  point 
M  est  exprimée  par  la  relation 


1 

/ 

'\  \\ 

// 

S 

\ 

^\^6 

^ 

^^ 

I 

-— 

-\ 

H 

' 

~- — 

.__ 

--' 

B 

V=:v'^2^.lH 


Fis.  208. 


ou 


V = v^^  î/  (^11  —  01)  =  V  2  (^a  (cos  w  —  cos  a) , 


dans  laquelle  ç\  représente  le  nombre  9™, 81  et  a  la  longueur  OA  du  pendule. 
En  prenant  pour  rayon  vecteur  V,  et  pour  angle  polaire  w,  on  obtient  une 
courbe  Om&  qui  exprime  la  loi  indi- 
quée par  cette  équation.  SiO?'  repré- 
sente la  vitesse  du  mobile  au  point  A, 
Om  est  sa  vitesse  au  point  M. 


568.  IV.  Soit  0  (fig.  209)  la  pro- 
jection  de   l'axe    horizontal   d'une 
roue  qui  tourne   d'un  mouvement 
périodique  dans  le  sens  de  la  flèche, 
sous  l'action   de  deux  forces   con- 
stantes, l'une  F  appliquée  au  bou- 
ton M  d'une  manivelle  OM   montée 
sur  Taxe  0  perpendiculairement  à 
sa    direction,    l'autre  F   appliquée 
langentiellementà  uneroue  de  rayon 
OH  montée  sur  ce  même  axe.  Sup- 
posons la  manivelle  à  double  effet,  c'est-à-dire  que  la  force  mouvante  F,  après 
avoir  agi  de  haut  en  bas  pendant  le  premier  demi-tour,  agisse  de  bas  en  haut 
pendant  le  second,  en  conservant  son  intensité.  Ce  cas  se  réalise  fréquemment 
dans  les  machines.  Soit  Vq  la  vitesse  que  possédait  le  bouton  de  manivelle  en 


Fig.  20'). 
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passant  ou  point  A,  et  V  celle  qull  possède  en  arrivant  en  M  ;  désignons  l'an- 
gle AOM  par  w  et  par  c  une  constante  qui  dépend  de  diverses  circonstances 
que  nous  ne  pouvons  faire  connaître  ici.  On  démontre  que  la  vitesse  V  est 
donnée  par  la  relation 


r/v;^-l-c('l-coso)-^'V 


Si  l'on  prend  V  pour  rayon  vecteur,  et  w  pour  angle  polaire,  on  pourra  con- 
struire la  courbe  représentée  par  cette  équation  ;  elle  exprimera  la  loi  suivant 
laquelle  varie  la  vitesse  Y  en  fonction  de  Tangle  w  décrit  par  la  manivelle,  à 
partir  de  la  direction  verticale  OA.  On  peut  choisir  Tunité  de  longueur  de  ma- 
nière que  Vo  soit  représentée  par  le  rayon  OA  lui-même;  la  courbe  affecte 
alors  la  forme  et  la  position  indiquées  en  AînCm'B...  sur  la  figure.  La  partie 
ponctuée  se  rapporte  au  second  demi-tour.  Le  rayon  vecteur  minimum  et  le 
rayon  vecteur  maximum  répondent  aux  directions  0??i  et  Om'  de  la  manivelle, 
qui  font  avec  OA  et  OB  des  angles  de  59°o2'4. 

On  peut,  par  l'emploi  d'un  volant,  diminuer  la  constante  c;  la  vitesse  V 
approche  alors  de  plus  en  plus  d'être  constante  et  égale  à  Vo. 

Remarque.  —  L'emploi  des  coordonnées  polaires  offre  de  grandes  ressources 
dans  toutes  les  questions  qui  se  rapportent  aux  mouvements  de  rotation. 


§  5.  NOTIONS  SUR    LES  COORDONNÉES  TRILINÉAIRES. 

569.  L'emploi  des  notations  abrégées  dont  nous  avons  plusieurs  fois  fait 
usage  dans  ce  qui  précède,  particulièrement  au  chapitre  X,  a  donné  naissance 
à  un  système  de  coordonnées  qui  est  souvent  avantageux,  et  qui  est  connu 
sous  le  nom  de  coordonnées  trilinéaires.  Voici  en  quoi  il  consiste. 

Concevons  que  l'on  ait  tracé  dans  le  plan  de  la  figure  qu'on  veut  étudier  un 
triangle  fixe  ABC  ;  et  soient,  en  coordonnées  rectangulaires, 

.Tcosô-f  î/sin6— ;?— 0,  a:cos6'  +  î/sinô'— p'=0,  a;cosô"  +  7/sin6''— p"=0, 

les  équations  de  ses  côtés  AB,  AC  et  BC.  On  sait  que  les  premiers  membres  de 
ces  équations  représentent  les  distances  du  point  [x,  y)  aux  trois  droites 
(97,  V).  Pour  abréger  l'écriture,  représentons  par  a,  p,  -y  ces  distances. 

L'équation  -=zk  représentera  la  droite,  lieu  des  points  dont  les  distances 

aux  deux  côtés  AB  et  BG  sont  dans  le  rapport  de  k  à  l'unité  ;  de  même  l'équa- 

tion  -  =  k'  représentera  la  droite,  lieu  des  points  dont  les  dislances  aux  deux 

côtés  AG  et  BG  sont  dans  le  rapport  de  k'  à  4  ;  et  l'ensemble  de  ces  deux  équa- 
tions représentera  le  point  commun  aux  deux  lieux.  Ce  point  étant  déterminé 
quand  on  connaît  k  et  k',  on  peut  regarder  k  et  k'  comme  ses  coordonnées  ; 
et  tout  point  du  plan  pourrait  être  représenté  de  la  môme  manière.  Mais, 

pour  rendre  les  formules  homogènes,  on  écrit  -  et  -  au  lieu  de  k  et  k':  les 

quantités  a,  p  et  7,  distances  du  point  considéré  aux  côtés  du  triangle  ABC  sont 
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les  coordonnées  trilinéaires  de  ce  point  ;  et  le  triangle  ABC  porte  le  nom  de 
triangle  (h  référence. 

Lorsqu'on  emploie  à  la  fois  les  trois  coordonnées  a,  p,  -^,  il  faut  se  rappeler 
qu'elles  sont  liées  entre  elles  par  une  relation  constante.  Si,  en  effet,  on  dé- 
signe par  a,  h,  c  les  côtés  du  triangle  de  référence  et  par  T  sa  surface,  on 
devra  avoir 

aa  +  &P-f-CY~2T, 

en  regardant  a,  p  et  7  comme  positifs  ou  négatifs  suivant  que  le  point  [x,  y) 
considéré  est  situé,  par  rapport  à  chaque  droite,  du  côté  opposé  à  l'origine  0 
des  coordonnées  cartésiennes,  ou  du  même  côté. 

570.  Dans  ce  système  de  coordonnées,  toute  équation  homogène  du  pre- 
mier degré  entre  a,  fJ  et  7,  telle  que 

Aa  +  B,'=.-hC7=0,  [1] 

représente  une  droite,  puisque  les  coordonnées  sont  des  trinômes  du  pre- 
mier degré  en  x  et  y.  Réciproquement  toute  droite  peut  être  représentée  par 
une  équation  de  cette  forme,  puisqu'on  peut  toujours  disposer  des  coeffi- 
cienls  A,  B,  G  de  manière  à  faire  coïncider  l'équation  [1]  avec  une  équation 
donnée  quelconque  du  premier  degré  enxeiy.  —  Les  côtés  du  triangle  de 
référence  sont  représentés  respectivement  par 

Dans  ce  même  système,  une  équation  homogène  et  du  second  degré,  en 
a,  [3,  7^  telle  que 

Aa2  +Bap  +  CP'^  +  Da-y  +  Ep-^  +  F7'^  =  0,  [2] 

représente  une  courbe  du  second  degré  ;  et  réciproquement,  toute  courbe  du 
second  degré  peut  être  représentée  par  une  équation  de  cette  forme,  puisqu'on 
peut  disposer  de  ses  six  coefficients  pour  la  faire  coïncider  avec  une  équation 
donnée  quelconque  du  second  degré  en  x  et  y, 

a       6 
5Vi.  Représentons  momentanément  par   X   et  Y    les  rapports  -et-. 

7       7 
L'équation  d'une  droite  passant  par  un  point  dont  les  coordonnées  sont  Xj  et 
Yj  sera 

Y-Y,=m{X-X,)  [5] 

et  l'équation  de  la  droite  passant  par  les  deux  points  (Xj,  Yj)  et  (Xg.Yo)  sera 
en  conséquence 

Y-Y,=:Xi:=f^(X-X,).  [-4] 

Al — A^ 

Si     . 

/•(X,Y)=.0 

représente  l'équation  d'une  courbe,  on  verrait,  comme  au  n°  141,  que  la 
tangente  à  cette  courbe  au  point  qui  a  pour  coordonnées  X'  et  Y'  est 

Y-Y'=-&(X_X') 
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X       Y 

ou,  en  employant  (238)  les  coordonnées  homogènes  y  et  y-, 

X/-i'  +  y/'Y'+Z/'z'==0. 

Remplaçant  donc  X,  Y,  Z  par  a,  p,  7,  on  aura  de  môme  pour  l'équation  de  la 
tangente  en  coordonnées  trilinéaires 


a^+fYP'  +  T/'i'^O. 


[5] 


Si  l'équation  de  la  courbe  est  du  second  degré,  la  relation  [5]  est  symétrique 
par  rapport  à  a  et  a',  {i  etP',  7  et  7',  et  peut  s'écrire  (838) 


râ+w+Tfi^^o. 


[6] 


Cette  équation  représente  la  corde  des  contacts  des  tangentes  issues  du  point 
a',  p',  y,  laquelle  est  en  même  temps  la  polaire  de  ce  point. 

5îf2.  (lomme  nouvel  exemple  de 
remploi  de  ces  coordonnées,  nous 
démontrerons  le  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  deux  coniques 
sont  toutes  deux  tangentes  à  deux 
droites  données  OP  et  OQ  (fig.  210), 
Vune  aux  points  A  cl  B,  Vautre  aux 
points  k'  et  B',  deux  des  droites  qui 
joignent  les  points  communs  à  ces 
deux  courbes  vont  toujours  se  couper 
au  point  de  rencontre  I  des  deux  cor- 
des de  contact  AB  et  A'B'. 

Prenons  pour  triangle  de  référence 
le  triangle  ABC;  et  soient 


Fig.   210. 


ar.rO,      (^  =  0,      ^  =  0 

les  équations  des  côtés  AB,  OB  et  OC.  La  droite  A'B'  aura  une  équation  de  la 
forme 

ma-|-w[-i  +  q7  =  0  ; 

nous  la  représenterons,  pour  abréger,  par 

a'=:0. 

Cela  posé,  Téquation  de  la  première  conique  sera  (440) 

P7  +  X.a-  =  0, 

et  réqualion  de  la  seconde  sera 

On  en  tire  par  soustraction 

Xa2  _  Va'^-  =  0      ou      (ay/x  +  a V>/)  (ay/x  -  a V>/)  =  0 . 
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On  en  conclut  que  les  points  communs,  réels  ou  imaginaires,  des  deux  coni- 
ques considérées,  sont  situés  sur  les  deux  droites 

f  _  _  _ 

ay/x  4-  ay //  =  0     et     ay^X  —  ^'\j't!  r=  0 . 

Or  ces  droites,  réelles  ou  imaginaires  conjuguées,  ont  un  point  réel  commun, 
donné  par 

a=rO     et     a'z=0; 

c'est-à-dire  que  c'est  le  point  d'intersection  des  deux  droites  AB  et  A'B',  ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  —  Si  AB  et  A'B'  étaient  parallèles,  il  y  aurait  deux  sécantes  com- 
munes parallèles  à  ces  droites. 

5îf3.  Mais  l'emploi  des  coordonnées  trilinéaires  ne  dispense  pas  toujours 
de  recourir  aux  coordonnées  cartésiennes.  Nous  prendrons  pour  exemple  ce 
problème  très-simple. 

Problème.  —  Étant  donné  un  trimrgle  isocèle,  trouver  le  lieu  des  points  tels, 
que  la  dislance  de  chacun  d'eux  à  la  base  du  triangle  soit  moyenne  propor- 
tionnelle entre  ses  distances  aux  deux  autres  côtés. 

Prenons  le  triangle  proposé  pour  triangle  de  référence.  Soit  az=0  l'équation 
de  sa  base,  et  f:i==:  0  et  7  =  0  les  équations  de  ses  deux  côtés.  L'énoncé  du 
problème  donnera  immédiatement  pour  Téquation  du  lieu 

[:J-^=a2     ou     py  — a-r=:0,  [1] 

c'est  l'équation  d'une  conique.  On  peut  môme  conclure  de  sa  forme  (44») 
qu'elle  est  tangente  aux  deux  côtés  latéraux  et  que  la  base  est  la  corde  des 
contacts. 

Mais  pour  déterminer  l'espèce  de  la  courbe,  il  faut  recourir  aux  coordon- 
nées cartésieimes.  Remplaçons  les  équations 

a  rrr  0      par      X  COS  a  +  ?/  sin  a  —  p  iiz:  0 , 

[ri  z=  0     par    iccosfti +?/ sinfi  —  fy  :::=  0, 
-y  :=  0     par    X  C0S7  -h  î/  sin 7  —  r  =  0, 

l'équation  [1]  deviendra 

[x  COS  \i-\-ij  sin  fi  —  q)  [x  COS  7  -4-  ?/  sin  7  —  r)  —  [x  cos  a  +  7/  sin  x  —  p)'  =  0 

Si  l'on  développe  cette  équation,  on  trouve  pour  le  coelTicienl  de  xij 

sin  {{'i  H-  7)  —  sin  2a. 

Or,  puisque  le  triangle  est  isocèle,  les  angles  que  la  perpendiculaire  à  la  base 
menée  par  l'origine  fait  avec  la  perpendiculaire  aux  deux  autres  côtés  des  an- 
gles sont  égaux,  et  l'on  a  a  —  [-^  =  7  —  a,  ou  27.=i:pj+7;  par  conséquent, 
le  coefficient  de  xij  est  nul. 

On  trouve  ensuite  pour  les  coefficients  de  x-  et  de  if 

cosf-icos7  —  cos'-^a    et    sin  [^  sin  7  —  sin- a. 
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Or  ces  coefficients  sont  égaux,  car  l'égalité 

cos  f-i  ces 7  —  cos-  a  =  sin  {6  sin  7  —  sin-  a,  • 

qui  peut  s'écrire 

cos  (P  + 7)=  cos  2a, 

est  satisfaite  d'elle-même,  puisque  (î+7  est  égala  '2a. 

L'équation  obtenue  est  donc  celle  d'un  cercle.  Ainsi  le  lieu  demandé  est  le 
cercle  mené  par  les  extrémités  de  la  base  du  triangle  isocèle,  tangentiellement 
aux  deux  autres  côtés. 


§    6.    NOTIONS    SUR   LES    COORDONNÉES    TANGENTIELLES. 

594.  Au  lieu  de  déterminer  une  courbe  par  la  série  continue  de  ses  points, 
on  peut  la  déterminer  par  la  série  continue  de  ses  tangentes.  On  emploie  pour 
cela  un  système  particulier  de  coordonnées,  auxquelles  on  donne  le  nom  de 
coordonnées  tangentielles . 

Soit 

Aa;  +  Bî/  +  C=rU  [1] 

réquation  d'une  droite.  Représentons  par  -  l'abscisse  à  l'origine,  et  par 
-  l'ordonnée  à  l'origine  ;  nous  aurons 

_l  =  }.    et     -^  =  -',  [21 

A       w  B       V  "■  ' 

d'où 

k  =  —  Cu    et    B  =  -Cv, 

et,  en  substituant  dans  [1],  il  vient 

ux-\-vij  —  li  =0.  [3] 

La  droite  considérée  est  complètement  déterminée  quand  on  connaît  u  ei  v; 
pour  cette  raison,  les  quantités  w  et  v  sont  dilesJes  coordonnées  de  la  droite. 
On  remarquera  que  u=0  représente  une  parallèle  à  Taxe  des  x,  et  î;  =  0 
représente  une  parallèle  à  l'axe  des  y;  cela  résulte  des  équations  [2].  On  verra 
également  que  l'axe  des  x  est  représenté  par  w  =  0  avec  v  =  00  ;  et  l'axe  des  y 
par  w  =  0  avec  m  =  00 . 

595.  Cela  posé,  soit  • 

f{u;v)  =  0  [-4] 

une  relation  constante  entre  les  coordonnées  ueiv  d'une  droite  ;  cette  équation 
représente  une  série  continue  de  droites,  dont  l'enveloppe  est  une  courbe,  à 
laquelle  chacune  de  ces  droites  est  tangente  (494)  ;  l'équation  [4]  est  V équa- 
tion tanyenlielle  de  cette  courbe. 
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Considérons,  par  exemple,  les  courbes  du  second  degré  représentées  par 
l'équation 

y'=z'2px-\-  qx'.  [5] 

L'équation  de  la  tangente  à  cette  courbe,  au  point  (x%  y'),  est 

tjy'-z=zp[x  -\-x')  -\-qxx'. 

Pour  a;  =  0  on  trouve 

px' 1 

'^~  y'  ~v' 


et  pour  î/  =0,  on  trouve 


On  tire  de  là 


px'     1 


p  4-  qx       u 

p-v 


et    y' 


pu-j-q  "  pu-hq 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  y'-  =z  '2px'  +  qx'-,  qui  exprime  que  le 
point  [x',  y')  est  sur  la  courbe,  on  trouve  après  réduction 

c'est  l'équation  tangentielle  des  courbes  représentées  en  coordonnées  carté- 
siennes par  l'équation  [b] . 

On  peut  suivre  la  même  marche  pour  toutes  les  courbes  données.  On  prend 
l'équation  de  la  tangente,  on  détermine  les  coordonnées  à  l'origine,  que  l'on 

1  1 

égale  à  -  et  à  -;  on  tire  de  ces  égalités  les  valeurs  des  coordonnées  x'  et  if 

du  point  de  contact  ;  et  en  les  substituant  dans  l'équation  qui  exprime  que  ce 
point  est  sur  la  courbe,  on  obtient  l'équation  tangentielle  de  cette  courbe. 
On  trouve  ainsi  pour  les  équations 

1 

x'^  +  y-  =  y"^  ,  U^ + W-  =:  -;.  i 

y^='2px,  y-+— .=rO, 

1 

xy=m^,  uv=. -, — -■ 

51f6.  Réciproquement,  étant  donnée  l'équation  tangentielle  f[u,v)=^0 
d'une  courbe,  on  y  joindra  l'équation  ux -\-  vy  —  ^  —-  0  de  sa  tangente;  on 
éliminera  v,  ce  qui  donnera 

/•      i—ux\ 
fi  u^  .    —0 

\        y    / 

pour  l'équation  générale  des  tangentes,  avec  un  seul  paramètre  variable  m; 
l'enveloppe  de  ces  droites  sera  la  courbe  demandée. 
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On  pourra  aussi  opérer  comme  il  a  été  dit  au  n"  4'Ï6. 

On  peut  s'exercer  sur  les  équations  données  à  la  fm  du  numéro  précédent. 

5Vîf .  Ayant  expliqué  ce  que  c'est  que  Téqualion  tangentielle  d'une  courbe, 
il  faut  montrer  l'usage  que  l'on  peut  faire  des  coordonnées  tangenlielles  dans    ' 
les  questions  les  jilus  ordinaires. 

Dans  ce  système  de  coordonnées,  toute  équation  du  premier  degré  m  u  et  v 
représente  un  point.  Soit,  en  effet,  Téqualion 

Am  +  Bi)+C  =  0;  [1] 

à  un  système  de  valeurs  de  w  et  î;  correspond  une  droite  ux-[-vy  -  1=0;  en 
multipliant  par  C,  on  peut  écrire 

Cx.u-hCy.v  —  C  =  0;  [2] 

et,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  [1]  et  ['2],  on  obtient 

{.\-hCx)u-\-{B-hCy)v=:0, 
relation  qui  est  satisfaite  quels  que  soient  u  et  v,  par  les  valeurs 

A       ^  1] 

x  =  -^     et    y  =  -^^ 

L'équation  [\\  proposée  représente  donc  l'enveloppe  d'un  système  de  droites 
passant  toutes  par  un  point  fixe;  c'est-à-dire  qu'elle  représente  ce  point  lui- 
môme.  L'équation  [ij  est  dite  ï équation  de  ce  point. 

Si  l'on  veut  mettre  en  évidence  les  coordonnées  cartésiennes  du  point,  en 
les  nommant  Xy  et  y  y,  on  peut  écrire 

uXy  +  vy^  —  1  =:  0  : 

c'est  l'équation  du  point  x^,  y^. 

Hejiarque^  —  Si  l'on  a  (]=  0,  les  coordonnées  x^  et  y^  deviennent  infinies; 
ainsi  l'équation  ku  -\-V)V=^^  représente  un  point  situé  à  l'infini. 

598.  Droites  passant  par  deux  points  donnés.  —  Soient 

XyU-hyiV  — 1  =  0    et    Xç^u  +  yj)  —  1=0 

les  équations  des  deux  points  donnés.  Les  valeurs  de  u  et  de  v  qui  vérifient  à 
la  fois  ces  deux  équations  déterminent  une  droit?  qui  passe  par  ces  deux  points. 
En  appelant  ii^  et  v^  ces  valeurs,  on  trouve 

Vi—V'>  ,  x.,  —  x^ 


Ce  sont  les  coordonnées  tangenlielles  de  la  droite  cherchée. 
L'équation 

UyX  -hVyy  — 1=0 

est  réqualion  de  celte  droite  en  coordonnées  cartésiennes. 

599.  Intersection  de  deux  droites.  —  Soient  Zf^,  Vi  et  lu,  v^  les   coor- 
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données  tangentielles  des  deux  droites.  L'équation  du  point  d'intersection  sera 
de  la  forme 

Aw  +  Bi;-i-C=:0.  [1] 

Celte  équation  devant  être  vérifiée  par  les  coordonnées  des  deux  droites,  on 
doit  avoir 

[2]  Awj  +  Byi  +  C=0    et    Aw, -f- Bî^,  +  G  =  0.  [5j 

Retranchant  membre  à  membre,  d'une  part  [IJ  et  [2],  de  l'autre  [2]  et  [3], 
on  trouve 

d'où  l'on  déduit 

=^~ •      ou     v  —  v.=:-^ -iu  —  u.):  \A] 

c'est  l'équation  du  point  cherché. 

580.  Condition  de  parallélisme  de  deux  droites.  —  Employons  les  mêmes 
notations  qu'au  numéro  précédent.  L'équation  [4]  du  point  d'intersection  des 
deux  droites  peut  se  mettre  sous  la  forme 

{V.2 Wj) W  +  («i u.,)  V  +  VyU.,  —  ^1^2=  0. 

Pour  que  les  droites  soient  parallèles,  il  faut  que  ce  point  soit  situé  à  l'infini, 
ce  qui  exige  (Sîîf,  rem.)  que  le  terme  indépendant  de  uelv,  disparaisse,  et 
qu'on  ait 

vjLy  —  u.i\y  =z  0    ou     —  =    '  ; 

c'est  la  condition  demandée. 

581.  Condition  de  perpendicularité  de  deux  droites.  —  Soient  toujours 
Ui,  Vi  et  u.,,  v.>  les  coordonnées  tangentielles  des  deux  droites.  Leurs  équations 
en  coordonnées  cartésiennes  seront 

UlX  +  ViU  —  i  =-=  0      et      U.,X  -f-  V^^y  —  1  ::ir  0 . 

Ces  droites  ont  pour  coefficients  angulaires 

-^1      et      -^. 

La  condition  de  perpendicularité  est  donc  (les  axes  étant  supposés  rectangu- 
laires) 

-!-^+l=0      ou      --.— *z=  — 1. 

Le  même  procédé  aurait  pu  être  employé  pour  trouver  la  condition  de  pa- 
rallélisme. 

58a.  Distance  d'un  point  à  une  droite.  —  Soient  Wq,  Vq  les  coordonnées 
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de  la  droite  et  tiXi  -hviji  — 1=0  l'équation  du  point.  Les  axes  étant  supposés 
rectangulaires,  la  distance  du  point  Xi,yi  à  la  droite  uXo-i-Voy—\=^0  est 

0V+V 

583.  Étant  données  les  coordonnées  d'une  tangente  à  une  courbe,  trouver 
Véquation  du  point  de  contact. 

Soit  /"(m,  v)r=0  l'équation  tangenlielle  de  la  courbe  dont  il  s'agit.  Les 
coordonnées  u^  et  v^  de  la  tangente  donnée  devront  satisfaire  à  cette  équa- 
tion; on  aura  donc  /"(mj,  v^)=^Q. 

Le  point  de  contact  cherché  est  la  limite  des  positions  du  point  d'intersec- 
tion de  la  tangente  donnée  (Mi,t',i)avecune  tangente  très-voisine  [u^  -\-h,  v^-^-k) 
lorsque  la  seconde  tangente  roule  sur  la  courbe  de  manière  à  venir  se  confon- 
dre avec  la  première.  Or  le  point  d'intersection  des  deux  droites  dont  nous 
venons  d'écrire  les  coordonnées,  a  pour  équation 

L*équation  du  point  de  contact  demandé  sera  donc 

y  — î^i=lmi.  T-  {u—Ui)=—  -~  [u—u^] 

ou 

{v  —  Vi)  f'v^  4-  {u  ■—  Ui)  f'u^  =  0. 

On  lui  donne  une  forme  plus   symétrique,   en  remplaçant   u  et  v  par 

—  et  —,  sauf  à  faire  ensuite  w  =  \.  En  raisonnant  comme  au  n°  »38,  on 
w        w 

verra  que  l'équation  du  point  de  contact  peut  s'écrire 

équation  dans  laquelle  il  ne  faut  pas  oublier  qu'on  doit  faire  tO  =  i  et  Wi  —  i 
qubnd  les  calculs  sont  terminés. 

584.  Intersection  d'une  droite  et  d'une  courbe. —  Soit/'(w,  v)  =  0  l'équa- 
tion tangentielle  de  la  courbe,  et  «„,  v^  les  coordonnées  de  la  droite.  Soient 
de  plus  Ui  et  v^  les  coordonnées  de  la  tangente  au  point  cherché.  On  aura  (583) 
pour  l'équation  du  point  de  contact 

^if\  +  ^Pv^  +  tvf\  —  0,    avec    f{Ui,ti)  =  0. 

Ce  point  de  contact  devant  se  trouver  sur  la  droite  donnée,  les  coordonnées 
«0  et  Wo  de  cette  droite  doivent  satisfaire  à  l'équation  de  ce  point  ;  on  doit 
donc  avoir 

Uofu^  ^-  Vof'v^  4-  w/uj^  —  0,    avec    f{u^ ,  t',)  =  0, 
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ou,  en  supprimant  les  indices  de  Wj,  Wj,  Wi, 

Uof  «  +  Vof'v  -hwf'tv  =  0,    avec    f{u,v)=zO 

(ne  pas  oublier  de  faire  iVo  =  \  et  w=\  à  la  fin  de  ce  calcul). 

Les  valeurs  de  w  et  de  v  qui  satisferont  à  ces  deux  équations  détermineront 
la  tangente  au  point  d'intersection  cherché;  et  ce  point  s'obtiendra  en  cher- 
chant l'intersection  de  la  tangente  avec  la  droite  Uq,'Vq. 

585.  -Asymptotes  en  coordonnées tangentielles.  —  On  a  VU  que  si  Wj  et  «j 

sont  les  coordonnées  d'une  tangente  à  la  courbe  f(u,  y)=0,  l'équation  du 
point  de  contact  est 

Pour  que  la  tangente  devienne  une  asymptote,  il  faut  que  ce  point  de  contact 
s'éloigne  à  l'infini,  ce  qui  exige  {^W)  que  le  terme  indépendant  de  u  eiv 
soit  nul.  On  doit  donc  avoir 

■    ^^o, 

équation  dans  laquelle  on  devra  faire  Wi  =  i;  c'est-à-dire  qu'il  faut  prendre 
la  dérivée  de  la  fonction  f{u,  v,  w)  par  rapport  à  w,  y  remplacer  u,  v  el  w  par 
Mi,  «^  et  1,  et  égaler  le  résultat  à  zéro. 
Exemple.  —  Soit  donnée  l'équation 

qui  représente  l'une  quelconque  des  courbes  de  second  degré.  Remplaçons  u 
et  w  par  -  et  -,  nous  aurons,  après  avoir  chassé  les  dénominateurs, 

'^       IV  w  ^ 

p^v'^  -h  '2pmv  4-  (pt^^  =  0 . 

La  dérivée  du  premier  membre  par  rapport  à  w  est  2pu-\-2qw  ;  si  Ton  y  fait 
u^^^^  et  w=zl,  on  obtient  ^pui-\-'2q\  et  en  égalant  cette  expression  à  zéro, 
on  en  tire 

P 

Substituant  dans  l'équation 

p'-Vi^-h2pUi4-q  =  0, 

qui  exprime  que  la  tangente  (m^,  v^)  est  une  des  tangentes  de  la  courbe  pro- 
posée, on  en  tire 

p 

Les  coordonnées  des  asymptotes  sont  donc 

„,  =  -«    et    v,=±^J- 
P  P 
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La  valeur  de  Vi  n'est  réelle  que  lorsque  q  est  positif,  c'est-à-dire  quand  la 
courbe  est  une  hyperbole. 

Comme  vérification,  on  peut  remarquer  que  les  équations  cartésiennes  des 
asymptotes,  déduites  des  coordonnées  obtenues,  sont 


^îx±^-U,-i  = 


/:.  .  P 


y-\  =  0     ou     y  =  x\'q  . 
P  -  sjq 

le  radical  pouvant  être  pris  avec  les  deux  signes.  Ce  sont  là,  en  effet,  les  équa- 
tions des  asymptotes  à  Thyperbole 

y-  —  'ipx-{-qx^. 

586.  Tangente  commune  à  deux  courbes  en  coordonnées  tangentielles. 

—  Si  f{u,v)z=iO  et  o{u,v)=zO  sont  les  équations  tangentielles  des  deux 
courbes,  les  coordonnées  d'une  tangente  commune  seront  les  couples  de  va- 
leurs de  u  et  de  v  qui  satisfont  à  la  fois  à  ces  deux  équations. 

Si  elles  sont  du  second  degré,  il  y  aura  quatre  couples  de  solutions  réelles 
ou  imaginaires.  A  deux  courbes  du  second  degré,  on  peut  donc  mener  quatre 
tangentes  communes,  réelles  ou  imaginaires. 

587.  Développée  d'une  courbe  en  coordonnées  tangentielles.  —  Soit 
f[x,y)=:0  l'équation  cartésienne  de  la  courbe.  L'équation  de  sa  normale 
sera 


I  X 

Pour  Y  =  0,    on  Irouve   \z=x  —  y. 


f'x         1 

Pour  X  =  0,     on  trouve    Y=.n  —  x  ~  =:    . 

Si  entre  ces  deux  équations  et  celle  de  la  courbe  on  élimine  x  et  y,  on  aura 
l'équation  langentielle  de  la  courbe  enveloppe  des  normales,  c'est-à-dire  de  la 
développée  de  la  tourbe  proposée. 

Soit,  par  exemple,  la  parabole 


On  aura 

par  conséquent 

d'où  l'on  tire 


y-^'^px.  [1] 

n=-^p    et    f;j=2y', 

\  ,         1  ,      XII 

-z=x  -i-p    et     -  =  //  +  -•  , 


1  ,  pu 

x=: /;    et    ti=z^--t 

u      ^  -^        V 


Substituant  dans  [1],  on  obtient 

-  u  1         (»n        J)2r=r      . 

12    1  — pu 


i — —  m  'ip  I /;  ou        V^-zzz  ^ 

V  \u       ^  / 
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C'est  l'équation  tangentielle  de  la  développée  de  la  parabole. 
Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  deux  exercices. 

588.  Problème.  Trouver  réqiiation  tangentielle  des  coniques  inscrites  à  un 
quadrilatère.  —  Soient 

k{x„yi),  B(.'r„?/,),  C{x.,y^),  \){x,,ij^) 

les  quatre  sommets  du  quadrilatère,  avec  Tindication  de  leurs  coordonnées 
cartésiennes. 
Les  équations  tangentielles  de  ces  quatre  sommets  seront  (5îV  )  : 

x^u  -hyiV  - 1  =:^  0  que  nous  représenterons  par  A  =i^  0, 

x^u-}-y^v  —  \  =^0               —               —  B  =  0, 

x-u -\- ij^^v  —  \  =0                —                —  Cr=0, 

Xj^u  i-yj^v  —  \~0               —               —  D  =  0. 

L'équation  demandée  sera 

AC-X.BDz=0;  [1] 

car  si  l'on  pose  à  la  fois  A=0  et  B=0,  cette  relation  est  satisfaite;  donc  la 
conique,  enveloppe  des  dvoiiesxu  +  yv —  1=:0,  est  tangente  à  la  droite  AB. 

De  même,  pour  A  =  0  et  D=0  on  reconnaît  qu'elle  est  tangente  à  AD, 
_  C==0       B=0  -  -  BC, 

-  Cr=0       D=:0  —  —  CD. 

Donc  la  conique  [1]  est  inscrite  au  quadrilatère.  En  développant  son  équation, 
on  aurait 

[XiU  -hy^v  —  1  )  {x-u  +  y-^v  —  1  )  —  X  {xç,u  -h  yj)  —  1  )  {x^u  -i-y^v  —  1  ) . 

589.  Théorème, —  Une  conique  étant  inscrite  dans  un  quadrilatère,  si  des 
quatre  sommets  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  une  tangente  quelconque, 
le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  de  deux  sommets  opposés  sera  dans 
un  rapport  constant  avec  le  produit  des  perpendiculaires  abaissées  des  deux 
autres  sommets. 

Conservons  les  notations  du  numéro  précédent;  et  soient  a,  p,  -c,  ^,  les  lon- 
gueurs des  perpendiculaires  abaissées  des  sommets  A,  B,  C,  D,  sur  une  même 
tangente  z/aj+i)?/  — 1  =  0.  On  aura  (58a),  en  désignant  par /c  la  quantité 
\/u^  -h  v% 

_  XiU  +  yjV  —  1  _  A  x^u-^y^v  —  \  _B 

SJur'  -h  v'^  k  ^/w-  4-  V-'  k 

.  —  ^r>^  +  y-J}  —  i  _  G  Xj^u  ->ry^v~\  _  D 
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d'où  l'on  déduit 

aj  _  AC^ 

p"*  BD  ' 

mais,  en  vertu  de  l'équation  ([1],  n"  522)  de  la  conique,  on  a 

AC 
donc  aussi 


BD-^^ 


??=X: 


ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 
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CHAPITRE  PREMIER 

NOTIONS  SUR  LES  PROJECTIONS,  —   COORDONNÉES  D'UN  POINT  DANS  L'ESPACE 

REPRÉSENTATION  DES  SURFACES  ET  DES  LIGNES.  —TRANSFORMATION 

DES   COORDONNÉES 

g    1.  PROJECTIONS  DES  DROITES  DANS  l'eSPACE.    PROJECTION  DES  AIRES 

PLANES  SUR  UN  PLAN. 

590.  Les  notions  que  nous  avons  établies  au  chapitre  II,  §3, 
de  la  Première  partie,  ne  sont  pas  restreinles  aux  droites  situées 
dans  un  même  plan;  les  mômes  énoncés  et  les  mêmes  démon- 
strations s'appliquent  à  des  droites  situées  d'une  manière  quel- 
conque dans  l'espace. 

Ainsi,  la  projection  orthogonale  d^une  droite  limitée,  sur  un  axe 
quelconque^  est  algébriquement  égale  au  produit  de  la  longueur  abso- 
lue de  cette  droite  par  le  cosinus  de  V angle  que  sa  direction  fait 
avec  la  partie  positive  de  laxe  (cette  direction  est  déterminée  par 
la  marche  d'un  mobile  lictif  qui  parcourt  la  droite  donnée  et 
indiquée  par  l'ordre  tilphabétique  des  lettres). 

Théorème.  I.  —  La  somme  algébrique  des  projections  des  côtés 
d'un  contour  polygonal  fermé,  sur  un  axe  quelconque,  est  égale 
à  zéro. 

Théorème  II.  —  La  projection  de  la  résultante  d'un  contour  po- 
lygonal non  fermé^  sur  un  axe  quelconque,  est  égale  à  la  somme 
algébrique  des  projections  de  ses  côtés. 
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Ces  théorèmes  subsisteraient  encore  pour  des  projections 
obliques. 

Mais,  en  vue  de  ce  qui  va  suivre,  nous  ajouterons  à  ce  sujet 
quelques  développements  indispensables. 

59f .  Théorème  III.  —  La  somme  des  carrés  des  projections 
orthogonales  d'une  droite  sur  trois  axes  rectangulaires  est  égale 
au  carré  de  cette  droite. 
Soient  OX,  OY,  OZ  (fig.  211),  les  trois  axes  considérés.  Me- 
nons OM  parallèle  et  égale  à  la  droite 
donnée.  Les  projections  de  OM  sur  les 
axes  seront  évidemment  les  mômes 
que  celles  de  cette  droite. 

Ceci  posé,  il  est  visible  que  la  droite 
OM  est  la  diagonale^  d'un  parallélépi- 
~^  pède  rectangle  dont  les  arêtes  OA,  OB, 
OC  sont  les  projections  de  OM  sur  les 
axes.  On  aura  donc,  d'après  un  théo- 
rème de  Géométrie  élémentaire  connu, 


A^ 


Fig.   211, 


0M'=:0A'-4-0lf  +  0G'; 


ce  qu'il  fallait  démontrer. 


593.  Direction  d'une  droite.  —  Pour  fixer  la  direcdon 
d'une  droite  dans  l'espace,  on  imagine  qu'on  lui  mène  par 
l'origine  une  parallèle,  et  que  cette  parallèle  soit  parcourue 
par  un  mobile,  à  partir  de  cette  origine,  dans  le  sens  qu'on 
attribue  à  la  droite  proposée;  les  angles  que  cette  parallèle 
ainsi  parcourue  fait  avec  les  directions  positives  des  trois  axes, 
sont  les  angles  de  la  droite  proposée  avec  ces  mêmes  axes.  Ils 
suffisent  pour  déterminer  sa  direction.  Mais  ils  sont  liés  entre 
eux  par  une  relation  très-simple  exprimée  par  le  théorème 
suivant  : 

5^593.  Théorème  IV.  —  La  somme  des  carrés  des  cosinus  des 
angles  qu''une  droite  fait  avec  trois  axes  rectangulaires  est  égale 
à  l'unité. 
Désignons  (fig.  211)  les  angles  MOA,  MOB,  MOG  par  a,  (3,  y. 
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On  aura  OA  =  OMcosa,  d'où 


et  de  môme 


COS[i: 


ces  7-  = 

OB 
OM' 


OA 
OM  ' 

cosy 


OC 
OM 


Élevant  au  carré  et  ajoutant,  il  vient 

ÔÂ' -f- OR' H- ôc; 


cos^  a  -4-  cos^  ?i  4-  cos^  Y 


OM^ 


et,  à  cause  de  l'égalité  [1], 

cos^  a  4-  COS^  P  4-  COS^  Y  =  1  • 

Celle  relation  fondamentale  subsiste  également  pour  la  direc- 
tion MO;  caries  angles  directeurs  de  deux  directions  opposées  OM 
et  MO  étant  supplémentaires,  leurs  cosinus  sont  égaux  et  de 
signes  contraires.^ 

Y  594.  Théorème  V.  —  Le  cosinus  de  l'angle  de  deux  droites  est 
égal  à  la  somme  des  produits  des 
cosinus   des  angles  que  ces  droites 
font  avec  trois  axes  rectangulaires. 

Soient  OA  et  OA'  (fig.  212)  les 
droites  données;  a,  P,  y»  a',  p',  y' 
les  angles  qu'elles  font  avec  trois 
axes  rectangulaires  OX,  OY,  OZ;  et 
V  l'angle  (OA,  OA'). 

Prenons  OA  pour  unité  ;  menons 
AP  perpendiculaire  au  plan  XOY, 
PQ  perpendiculaire  sur  OX,  On  aura 


Fig.  212. 


0Q=::C0Sa,    PQ=C0S[i,    AP  =  C0SY- 

Si  l'on  projette  le  contour  OQPA  et  sa  résultante  OA  sur  OA',  on 
aura 

cos  V  =  00  cos  a'  +  PQ  cos  p'  -^  AP  cos y', 
ou 

cos  V  =  cos  a  cos  a'  +•  COS  g  COS  g'  -h  COSY  ^^^  y'  ; 


ce  qu'il  fallait  démontrer^ 
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Remarques  —  I.  Si  les  deux  droites  sont  perpendiculaires 
entre  elles,  on  a  cosV=:0;  par  conséquent  la  condition  deper- 
pendicularité  de  deux  droites  faisant  avec  les  axes  des  angles 
a,  g,  Y  et  a',  ^\  y',  est  exprimée  par  la  relation 

cos  a  cos  a  H-  cos  p  cos  g'  -^-  cos  Y  cos  y'  =  0 , 

à  laquelle  il  faut  joindre  les  deux  relations 

cos^a  +  cos2pH-cos-Y  =  l   et  cos'a  4- cos^ g' +  cos'y  =  1- 
II:  On  déduit  de  l'expression  de  cosV, 

sin2  V = 1  —  cos2  V = (cos^  a  -\-  cos-  p  +  cos-  7)  (cos^  a'  +  cos^  py  4-  cos^  f) 

—  (cos  a  cos  a' -f  C0SpC0Sp'  +  C0SYC0Sf)2, 

d'où 

sin  V  r=  y/(cos  a  COS  p/  —  cos  [-i  cos  a')-  +  (cos  fi  COS  7'  —  COS7  COS  {■!>')• 
4- (cos  Y  cos  a'— cos  a  cos  Y)'^. 

Il  ne  faut  prendre  que  la  valeur  positive  de  ce  radical,  attendu 
que  l'angle  V  est  compris  entre  0  et  7:. 

III.  Pour  que  les  deux  droites  soient  parallèles,  on  doit  avoir 
sinV=  0.  On  trouve  facilement  que  cette  condition  revient  aux 
suivantes  : 

cosa=±:  cosa',     cosp  =  d:  cos[S'    et    cosy  =  =±=cosy'. 

595.  Problème.  —  Déterminer  une  direction  perpendiculaire  h  deux  autres. 
(Axes  rectangulaires.) 

Soient  (a,  p,  y)  ^^  (^''>  f'^'»  i)  l^s  angles  des  deux  directions  données  et 
(a",  [i'',  -^")  les  angles  de  la  direction  qui  leur  est  perpendiculaire.  On  a  pour 
déterminer  les  trois  inconnues,  les  relations 

cos  a  cos  a"  +  cos  1^  cos  fi"  4-  cos  Y  cos  7"  =  0 ,  [1] 

cos  a'  cos  a"  +  COS  1^'  cos  fj"  4-  cos  7'  cos  7"  =  0 ,  [2] 

cos'^  cl"  +  cos-  fJ'  +  cos-  y"  —  1 .  [5] 

En  multipliant  [IJ  par  cos  y'  et  [2]  par  cos  7  et  retranchant  les  produits 
membre  à  membre,  en  multipliant  de  nouveau  [1]  par  cosp'  et  [2]  par  cosp 
et  retranchant  membre  à  membre,  on  obtient  deux  nouvelles  relations,  des- 
quelles, en  ayant  égard  à  [3],  on  déduit  les  égalités 

cos  a" cosf-i"  cos  Y"  _     1 

cos^  COS7' — COS7  cosfi'      COS7  cosa' — cosacos7'     cosa  cos|i' — cosjS  cosa'     sin  V  * 
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V  désignant  l'angle  des  deux  directions  données.  On  en  tire  cos  a",  cos  p"  et 
cos  7". 

Problème.  — Étant  données  les  projections  p,  q,  r  d\me  droite 
sur  trois  axes  rectangulaires^  trouver  la  longueur  de  cette  droite 
et  les  angles  que  sa  direction  fait  avec  les  axes. 

Soient  D  la  longueur  de  la  droite  cherchée  et  a,  |E,  yles  angles 
qu'elle  fait  avec  les  axes;  on  aura,  en  vertu  des  théorèmes  pré- 
cédents, 


cos  a      COS  (5      cos  Y 


=  D. 


d'où  l'on  tire 

COS^a        COS^g        COS'-^Y 

par  suite 


p^     q^    r^     p^-{-q^ 


^=D, 


D=:v/p'-i-^'H-r% 

COSa  =  -rr ^  -.,  COS^j=:-=       -     ,  COSY=^— — 

Vp'  4-  q"^  -h  r'-  \/f  +  q'  -h  r'  sjp'^  -1-  f-\-  r^ 

596.  Projections  des  lignes  et  des  aires  sur  un  plan.  — 

Définitions.  —  I.  La  projection  d'un  point  sur  un  plan  est  le  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  sur  le  plan. 

II.  La  projection  d'une  ligne  sur  un  plan  est  le  lieu  des  pro- 
jections des  différents  points  de  la"ligne  sur  le  plan. 

Remarque.  —  Les  perpendiculaires  menées  des  différents 
points  d'une  môme  ligne  droite  sur  un  plan  étant  dans  un  môme 
plan  perpendiculaire  au  premier,  on  en  conclut  que  la  projec- 
tion d'une  ligne  droite  sur  un  plan  est  une  ligne  droite. 

III.  La  projection  d'une  aire  plane  sur  un  plan  est  l'aire  limi- 
tée par  la  projection  du  contour  de  l'aire  plane. 

Le  plan  sur  lequel  on  projette  prend  le  nom  de  plan  de  pro- 
jection. 

597.  Théorème  L  —  L/i  j)rojection  d'une  droite  sur  un  plan 
est  égale  à  la  longueur  de  la  droite  multipliée  par  le  cosinus  de 
l'angle  aigu  que  la  droite  fait  avec  le  plan. 

En  effet,  la  projection  d'une  droite  AB  sur  un  plan  P  n'est 
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autre  chose  que  la  projection  de  ABsur  la  droite  A'B',  qui  résulte 
de  l'intersection  du  plan  P  et  d'un  plan  Q  mené  par  AB  perpen- 
diculairement à  P.  On  a  donc  (en  valeur  absolue) 

A'B'z:=ABcos(AB,A'B'). 

Mais  l'angle  (AB,  A'B')  est  par  définition  l'angle  delà  droilc  AB 
avec  le  plan  P  ;  le  théorème  est  donc  démontré. 

598.  Théorème  IL  —  La  projection  d'une  conique  sur  un  plan 
non  perpendiculaire  au  plan  de  cette  conique  est  une  conique  du 
même  genre. 

Soit 

y^  =  2px  H-  qx^ 

l'équation  de  la  conique  dans  son  plan,  et  a,  p  les  angles  des 
axes  coordonnés  avec  le  plan  de  projection  considéré.  Si  l'on 
rapporte  la  projection  de  la  conique  aux  projections  de  ces  axes 
de  coordonnées,  on  aura  entre  les  coordonnées^  et  y  d'un  point 
quelconque  de  la  conique  et  les  coordonnées  x'  et  if  de  sa  pro- 
jection les  relations 

x'  =  xcosoL    et    î/'z=î/cosp, 

et  par  suite  l'équation  de  la  projection  de  la  conique  sera 


vcos  p^ 


\C0Sa/  \C0Sa^ 


Cette  projection  est  donc  aussi  une  conique;  et  comme  B^ —  4AC 
conserve  le  même  signe,  elle  est  du  même  genre  que  la  conique 
proposée. 

599.  Théorème  III.  —  La  projection  d'une  aire  plane  sur  un 
plan  est  égale  au  produit  de  cette  aire  par  le  cosinus  de  Fangle  des 
deux  plans. 

Démontrons  d'abord  ce  théorème  pour  le  cas  d'un  triangle  : 

1*"  Supposons  d'abord  que  le  triangle  ABC  situé  dans  un 
planP'  (fig.  'il5)  ait  un  de  ses  côtés  BC  dans  le  plan  de  projec- 
tion P;  soit  A'  la  projection  de  A.  Menons  AD  perpendiculaire  sur 
BG.  D'après  un  théorème  connu,  A'D  est  perpendiculaire  à  BC  : 
l'angle  ADxV  mesure  donc  l'angle  des  deux  plans  P  et  P'. 


Or  on  a 
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BGxAD 
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aire  ABC  = 
aireA'BG=i: 


2      ' 
BGxA'D 


mais 


donc 


AD  =  A'DcosADA  : 


aire  A'BG  =  aire  ABG  x  cos  ADA'  =r  aire  ABG  cos  (P,  P)  ; 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 


r^^^. 


y-""^- 


Fiff.    21; 


Fig.  214. 


2*  Supposons  en  second  lieu  un  triangle  placé  d'une  manière 
quelconque  par  rapport  au  plan  de  projection  ;  transportons  ce 
dernier  parallèlement  à  lui-mèmejusqu'à  ce  qu'il  passe  par  un 
sommet  B  du  triangle,  ce  qui  ne  change  rien  à  la  projection  du 
triangle,  nia  l'angle  que  les  deux  plans  font  entre  eux.  Soit  alors 
BE  (tîg.  214)  l'intersection  des  plans  P  et  P'.  Prolongeons  AG 
jusqu'en  E,  et  soit  G'  la  projection  du  point  G. 

D'après  ce  que  nous  venons  de  voir,  on  aura 


BG'E=:.BCEcos(P,P% 
A'BE  =  ABEcos(P,F). 

A'BE— BG'E  =  (ABE  — BGE)  cos(P,  P) 

A'BG'  =  xiBGcos(P,P); 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

3°  Soit  ABGDE  un  polygone  situé  dans  un  plan  P,  et  A'B'G'D'E' 
sa  projection  sur  le  plan  P'.  On  aura,  en  décomposant  le  poly- 


Donc 


ou 
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gone  proposé  et  sa  projection  en  triangles, 

A'B'C'  =  ABCcos(P,P'), 

A'G'D'  =  ACDcos(P,P% 
A'D'E'==:ADEcos(P,F); 
d'où,  en  ajoutant, 

A'B'G'D'E'  =  ABCDEcos(P,PO. 

4*"  Si  Paire  plane  considérée  est  terminée  par  une  courbe,  on 
pourra  la  considérer  comme  la  limite  d'un  polygone  inscrit.  Le 
théorème  démontré  s'étendra  donc  à  ce  nouveau  cas,  puisqu'il 
est  vrai,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  des  côtés  du  poly- 
gone inscrit. 

600.  Théorème  IV.  —  La  somme  des  carrés  des  projections 
d'une  aire  plane  sur  trois  plans  perpendiculaires  deux  à  deux  est 
égale  au  carré  de  cette  aire. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  du  précédent  et  du  théo- 
rème III  du  n''  591.  Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  de  le  dé- 
montrer. 

Remarque.  —  Dans  tout  ce  qui  précède,  les  projections  des 
aires  sont  prises  en  valeur  absolue.  Quelques  théories  de  Mé- 
canique, particulièrement  celle  des  mouvements  de  rotation, 
conduisent  à  considérer  ces  projections  comme  positives  ou  né- 
gatives. Voici  alors  la  convention  qu'on  adopte  : 

Une  perpendiculaire  étant  menée  au  plan  de  projection  P  est 
considérée  comme  positive  si  elle  est  située  d'un  côté  de  ce  plan, 
et  comme  négative  si  elle  est  située  de  l'autre  côté.  Nommons 
cette  perpendiculaire  Vaxe  du  plan  de  projection.  Élevons,  d'un 
côté  déterminé  du  plan  Q  de  l'aire  projetée  A,  une  perpendicu- 
laire que  nous  nommerons  aussi  Taxe  du  second  plan.  Alors 
l'angle  V  du  plan  Q  et  du  plan  P  sera  l'angle  formé  par  Taxe  du 
plan  Q  avec  la  partie  positive  de  l'axe  du  plan  P.  La  projec- 
tion de  Paire  plane  sera  encore  représentée  par  AcosV  ;  et  elle 
sera  positive  ou  négative,  suivant  que  Pangle  V  sera  aigu  ou 
obtus. 

Si,  de  plus,  on  prend  sur  l'axe  du  plan  Q  une  longueur  pro- 
portionnelle à  Paire  A,  on  voit  que  AcosV  pourra  être  considéré 
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comme  la  projection  de  cette  longueur  sur  l'axe  du  plan  P.  En 
sorte  que  la  projection  des  aires  sera  ainsi  ramenée  à  la  pro- 
jection des  droites  et  offrira  les  mêmes  propriétés. 

GOi.  Applications.  —  L'importance  des  projections  en  Géométrie  pure  et 
en  Mécanique  nous  engage  à  traiter  encore  quelques  questions  qui  s'y  rap- 
portent. 

Théorème.  —  La  projection  d'une  droite  sur  une  autre  peut  s'obtenir  en  pro- 
jetant la  première  sur  trois  axes  rectangulaires,  et  en  faisant  la  somme  algé- 
brique de  ces  projections  projetées  elles-mêmes  sur  la  seconde  droite. 

Soient  A  et  B  les  directions  des  deux  droites  considérées,  directions  définies 
par  les  angles,  a,  P,  7  et  X,  it.,  v,  qu'elles  forment  avec  trois  axes  fixes;  et 
soient  p,  q,  r  les  projections  sur  ces  axes  d'une  longueur  /  prise  sur  la  pre- 
mière droite.  On  aura 

p=zlcosa,     q  =  lcos^,     r=:lcos'{; 
si  l'on  projette p,  q,  r  sur  la  droite  B,  on  obtiendra  les  projections 

/cOSaCOSX,      /cOSpCOSy-,      /COS7COSV, 

dont  la  somme 

/  (cos  a  COS  X  +  cos  p  COS  a  4- COS  7  COS  V  ) 

est  égale  à 

/cosV, 

en  appelant  V  l'angle  des  deux  droites,  et  en  se  rappelant  que  l'on  a  (594) 

cosV  =  cos(xcosX  +  cos8  cos[^.  -hcos-ycosv. 

Mais  /cosV  est  la  projection  de  /  sur  B;  le  théorème  est  donc  démontré. 

Remarque.  —  On  a  un  théorème  analogue  pour  les  aires,  en  remplaçant  les 
angles  des  droites  par  les  angles  des  normales  aux  plans  de  ces  aires. 

C08.  Théorème.  —  Plusieurs  droites  déterminées  de  longueur  et  de  direC" 
tion  étant  situées  d'une  manière  quelcoîique  dans  l'espace,  il  existe  une  droite, 
déterminée  de  grandeur  et  de  direction,  telle  que  sa  projection  sur  un  axe 
quelconque  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  droites  données  sur  le 
même  axe. 

Soient  /(a,  p,  -^),  Z'{a',  [i',  7')----  ^^s  longueurs  proposées  et  les  angles  qui 
définissent  leurs  directions  par  rapport  à  trois  axes  iixes^  et  soit  D  (x,  a,  v,)  une 
droite  quelconque.  Posons 

A  =  /  cos  %  +  r  cos  a'  + . . . . , 

B:^/C0S[i  +  fC0SP/ -{-...., 

C  =  i  ces  7  +  r  cos  7'  +  . . . . . 
D'après  le  théorème  précédent,  la  somme  des  projections  des  droites  données 
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sur  D  sera 

A  cos  X  +  B  cos  {Ji.  +  G  cosv 


ou 


y/A'-^  +  B'^  +  G- 


B  G 

COSA+-—  -cos^A-j —  -cosv 


yA^2  +  B'^  +  G'^  v/A'-^  +  B'-^  +  G'^  V/A-+B-^+G-^ 

!Si  nous  posons  A^  +  B^  +  G^  :=:R'-,  il  vient 


R    5  COS  A  4-  jT  cos  u.  +  K-  cos  V   .  [1] 


Or  les  trois  rapports^,  ^,  |^  sont  moindres  que  Tunité,  et  la  somme  de 

leurs  carrés  est  égale  à  1  :  on  peut  donc  les  considérer  comme  les  cosinus 
des  angles  qu'une  droite  E  ferait  avec  les  axes,  et  poser 

A  ,        B  G 

^=:C0S).i,       jï=COS[J.i,       ^=rCOSVi; 

l'expression  [1]  se  réduit  alors  à 

R  [cos  X  cos  Xj  4-  COS  [j.  cos  (j-j  +  cos  v^  cos  v] , 

ou  à 

R  cos  V, 

V  étant  l'angle  des  droites  D  et  E.  MaisRcosV  est  la  projection,  sur  la  droite 
D,  d'une  longueur  d  Herminée  R,  dirigée  suivant  la  droite  E;  le  théorème  est 
donc  démontré. 

Remarque.  —  Si  l'on  transporte  les  droites  /,  /',  etc.,  parallèlement  à  elles- 
mêmes  de  manière  à  former  un  contour  polygonal,  leur  résultante,  c'est-à- 
dire  la  droite  qui  fermera  le  polygone,  ne  sera  autre  chose  que  la  droite  R. 

©03.  PiîOBi.iiME.  —  Trouver  V  axe  sur  lequel  la  somme  algébrique  des  pro- 
jections de  plusieurs  droites  données  est  la  plus  grande  possible. 

Gonservant  les  mêmes  notations  que  dans  le  théorème  précédent,  on  voit 
que  ce  théorème  ramène  la  question  à  chercher  la  droite  sur  laquelle  la  pro- 
jection de  la  droite  R  est  la  plus  grande  possible.  Or,  comme  la  projection 
d'une  droite  ne  peut  être  plus  grande  que  cette  droite  elle-même,  on  voit 
que  la  droite  E,  ou  toute  parallèle  à  E,  résout  le  problème  proposé. 

Gette  direction  est  celle  de  la  résultante  des  droites  considérées. 

Remarques.  —  I.  La  somme  des  projections  des  droites  est  nulle  sur  tout 
axe  perpendiculaire  à  la  droite  E. 

II.  Cette  somme  est  la  même  sur  tous  les  axes  qui  font  le  même  angle  avec 
la  droite  E. 

ni.  On  peut  se  poser  la  même  question  relativement  aux  projections  des 
aires,  et  on  arrive,  par  le  même  calcul,  à  déterminer  ce  que,  en  Mécanique, 
on  appelle  le  plan  du  maximum  des  aires. 
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Exercices.  — I.  Théorème.  Dans  tout  tétraèdre,  faire  d'une  face  quelcon- 
que est  égale  à  la  somme  des  produits  des  autres  faces  par  les  cosinus  des 
angles  qu  elles  font  avec  la  première. 

Ainsi,  a,  b,  c,  d  désignant  les  aires  des  faces  du  tétraèdre  proposé,  on  a 

a=b  cos  {a,  b)  +  c  ces  {a,  c)  -^dcos  [a,d). 

Corollaire.  —  On  déduit  du  théorème  précédent  la  formule 

a^=zb'  -\-  c-  -h  f/-  —  "2  [bc cos  [b,  c)  -t-  bd cos  [b,  d)  +  cd  cos  (c,  ^/)j . 

II.  Soit  P  le  volume  d'un  tétraèdre,  et  /  Tarèle  commune  aux  deux  faces  a 
et  ?>,  on  a 

p 2a&sin  {a,  b)  •• 

3l         ' 


§  2.  —  REPRÉSENTATION  d'uN  POINT,  d'uNE  LIGNE,  d'uNE  SURFACE. 

604.  Nous  avons  vu,  dans  la  Géométrie  analytique  à  deux 
dimensions,  comment  on  représente  un  point  situé  dans  un 
plan.  Proposons-nous  maintenant  de  résoudre  la  môme  question 
à  l'égard  d'un  point  silué  d'une  manière  quelconque  dans 
l'espace. 

Tout  ensemble  de  constructions  propres  à  faire  retrouver  un 
point  constituera  un  système  de  coordonnées  et  permettra  de 
représenter  le  pointa  l'aide  des  éléments  variables  de  cette  con- 
struction. On  comprend  dés  lors  qu'il  existe  une  infinité  de 
systèmes  de  coordonnées.  Le  plus 
usité  est  celui  des  coordonnées  rec- 
tilignes  que  nous  allons  faire  con- 
naître. 


Z 
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p 

/ 

yr 

M 

X' 
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/  K        X 
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605.  Coordonnées  rectilignes. 

Définitions.  —  Tout  système  de  coor- 
données rectilignes  comprend  es- 
sentiellement trois  droites  tlxes  OX, 
OY,  OZ  (tig.  215),  non  situées  dans 
un  môme  plan,  et  qui  passent  par 

un  même  point  0  appelé  oricjine.  On  leur  donne  le  nom  à*axes^ 
et  on  les  distingue  les  unes  des  autres  par  les  noms  d'axes  des  x, 
des  y  et  dos  z. 


FiK.  215. 
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Les  trois  axes  pris  deux  à  deux  déterminent  trois  plans  XOY, 
XOZ,  YOZ,  nommés  plans  coordonnés.  Le  premier  est  appelé 
plan  des  xij,  et  les  deux  autres  plans  des  x%  et  des  \j%. 

Le  système  des  coordonnées  est  dit  rectangulaire  lorsque  cha- 
que axe  est  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres.  Dans  tout 
autre  cas  le  système  est  oblique. 

606.  Représentation  d'un  point.  —  Ayant  fait  choix  d'un 
système  d'axes,  imaginons  que,  par  un  point  M  de  l'espace,  on 
ait  mené  trois  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés,  et  qui  ren- 
contrent les  axes  OX,  OY  et  OZ  respectivement  aux  points  A,  B 
et  C.  Les  longueurs  OA,  OB,  OC  seront  ce  que  nous  appelerons 
les  coordonnées  àw  point  M.  Ainsi  la  coordonnée  d'un  point  relatif 
à  un  axe  est  la  portion  de  cet  axe  interceptée  entre  le  plan  des 
deux  autres  axes  et  un  plan  parallèle  mené  par  le  point  con- 
sidéré. 

On  peut  encore  envisager  ces  coordonnées  sous  un  autre 
point  de  vue.  Les  trois  plans  fixes  et  les  plans  parallèles  menés 
par  le  point  M  forment  un  parallélépipède,  en  général  ohlique. 
Nommons  Ml\  MQ,  MR  les  arêtes  qui  passent  par  le  point  M,  on 
auia 

MP  =  OA,     MQ  =  OB,     MB=:OC. 

Ainsi  les  coordonnées  dhm  point  sont  encore  les  distances  de  ce 
point  aux  trois  plans  coordonnés^  estimées  chacune  parallèlement 
à  l'axe  non  situé  dans  le  plan  que  Fou  considère. 

Bemauques.  —  1.  Nous  désignerons  en  général  par  x,  y  et  z  les 
coordonnées  d'un  point  M  suivant  les  axes  OX,  OY,  OZ.  Par 
exemple,  siOA=:4,  0B=3,  00=^2,  nous  dirons  que  le  point 
M  a  pour  coordonnées 

x=.4!,    y=5,    z  =  2. 

II.  Nous  désignerons  souvent  un  point  par  ses  coordonnées 
placées  entre  parenthèses.  Ainsi  (x\  y\  z'}  désigne  le  point  qui 
a  pour  coordonnées 

X=^X\       \j^=])'        Z:=^%'. 

607.  Sigiies  des  coordonnées.    —  Lorsqu'un  point  est 


REPRÉSENTATION  D'UN  POINT,  D'UNE  LIGNE,  D'UNE  SURFACE.        499 

donné,  ses  coordonnées  sont  par  cela  même  déterminées.  Réci- 
proquement les  coordonnées  d'un  point  déterminent  ce  point, 
pourvu  que  l'on  sache  en  outre  dans  quel  sens  ces  longuenrs 
doivent  être  portées  sur  l'axe  correspondant  à  partir  de  l'ori- 
g.ine. 

En  effet,  portons  sur  les  trois  axes  et  dans  le  sens  indiqué 
les  longueurs  OA,  OB,  OC  respectivement  égales  aux  coordon- 
nées du  point.  Ce  point  devra  se  trouver  sur  le  plan  parallèle  au 
plan  YOZ  mené  par  le  point  A,  puisque  ce  plan  est  le  lieu  de 
tous  les  points  dont  la  distance  au  point  YOZ,  comptée  parallè- 
lement à  OX  et  située  du  côté  indiqué  de  ce  plan,  est  égale  à 
OA.  Par  la  même  raison,  le  point  cherché  sera  sur  deux  autres 
plans  menés  respectivement  par  les  points  B  et  C  parallèlement 
àXOZ  et  à  XOY  :  il  se  trouvera  donc  à  l'interseclion  de  ces  trois 
plans. 

On  voit  parla  que  le  sens  suivant  lequel  sont  portées  sur  cha- 
que axe  les  coordonnées  d'un  point,  constitue  un  élément  essen- 
tiel à  la  détermination  de  ce  point.  Pour  désigner  ce  sens  clai- 
rement et  d'une  manière  conforme  au  caractère  de  la  langue 
algébrique,  on  emploie  les  signes  -h  et  — .  Toute  coordon- 
née est  représentée  par  un  nombre  affecté  d'un  signe  :  le 
nombre  indique  la  valeur  absolue  de  cette  longueur,  rapportée 
à  une  unité  convenue,  mais  d'ailleurs  arbitraire  ;  le  signe  dé- 
signe le  sens  suivant  lequel  cette  longueur  est  comptée  sur  l'axe 
Y.orrespondant  à  partir  de  l'origine.  (Les  définitions  données  au 
n**  60C»  ne  se  rapportaient  qu'à  la  grandeur  absolue  des  coor- 
données.) 

Remarques.  —  I.  L^origine  partage  chacun  des  axes  en  deux 
segments  infinis  qu'on  peut  nommer  la  partie  positive  et  la 
partie  négative  de  cet  axe.  Nous  désignerons  toujours  la  pre- 
mière par  OX,  OY  ou  OZ.  Ainsi  l'inspiction  seule  de  la  figure 
indiquera  les  conventions  relatives  aux  signes,  sans  que  nous 
ayons  besoin  d'en  avertir  expressément. 

II.  Le  plan  des  ûcy  partage  l'espace  infini  en  deux  régions.  Le  z 
d'un  point  situé  dans  l'une  de  ces  régions  est  positif;  il  est 
négatif  dans  l'autre.  Même  remarque  relativement  aux  autres 
plans. 
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m.  Les  trois  plans  coordonnés  déterminent  hmi  angles  triè- 
dres.  Tout  point  situé  dans  l'angle  OXYZ  a  ses  coordonnées  po- 
sitives; tout  point  situé  dans  l'angle  OXYZ'  a  son  a;  et  son  ?/ posi- 
tifs, et  son  z  négatif,  etc. 

Nous  engageons  les  élèves  à  former  eux-mêmes  le  tableau  des 
combinaisons  de  signes  que  présentent  les  coordonnées  d'un 
point  suivant  sa  position  dans  l'un  des  huit  angles  trièdres.  Ils 
se  familiariseront  ainsi  avec  les  diverses  conséquences  de  Tim- 
portante  convention  des  signes.  Ils  verront,  par  exemple,  que  les 
coordonnées  de  même  nom  de  deux  points  situés  dans  deux  angles 
trièdres  opposés  sont  de  signes  contraires;  que  celles  de  deux  points 
syruétriquement  placés  par  rapport  à  lorigine  sont  égales  et  de 
signes  contraires;  que,  si  les  axes  sont  rectangulaires,  un  point 
situé  à  l'intersection  des  trois  plans  bisectcuis  d'un  des  angles 
trièdres  a  ses  trois  coordonnées  égales  en  valeur  absolue,  etc. 

608.  Problème.  —  Étant  données  les  coordonnées  x',  y',  z'; 
x",  y",  z"  de  deux  points  W  et  M",  trouver  leur  distance. 

Si  par  les  points  M'  et  M"  on  mène  des  plans  parallèles  aux 
plans  coordonnés,  on  obtient  un  parallélépipède  dont  M'M''  est  la 
diagonale  et  dont  les  aréles  sont  les  valeurs  absolues  des  diffé- 
rences x" — x%  y"  —  y\  z"  —  z'. 

Quand  les  axes  sont  rectangulaires,  ce  parallélépipède  est  rec- 
tangle, et  le  carré  de  la  distance  M'xM"  est  égal  à  la  somme  des 
carrés  de  trois  areles  conligué-.  On  a  donc,  en  appelant  B  la 
distance  M'M", 


l^=.(x"-x'Y-i-(y"-y'Y-i- 


d'où 


P,=^^{x"—xf-{-{y"  —  y'Y-h-(z"~z'}\ 


On  démontrerait,  en  faisant  varier  la  position  des  deux  points 
idonnés,  que  celte  formule  est  générale. 

Z'  609.  Quand  les  axes  sont  obliques,  la  question  revient  à  ex- 
primer la  diagonale  d'im  parallélépipède  oblique  en  fonction 
des  arêtes  et  des  angles  que  ces  anMes  font  entre  elles. 
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Soit  dans  ce  cas  M'BKAQM'TC  (fig.  216)  le  parallélépipède  en 
question.  Posons  pour  abréger 

WX  =  e,    M'B  :=./•,    WC  =  g. 

Appelons  a,  [x,  v  les  angles  des  axes, 
ou  des  arêtes  du  parallélépipède,  en- 
tre eux,  et  a,  p,  Y  les  angles  des  axes 
avec  la  diagonale  M'M". 

Si  l'on  prqjelte  sur  M'M"  la  ligne 
polygonale  M' ARM",  on  aura 

a  =  ^  cos  a  -+-'f  cos  g  -4-  ^  cos  Y      [ci] 

ou 

^^'=^e  .  Bcosa-f-f.  oCOS^H-g  .  ^cosy.  [1] 

Mais  si  l'on  projette  M'M"  et  M' ARM"  sur  M'A,  on  a 

S  cos  a=  ^  H-  f  cos  V  -1-  ^  cos  [X.  [2] 

On  obtient  de  même 

§cosp=^cosv  +  f-H-^cosX,  [5] 

acosY=^cos|v.-+-/"cos  A4-^.  [4] 

Ces  valeurs,  transportées  dans  l'équation  [1],  donnent 

3^ z=; d^  -4- p H- ^^  -h  2 /'^ cos X-h'^eg cos  [).  -h-  2d/'cos  v, 

ou,  en  remplaçant  g,  f,  g  par  x" — x\  y"  —  y\  z" — z\  et  ex- 
trayant la  racine  carrée, 

/(aî"-a;')^+(i/"-î/T+(^"-^')^+2(î/"-y')(."-^'jcosX|   .^. 
Y        _{_2(a;"-a;')(x"— :5')cosi;.+2(^"-a;')(î/— i/')cosv)*  ^  ^ 

Cette  formule  est  générale,  car  on  voit  que  si  if  —  i/  change  de 
signe,  l'angle  a  change  d'espèce,  et  par  suite  cos  X  prend  un 
signe  opposé  à  celui  qu'il  avait  d'abord.  Ainsi,  deux  ("acteurs  du 
produit 

{y"—y')(z"—z')cosX 

changent  de  signe  en  môme  temps;  le  signe  du  produit  reste 
donc  toujours  explicitement  le  même.  J 
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Exercices.  —  I.  Prouver  qu'il  existe  une  relation  entre  les  lignes  trigonomé- 
Iriqiies  des  angles  qu'une  droite  fait  avec  trois  axes  obliques.  Trouver  celte 
relation  :  montrer  a  priori  qu'elle  doit  être  du  second  degré. 

On  obtiendra  cette  relation  en  mettant  dans  [a]  pour  e,  f,  g  leurs  va- 
leurs déduites  des  égalités  [2],  [3]  et  [4]. 

II.  Une  droite  fait  le  même  angle  avec  trois  axes  rectangulaires  ;  trouver 
cet  angle.  Même  problême,  les  axes  étant  obliques. 

III.  Une  droite  étant  donnée  par  un  de  ses  points  et  par  sa  direction, 
trouver  sur  cette  droite  un  second  point  situé  à  une  distance  donnée  du 
premier. 

IV.  Trois  axes  sont  rectangulaires  lorsque  la  relation 


cos^  a 


cos^-^ 


C0S-7 


=  1 


a  lieu,  par  rapport  à  ces  axes,  pour  trois  droites  distinctes. 

/  610.  Signification  des  équations  isolées  à  une,  deux  ou 
trois  variables.  —  Nous  venons  de  voir  qu'un  point  M  est  dé- 
terminé lorsqu'on  connaît  ses  coordonnées,  ou,  ce  qui  revient 
au  même,  lorsqu'on  donne  les  trois  équations 

rt,  h,  c,  représentant  des  nombres  connus.  Trois  équations  dis- 
tinctes entre  les  trois  variables  x,  y,  z  détermineraient  autant 
de  points  que  ces  équations  pourraient  avoir  de  solutions  com- 
munes. 

Mais  si  l'on  ne  donne  qu'une  ou  deux  coordonnées, ou,  ce  qui 
revient  au  même,  une  ou  deux  équations  entre  les  coordonnées, 
il  y  aura  une  infmité  de  points  qui  rempliront  les  mêmes  con- 
ditions. Leur  ensemble  formera  alors 
un  lieu  géométrique  dont  nous  allons 
chercher  à  déterminer  la  nature. 

i-     /6f f .   1°  Supposons  d'abord  qu'on 
ait  l'équation 

z  =  c.  [1] 

Tous  les  points  qui  satisfont  à  cette 
condition  sont  ceux  dont  la  distance 
au  plan  xy,  comptée  parallèlement  à 
l'axe  des  %,  est  algébriquement  égale  à  c.  Le  lieu  sera  donc  un 
plan  ACB  (fig.  217)  parallèle  au  plan  XOY,  coupant  l'axe  OZ 
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en  un  point  C  à  une  distance  OC  de  l'origine  égale  en  valeur  ab- 
solue h  c,  et  situé  du  côté  indiqué  par  le  signe  de  cette  quantité. 
Si  Ton  avait  l'équation 

/•(.)=0,  [2] 

on  verrait,  en  la  résolvant,  qu'elle  équivaut  à  plusieurs  équa- 
tions : 

analogues  à  l'équation  [1].  Par  conséquent, 

Toute  équation  qui  ne  renferme  qu^une  variable  représente  un  ou 
plusieurs  plans  parallèles  au  plan  des  axes  correspondants  aux 
coordonnées  quin^entrent  pas  dans  F  équation. 

Remarques.  —  I.  %=0  représente  le  plan  des  xy ;  y=^0  le 
plan  des  a;:^;  ;r=:0  le  plan  des  yz. 

II.  L'équation  [2]  peut  n'avoir  que  des  racines  imaginaire^; 
il  est  clair  alors  qu'elle  n'a  pas  de  signiiicalion  géoTnétrique  ; 
on  dit  dans  ce  cas  qu'elle  représente  des  plans  imaginaires. 

Réciproquement.  —  Tout  plan  parallèle  à  Vun  des  plans  des 
coordonnées  est  représenté  par  une  équation  du  premier  DEGiRÉàune 
seule  variable. 

Cela  est  évident. 

/g12.  2"  Soit  donnée  l'équation 

f(x,y)^0.  [3] 

Soit  C  (fig.  21 8)  la  courbe  qui,  sur  le  plan  des  xy,  et  rapportée 
aux  axes  OX,  OY,   a  pour  équation  ^ 

f[x,  ?j)  =r  0  ;  et  soitD  un  de  ses  points. 
Si  l'on  mène  DE  parallèle  à  OZ,  tous 
les  points  de  DE  auront  même  x  et 
même  y  que  le  point  D,  et  par  suite 
leurs  coordonnées  satisferont  à  l'é-  y 

quation  [3],  qui  ne  renferme  pas  z.        x 
L'ensemble    des  points  représentés    ^      Y — "^ 
par  cette  équation  s'obtiendra  donc  Fig.  ^is. 

en  faisant  glisser  une  parallèle  à  l'axe 
des  z,  de  manière  qu'elle  rencontre  toujours  la  courbe  C.  Donc 

Une  équation  à  deux  variables  représente  une  surface  cylindrique 
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dont  la  génératrice  est  parallèle  à  celui  des  trois  axes  sur  lequel 
se  compte  la  coordonnée  qui  n  entre  pas  dans  réquation. 

Si  f(x^  y)  est  du  premier  degré,  la  courbe  C  se  réduit  à  une 
droite,  et  par  suite  le  cylindre  à  un  plan;  par  conséqueni. 

Toute  équation  du  premier  degré  à  deux  variables  représente  un 
plan  parallèle  à  celui  des  trois  axes  sur  lequel  se  compte  la  coor- 
donnée qui  n^ entre  pas  dans  réquation. 

Exemple.  —  1°  L'équation 

-   4-  -  — 1 

représente  un  plan  parallèle  à  l'axe  des  z.  Ce  plan  coupe  le  plan  des  xy,  sui- 
vant une  droite  qui  rencontre  l'axe  des  x  à  trois  unités  de  distance  du  point  0, 
et  Taxe  des  y  à  deux  unités  de  distance  du  même  point.  Ce  plan  coupe  le  plan 
des  yz  suivant  une  droite  qui,  rapportée  aux  axes  OZ,  OY,  a  pour  équation 
y  =  ± 

2°  L'équation 

Dy  =  '5x 

représente  un  plan  qui  passe  par  l'axe  des  z. 

Réciproquement.  —  Toute  surface  cylindrique  dont  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  Vun  des  axes,  à  F  axe  des  z  par  exemple,  est 
représentée  par  une  équation  qui  ne  renferme  que  deux  variables^ 
X  et  y,  dans  le  cas  que  rjous  supposons. 

Car  évidemment  les  coordonnées  de  tous  ses  points  satisfont 
à  l'équation  de  sa  trace  sur  le  plan  des  xy. 

Tout  plan  parallèle  à  Vun  des  axes  est  représenté  par  une  équa- 
tion du  PREMIER  DEGRÉ  à  dcux  variubles. 

^613.  3°  Soit  enfin  l'équation 

•         f(x,y,z)^0,  [4] 

Si  on  la  suppose  résolue  par  rapport  à  z,  on  obtiendra  une  équa- 
tion telle  que 

z  =  o(x,y).  [5] 

Si  l'on  attribue  à  z  une  valeur  déterminée  /t,  les  points  de  l'es- 
pace dont  les  coordonnées  satisferont  à  l'équation 

?(x',î/)  =  /i,  [6] 

seront  à  la  distance  h  du  plan  des  xy,  et  formeront  en  général 
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une  courbe,  qui  se  projettera  en  vraie  grandeui  sur  ce  plan; 
1  équalion  [6]  sera  l'équation  de  celte  projection.  Si  l'on  fait  va- 
rier %  par  degrés  continus,  on  obtiendra  une  courbe  qui  variera 
elle-même  d'une  manière  continue,  et  engendrera  par  con- 
séquent une  surface,  qui  sera  ainsi  représentée  par  l'équa- 
tion [51 . 

Ainsi,  toute  équation  à  trois  variables  représente  une  surface. 

Ajoutons  que  si  l'équation  [4]  résolue  fournissait  plusieurs 
valeurs  de  z 

la  surface  se  composerait  d'autant  de  nappes  qu'il  y  aurait  de 
valeurs  de  ;5. 

Réciproquement.  —  Tonte  surface  définie  géométriquement  peut 
être  représentée  par  une  équation  qui  contient  en  général  trois  va- 
riables; car,  excepté  le  cas  d'un  cylindre  ou  d'un  plan  paral- 
lèle à  l'un  des  axes,  le  z  d'un  point  sera  déterminé  quand  on 
donnera  les  deux  autres  variables;  z  sera  donc  une  fonction 
de  X  et  de  y,  en  sorte  que  la  surface  pourra  être  représentée  par 

z  =  o(x,y), 
ou,  ce  qui  revient  au  môme,  par 

f{x,y,z)  =  0. 

(G14:.  Signification  de  deux  équations  simultanées.  — Les 

deux  équations 

f{x,y,z)  =  0,  [1] 

o{x,y,z)  =  (},  [2] 

représentant  chacune  une  surface,  leur  ensemble  représentera 
l'ensemble  des  points  communs  à  ces  deux  surfaces,  c'est-à-dire 
une  ou  plusieurs  lignes  réelles  ou  imaginaires. 

Réciproquement. — Toute  ligne  pouvant  être  considérée  comme 
l'intersection  de  deux  surfaces,  pourra  toujours  être  représen- 
tée par  deux  équations  simultanées^  et  cela  d'une  infinité  de 
manières. 
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Exemples.  —  1"  Les  équations 

^  =  0, 

ax-\-  hy  =  c, 

représentent,  la  première  le  plan  des  xy  (611,  1),  la  deuxième  un  plan 
parallèle  à  Taxe  des  z  (612).  Leur  ensemble  représente  donc  une  droite 
située  dans  le  plan  des  xy. 
2°  Les  équations 

ax  -^  by=  C, 

représentent  l'intersection  d'un  plan  parallèle  au  plan  des  xy  et  d'un  autre 
plan  parallèle  à  Taxe  des  z;  c'est  donc  une  droite  parallèle  au  plan  des  xy. 
5"  Les  équations 


{^^x'Y^(y-y'f^lV', 

représentent,  l'une  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy,  et  l'autre  un  cylindre  à 
base  circulaire,  dont  la  génératrice  est  parallèle  à  Taxe  des  z)  leur  ensemble 
représente  donc  une  circonférence  de  cercle  parallèle  au  plan  des  xy. 

615.  Traces  d'une  surface. —  ^ï  f(x,y^  z)=z 0  esiV équa- 
tion d'une  surface*  l'intersection  de  cette  surface  et  du  plan  des 
xy,  ou,  en  d'autres  termes,  la  trace  de  la  surface  considérée 
sur  le  plan  des  xy,  sera  représentée  par  les  équations 

f(x,y,0)  =  0    et    %  =  (}. 

L'équation  f{x,y,  0)=:0  représentera  seule  cette  trace  rap- 
portée aux  axes  OX,  OY. 
Plus  généralement, 

f{x,y,a.)  =  0 

sera  l'équation  de  l'intersection  du  plan  z=a,  et  de  la  surface 
représentée  par  l'équation 

f{x,y,z)  =  0. 

616.  Projections  d'une  ligne.  —  Par  une  ligne  donnée,  on 
peut  faire  passer  deux  surfaces  cylindriques  dont  chacune 
soit  parallèle  à  l'un  des  axes.  La  ligne  d'intersection  de  ces  deux 
surfaces  sera  représentée  alors  par  deux  équations  à  deux 
variables,  telles  que  oix,  z)  =  0  et  ^{y,  z)=0,  dont  l'une  repré- 
sentera la  projection  orthogonale  ou  oblique  de  la  ligne  consi- 
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dérée  sur  le  plan  des  xz,  et  l'autre  sa  projection  sur  le  plan  des  p. 

fAu  reste,  si  une  ligne  est  donnée  par  deux  équations  contenant 
les  trois  variables,  en  éliminant  tour  à  tour  l'une  d'elles,  on 
obtiendra  les  équations  de  deux  cylindres  passant  par  la  ligne 
considérée,  et  dont  les  génératrices  seront  respectivement  paral- 
lèles à  deux  des  axes  coordonnés. 

Plus  généralement,  toute  combinaison,  par  addition  ou  sous-  ^ 
traction,  des  deux  équations  de  la  ligne  pourra  remplacer  l'une 
d'elles^ 

617.  De  même  que  deux  équations  simultanées  repré- 
sentent l'intersection  de  deux  surfaces,  trois  équations  simul- 
tanées représentent  l'intersection  de  trois  surfaces,  c'est-à-dire 
un  ou  plusieurs  points,  et  nous  revenons  ainsi  à  une  notion 
établie  dès  le  commencement  de  ce  paragraphe. 

L'intersection  d'une  ligne  et  d'une  surface  s'obtiendra  en 
considérant  comme  simultanées  les  équations  de  la  ligne  et 
celle  de  la  surface. 

618.  Applications.  —  Pour  éclaircir  les  généralités  qui  pré- 
cédent, nous  allons  les  appliquer  à  quelques  exemples. 

Équations  de  la  ligne  droite.  —  A  moins  qu'une  ligne 
droite  ne  soit  parallèle  au  plan  des  xîj,  on  pouria  toujours  ima- 
giner deux  plans  qui  la  contiennent,  l'un  parallèle  à  l'axe  des 
?/,  l'autre  à  l'axe  des  a;,  et  qui  auront  respectivement  pour  équa- 
tions (613) 

x  =  az-^pA 

y=zbz^q.\  ^  ^ 

Ce  seront  donc  les  équations  de  la  ligne  droite  considérée. 

Si  la  droite  était  parallèle  au  plan  des  xy,  les  deux  plans  dont 
nous  venons  de  parler  se  confondraient  en  un  seul,  représenté 
par  une  équation  de  la  forme 

z  =  a;  [2] 

mais  en  menant  par  la  droite  un  plan  parallèle  à  l'axe  des  z^ 
on  aurait  une  seconde  équation 

y=imx-{-n, 

qui,  réunie  à  la  première,  déterminerait  complètement  la  posi-^ 
tion  de  cette  droite. 
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(Ainsi,  toute  droite  jieut  être  représentée  par  deux  équations  du 
premier  degrc  à  une  ou  deux  variables  ;  et  réciproquemeist  deux 
équations  du  premier  degré  à  une  ou  deux  variables  représentent 
une  ligne  droite;  puisque  nous  savons  que  de  pareilles  équations 
représentent  toujours  des  plans,  et  que  par  suite  leur  ensemble 
représente  l'intersection  de  ces  plans,  c'est-à-dire  une  ligne 
droite. 

Plus  généralement,  deux  équations  du  premier  degré  à  trois  va- 
riables représentent  une  droite,  puisque  en  éliminant  tour  à  lour 
x  et  y  entre  elles,  on  arrive  à  deux  équations  du  premier *degré, 
qui  ne  contiennent  chacune  que  deux  variables. 

Remarque.  —  L'équation  [2]  peut  se  déduire  de  l'une  quel- 
conque des  équations  [1],  de  l'équation 


x^=a%-^p 

par  exemple,  si  l'on  admet  pour  aeip  des  valeurs  infinies,  leur 
rapport  conservant  la  valeur  finie  —  a  (74,  II).  Donc  toute 
droite,  quelle  que  soit  sa  position  par  rapport  aux  plans  coor- 
donnés, peut  être  représentée  par  les  deux  équations  [1] .  ) 


619.  Équation  du  plan, 


Fig.  219. 


—  Nous  pouvons  supposer  que  le 
plan  coupe  les  trois  axes;  car 
nous  avons  vu  (611   et   613  ) 

comment  on  représente  un  plan 
parallèle  à  l'un  des  axes  ou  à 
l'un  des  plans  coordonnés. 

Soit  OD  =  a  (fig.  219)  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  l'origine 
sur  le  plan;  a,  ;6,  y  les  angles  for- 
més par  OD  avec  les  axes;  M  un 
point  du  plan.  Menons  MP  paral- 
lèle  à  OZ  et  terminé   au   plan 


XOY  ;  PQ  parallèle  à  OY  et  terminé  àOX.  Nous  aurons 

OQ:=a;,     PQ=:î/,     MP=^. 

c  Si  nous  projetons  sur  OD  la  ligne  polygonale  OQPMD,  nous  au- 
rons, attendu  que  la  projection  de  MD,  perpendiculaire  à  OD,  est 
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nulle, 

OÎCOSa  -h  y  COSP-f-:5COSY=r=o. 

Celle  relation  ayant  lieu  entre  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  du  plan,  est  l'équation  du  plan  lui-même.  Ainsi 
réquation  dhin  plan,  quelle  que  soil  la  position  de  ce  plan  par 
rapport  aux  axes^  est  du  premier  degré. 

Réciproquement,  toute  équation  dupremier  degré  représente  un 
plan.  Cela  a  été  déjà  démontré  pour  des  équations  du  premier 
degré  à  une  ou  deux  \ariables  (611  et  613).  Soil  donc 

A^  +  Bi/+C:s=D  [S] 

une  équation  du  premier  degré  à  trois  variables  :  prenons  deux 
points  sur  la  surface  qu'elle  détermine  et  joignons-les  par  une 
droite.  Cette  ligne  pourra  être  représentée  par  deux  équations 
telles  que 

ax-^hg-^  c%=^d,] 
a'x  4-  h' g  -h  c'%  =  rf',  ( 


1D| 


chacune  d'elles  représentant  un  plan  passant  par  celte  droite; 
et,  d'après  noire  hypothèse  même,  les  équations  [S]  et  [D]  se- 
ront satisfaites  par  deux  systèmes  de  valeurs  de  x.,  y  el  z.  Mais», 
on  sait  que  trois  équations  du  premier  degré  qui  ont  deux  solu-/ 
lions  communes  ont   toutes  leurs  solutions  communes.  Donc 
tout  point  situé  sur  la  droite  [D]  est  sur  la  surface  [SJ.  Donc 
cette  surface  est  un  plan,  puisqu'elle  jouit  de  la  propriété  de 
contenir  en  entier  toute  droite  menée  par  deux  de  ses  pointsy 

620.  Équation  de  la  sphère.  —  Soient  (a,  b,  c)  le  centre 
et  Rie  rayon.  Prenons  des  axes  quelconque.  L'équation 

{x  —  af-h(y  —  b)'-h(z  —  cY-]-'2(g  —  b){z  —  c)çosX 

H-^(^  —  a)iz — c)cos[j. -h  2  (x — a)  (^  — Z?)cosv  =  R-    [1] 

représentera  la  surface  sphérique,  puisqu'elle  exprime  que  la 
distance  d'un  point  quelconque  du  lieu  (x,  î/,  z)  au  centre  (a,  b^  c) 
est  constante  et  égale  à  R  (609). 

Quand  on  suppose  les  axes  rectangulaires,  on  a 

COSA=0,      COS[J.=:0,      cosv=0, 
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et  l'équation  se  réduit  à 

(x—ciY-i-  {y  -bf-{-iz  —  cY=]\\ 
Si,  de  plus,  l'origine  esl  prise  au  centre,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

ftz=0,     b=0,     c==0, 
l'équation  devient  plus  simplement 

Celte  dernière  équation  est  la  plus  commode  pour  étudier  ana- 
lytiquement  les  propriétés  de  la  spliére. 

Comme  celte  équation  ne  cliange  pas  quand  on  cliange  le  signe 
d'une  des  coordonnées,  on  en  conclut  que  la  surface  repré- 
sentée est  symétrique  par  rapport  à  chacun  des  trois  plans  coor- 
donnés. 

Quand  on  change  à  la  fois  x  en  — x,  y  en  — y,  z  en  — z, 
Féqualion  reste  la  môme.  Donc  les  points  de  la  surface  sont  sy- 
métriques deux  à  deux  par  rapport  à  l'origine,  ou,  en  d'autres 
termes,  l'origine  partage  en  deux  parties  égales  les  droites  qui 
y  passent  et  qui  sont  terminées  à  la  surface. 

Si  l'on  donne  à  z  une  valeur  constante  a,  l'équation  à  laquelle 
on  parvient, 

^2  +  7/z=R2— a%  [2] 

représente  la  projection  sur  le  plan  des  xy  de  l'intersection  de 
la  surface  avec  le  plan  :5  =  a;  et,  comme  celle  intersection,  si- 
tuée dans  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy^  s'y  projette  en  vraie 
grandeur,  il  en  résulte  que  tout  plan  parallèle  à  l'un  des  plans 
coordonnés  coupe  la  surface  suivant  un  cercle. 

L'équation  [2]  devient  impossible  si  l'on  suppose  a^>R-, 
c'est-à-dire  a>R  ou  <— R.  Donc  la  surface  est  tout  entière 
comprise  entre  deux  plans  parallèles  au  plan  des  xy,  menés  de 
part  et  d'autre  de  ce  plan,  à  une  distance  égale  à  R. 

Ces  exemples  sulfisent  pour  montrer  comment  de  la  défi- 
nition d'une  surface  on  peut  déduire  son  équation  ;  et  com- 
ment l'équation  à  son  tour  fait  découvrir  les  propriétés  de  la 
surface.  C'est  le  seul  but  que  nous  nous  proposions  pour  le 
moment. 
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(g21.  Représentation  géométrique  des  fonctions  de  deux 
variables.  —  En  considérant  la  fonction  proposée  et  les  deux 
variables  comme  les  coordonnées  d'un  point,  on  obtiendra  une 
surface  dont  la  forme  sera  très-propre  à  montrer  les  divers  états 
par  lesquels  passe  la  fonction.  Toutefois,  comme  l'exécution 
d'une  surface  en  relief  est  bien  moins  facile  que  le  tracé  d'une 
courbe,  on  comprend  que  cette  représentation  des  fonctions  de 
deux  variables  est  bien  moins  fréquente  que  celle  des  fonctions 
d'une  seule  variable.  La  construction,  restée  le  plus  souvent  à 
l'état  de  simple  projet,  servira  seulement  à  faire  image  et  à  faci- 
liter la  conception  de  certaines  lois  compliquées. 

Quelquefois  on  représentera  la  fonction  par  une  distance 
comptée  à  partir  d'une  certaine  origine.  Les  deux  variables  se- 
ront assimilées  à  1'^  et  à  ïij  de  l'extrémité  de  cette  distance  ; 
quant  à  la  troisième  coordonnée,  elle  sera  une  conséquence  des 
deux  autres,  puisque  des  deux  relations 

on  tirera,  par  l'élimination  de  R,  une  valeur  de  :s  en  fonction  de 
X  et  deij.Le  iieu  des  extrémités  de  la  droite  R  représentera  la 
fonction  donnée.  Et  si  la  surface  à  laquelle  on  parvient  ainsi  est 
une  de  celles  dont  les  géomètres  aient  déjà  fait  une  étude  dé- 
taillée, chacune  des  propriétés  que  l'on  en  connaîtra  fournira 
sans  calcul  et  d'une  manière  intuitive  une  propriété  correspon- 
dante de  la  fonction.  Nous  allons  en  donner  un  exemple. 

Les  forcfs  élastiques  appliquées  eu  un  même  point  d'un  corps  solide,  et 
qui  agissent  sur  les  divers  élé- 
ments plans  menés  par  ce  point, 
sont  assujetties  à  une  loi  très- 
simple  :  si  F  et  F'  sont  deux  de 
ces  forces ,  N  et  N'  les  normales 
aux  plans  sur  lesquels  elles  agis- 
sent, la  projection  de  F  sur  N' 
doit  être  égale  à  la  projection  de 
F'  sur  N.  Cette  loi  permet, 
comme  nous  allons  le  voir,  de 
déterminer  tout  estes  forces  élas- 
tiques, en  nombre  infini,  qui 
sont  appliquées  au  même  point, 
quand  on  connaît  trois  d'entre 
elles,  et  les  plans  sur  lesquels 
elles  agissent.       ♦ 

En  effet,  supposons  que  0\  =  a,  0B=:^,  OC  =  6-  (lig.  220)  représen- 
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tent,  pour  la  grandeur  et  la  direction,  trois  forces- élastiques  agissant  s^r 
trois  plans  rectangulaires  YOZ,  XOZ,  XOY,   que  nous  prendrons  pour  plans 
coordonnés. 
Nomnaons 

a'    a"  a"'  \  j  a 

h"'  h'  h"    \  les  projections  des  droites  l  h 
c"    c"'  c'  U 


sur  les  axes  des  x,  y,  z;  et  e,  /",  g  les  cosinus  des  angles  que  la  droite  ON  fait 
avec  ces  axes. 

Soient  CM  une  quelconque  des  forces  et  ON  la  normale  au  plan  sur  lequel 
elle  agit  :  proposons-nous  de  trouver  le  lieu  des  points  M. 

La  projection  de  OA  sur  ON  est  égale  à  la  somme  des  projections  des  lignes 
a\  a",  a"'  sur  ON.  On  aura  donc  en  vertu  de  la  loi  admise 

X  =  a'e  +  a"f  -f  a"'(j,  [1] 

et,  de  même, 

y  =  h"'e+h'f-^h"(j,  [2] 

z  =  c"e  -hc"7+  c'g.  [5] 

Mais,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  on  a 

et,  en  éliminant  e,  /",  g  entre  ces  quatre  équations,  nous  aurons  la  relation 
cherchée  entre  x,  y,  et  z,  ou  l'équation  de  la  surface. 

Pour  faire  cette  élimination,  nous  résoudrons  d'aberd  les  trois  premières, 
ce  qui  nous  donnera 

P-Q-R-D'  '^J 

■  en  posant,  pour  abréger, 

l)=a'h'c'-]-  a"h"c"  -j-a"'b"'c"' —  a'h"c" —  a"h"'c'  -a"'b'c\ 
V  =  {b'c'  —h"c"')x  +  (a"'c"'  —  a"c')y  +  [a"h"  —a"'b')z, 
{)=z{b"c"  —  b"'c')  X  +  {a'c'    —  a"'c")  y  +  [a"  b"' -  a'b") z, 
\{={b'"c"'—b'c")x-^   {a"c"  —a'c"')y-{-  {a'b'    —a"b"')z. 

De  [aj,  on  tire 

e^___  P  _  g'  ^  C-4-P  +  g'  ^  1  . 
p^.—  o-i  —  j).      p  ^  Q-i  +  K'i      D-^' 

ou,  en  ayant  égard  à  Téqualion  [4], 

P'i+Q^i  +  IV^^D^ 

Telle  est  l'équation  cherchée.  On  voit  qu'en  développant  P-,  if,  R-,  elle  sera 
du  second  degré.  Elle  représente  une  surface  que  nous  étudierons  plus  lard 
sous  le  nom  d'ellipsoïde.  L'équalion  se  simplilie  lorsque  l'on  suppose  que  les 
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forces  a,  b,  c  sont  dirigées  suivant  les  axes  :  elle  se  réduit  alors  à 

b'^C'x-^  +  arc'if'  +  a^-cH^  =  a-b'c"^, 
ou 

a^^b'-^c' 
§  5.  —  DE   LA   TRANSFORMATION   DES    COORDONNÉES. 

G22,  Utilité  de  la  transformation  des  coordonnées.  — 

L'équation  d'une  surface  dépend  des  axes  auxquels  on  la  rap- 
porte, et  elle  est  plus  ou  moins  simple,  suivant  le  système  dont 
on  a  fait  choix.  Ainsi  la  sphère  qui,  dans  le  cas  le  plus  général, 
a  pour  équation 

(x-aY-^{y  —  bY-h(z—cY-\-2{y  —  b)i%—c)cos\ 

-{-2(z  —  c)(x  —  a)  cos  [j.  -h^(x  —  a)  (ij  —  ^)  cos  v  =—11^ 

est  représentée  simplement  par  l'équation 

quand  on  prend  des  axes  rectangulaires  et  que  l'on  place  l'ori- 
gine au  centre. 

L'équation  du  plan  est 

\x-\-By-hCz-{-D=0 
dans  un  système  quelconque  ;  elle  devient 

z=--x 

lorsque  le  plan  des  xy  est  parallèle  à  ce  plan  ;  et  elle  se  réduit 
môme  à 

z  =  0 

si  l'on  prend  l'axe  des  x  et  celui  des  y  dans  le  plan  proposé. 

Une  ligne,  étant  déterminée  par  l'intersection  tle  deux  surfa- 
ces, sera  représentée  par  deux  équations  plus  ou  moins  simples, 
suivant  le  système  d'axes  qu'on  aura  adopté. 

Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  qu'il  peut  y  avoir  avan- 
tage à  passer  de  l'équation  d'une  surface  rapportée  à  certains 

*  Voy.  le  remar>iual)le  ouvrage  publié  par  M.  Lamé  :  Leçons  sur  la  théorie 
mathématique  de  Vélaslicité  des  corps  solides. 

GÉOM.  ANAL.  SONNET  ET  FKONTEKA.  33 
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axes  à  l'équalion  de  la  même  surface  rapportée  à  d'aulres  axes. 
Le  problème  revient  évidemment  à  exprimer  les  coordonnées 
d'un  point,  considéré  dans  l'ancien  système,  en  fonction  de  ses 
coordonnées  dans  le  nouveau,  et  à  substituer  ces  valeurs  dans 
l'équation  proposée. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  supposerons  qu'on  ne  cbange  pas 
d'abord  tous  les  éléments  du  système.  Dans  une  première  trans- 
formation, on  déplacera  l'origine  des  axes  sans  en  changer  la 
direction  ;  dans  une  seconde,  l'origine  restant  la  même,  on 
fera  varier  seulement  la  direction  des  axes. 

633.  Première  transformation.   Déplacement  de   Tori- 
gine.  —  Soient  0  et  0'  (fig.  221  )  les  deux  origines  :  a;,  ?/,  z;  x\ 
,^,  y\  z'  les  coordonnées  d'un 

point  M  dans  les  deux  sys- 
tèmes ;  a,  g,  Y  les  coordon- 
nées du  point  0'  par  rap- 
port aux  anciens  axes, 

X  et  x'  peuvent  être  con- 
sidérés comme  les  ab- 
scisses d'un  même  point 
Q  si  lue  sur  OX  et  rapporté 
tour  à  tour  à  deux  origines 

Fig.   221.  .  .    ° 

prises  sur  cette  droite,  sa- 
voir :  l'origine  primitive  0  et  l'intersection  0^  du  plan  Y'O'Z' 
avec  l'axe  OX,  point  dont  l'abscisse,  par  rapport  à  0,  est  a.  On 
aura  donc,  d'après  la  formule  trouvée  pour  changer  d'origine 
sur  une  même  droite,  x=x'-ha^  quels  que  soient  d'ailleurs 
la  grandeur  et  le  signe  de  a.  On  obtiendra  par  une  considération 
analogue  les  valeurs  de  y  et  de  z.  Ainsi  l'on  passera  d'un  sys- 
tème à  un  système  parallèle  à  Taide  des  formules 


[0! 


Exemple.  —  Soit  l'équation 

X-  +  if  +  2^  —  4a;  —  2//  —  '2z  =  '2. 
Transportons  Torigine  au  point  dont  les  coordonnées  sont 
ai  =  '2,     ^.  =  \,     7  =  1; 
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ilftiut  poser 

.x=I.^•'^-2,     y  —  if+l,     z=zz'-{-U 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  Téquation,  on  trouve 

.r'-^-hî/'-  +  ^'-  =  9. 

On  voit  que  la  surface  en  question  est  une  sphère  qui  a  pour  centre  la  nou- 
velle origine,  et  dont  le  rayon  est  5. 

f  634.  Gomme  les  équations  [0]  renferment  trois  constantes 
a,  g,  Y,  on  peut,  quand  ces  constantes  ne  sont  pas  données,  se 
proposer  de  les  déterminer  de  manière  que  l'équation  transfor- 
mée satisfasse  à  quelques  conditions  assignées  d'avance,  comme 
de  manquer  de  certains  termes  ou  d'offrir  entre  ses  coefficients 
quelques  relations  données.^ 

Exemple.  —  On  demande  où  Ton  doit  placer  l'origine,  pour  que  les  ternies 
du  premier  degré  disparaissent  de  Téquation 

x"-^  +  y"-^  -h z^  —  Sx  —  C^y  —  Az=:  55. 

Substituant  les  valeurs  [0],  l'équation  devient 

et  l'on  voit  que  les  termes  du  premier  degré  disparaissent  en  prenant  a  ^4, 
p^5,  7=^2.  Alors  l'équation  se  réduit  à 

x'^-\-y'''-{-z"'  =  à, 

et  l'on  voit  qu'elle  représente  une  sphère. 

^635.  Deuxième  transformation.  Change  la  direction 
des  axes  sans  changer  l'origine.  —  Nous  subdiviserons  ce 
cas  en  plusieurs  autres.  Mais  auparavant  nous  devons  avertir  de 
quelques  notations  communes  à  tous  les  cas. 

Notations.  —  Les  axes  anciens  seront  toujours  représentés 
par  OX,  OY,  OZ  ;  et  les  parties  positives  des  axes  nouveaux  par 
OX',  OY',OZ'.  L'angle  de  deux  axes,  ou,  suivant  nos  conventions, 
des  parties  positives  de  deux  axes,  sera  désigné  par  les  variables 
relatives  à  ces  axes.  Ainsi  {x\  x)  désignera  l'angle  que  Taxe 
des  x'  fait  avec  l'axe  des  x.  Nous  poserons  en  outre 

«— cos(^',^),      a'=:cos{x\y)^     a"=cos{x\z); 
h=cos(y\x),     b'=zcos(y\y},     b"z=cos(y%z)', 

c=cos{z',x)^      c'^cos(z\y),      c"  =l  cos  (z' :,  z) . 
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1°   Passer  d\in  système  d'axes  rectangulaires  à  un   système 
d'axes  quelconques,  —  Si  Fon  projette   sur  l'axe  OX  (fig.  222) 

d'une  part  la  droite  OM,  d'une 
autre  le  contour  OQ'P'M,  po- 
lygone des  coordonnées  du 
point  M  dans  le  nouveau  sys- 
tème, on  obtiendra  le  même 
résultat.  Or  la  projection  de 
OM  sur  OX  est  x.  Les  projec- 
tions des  trois  côlés  du  poly- 
gone OQT'M sont  x' cos {x',x), 
y' cosiy\x)^  z' cos(z\x)^  ou 
àx\  by\  cz'  ;  on  aura  donc 


Fiff.   222. 


et  de  môme 


x:=^ax'  -\-hy'  -\-cz' 
y=:a'x'-^b'y'  -hc'z'). 
z=a"x'-t-by-hc"z 


[B,01 


Telles  sont  les  formules  demandées.  Elles  sont  générales,  parce 
que  si  l'abscisse  x\  par  exemple,  était  négative  au  lieu  d'être 
positive,  ainsi  qu'on  le  suppose  dans  la  figure,  comme  elle  se- 
rait parcourue  dans  le  sens  opposé  aux  a;' positifs,  elle  aurait 
pour  projection  sa  valeur  absolue  — x'  multipliée  par  le  cosinus 
de  l'angle  que  les  x'  négatifs  ïonl  avec  les  x  positifs,  c'est-à-dire 
par  —  cos  {x\x).  Or  — x'  multiplié  par  —  cos  (^', a;}  donne  en- 
core x'cos(x\x)  ou  ax'.  \ 
Il  faut  joindre  à  ces  formules  les  relations  qui  lient  les  coef- 
ficients a,  h,  c;  a\  b\  c';  a",  b",  c"  (593)  J 

Remarque.  —  Ces  formules  se  simplifient  considérablement 
lorsqu'on  ne  change  que  l'un  des  axes,  l'axe  des  x  par  exemple. 
On  a  alors 

b  =  cosiy',x)^=Oj     t' zzr  cos  (îj',  ?/)  =  !,     b"=co?,{y',z)=^0, 

C=:zQ,OS(Z%x)=0,       'c':rirC0S(2', //)=0,        (;"=  COS  (:5',  :5l  =  1  , 

el  les  formules  deviennent 

X  =  ax\ 


y  =  a'x 
z  =  a"x' 


y 
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Exemple.  —  L'équation 

X-  +  5|/-  —  Axz  —  yz  —  Axy  =  20, 

représentant  une  surface  rapportée  à  des  axes  rectangulaires,  la  rapporter 
d'autres  axes  définis  par  les  valeurs  suivantes  : 


tt=i|,     a'z=zt^,     a"--=:l 


On  remarquera  que  les  trois  cosinus  renfermés  dans  une  même  ligne,  et  qui 
se  rapportent  aux  angles  qu'une  même  droite  fait  avec  trois  axes  rectangu- 
laires, sont  tels,  que  la  somme  de  leurs  carrés  est  égale  à  1,  comme  cela  doit 
être. 

Cela  posé,  les  formules  de  transformation  qu'il  faut  employer  sont 

x  =  lx'  +  'h/  +  fz', 
y  =  fx' -{- ^y' -{- 1  z' , 

Z=:lx'  -h'^Z-^-U'. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  surface,  on  trouve 

'^"  +  %  y" + ^■-'  +  I?  y'^'  +  'i  ^'-'  +  i  ^'y'  +  20  =.  o. 

/gSG.  2°  Passer  (Fan  système  d'axes  rectangulaires  à  un  autre 
système  cVaxes  rectangulaires.  —  Les  formules  sont  encore 


X 

=  ax' 

-^by' 

A-CZ' 

V- 

=  a'x' 

+  h'y' 

-\-c'z' 

/c  ■ 

^a"x 

'^b"y'. 

,  +  cV 

[R,  R'I 


mais  outre  les  relations 


fj^_^a'^_^a!'^  =  \  \ 

C^  ^_  C'2  4-  C"^  r=z  1    1 

qui  expriment  que  les  premiers  axes  sont  rectangulaires,  on  a 
encore  les  suivantes  qui  expriment  que  le  cosinus  de  l'angle 
formé  par  deux  axes  du  second  système  est  nul  (594) 

ah-^a'b'-^a"b"  =  ^  ] 
ac-^a'c'-{-a!'d'  =  0    ;  [2J 

hc-\-b'c'-\-h"d'  =  ^  ! 

de  sorte  qu'il  existe  six  relations  entre  les  neuf  cosinus  «,  a',  etc. 
^ïl  n'y  aura  donc  d'arbitraire  que  trois  de  ces  constantes.  C'est 
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en  effet  ce  dont  on  peut  se  conYaincre  à  priori.  L'axe  des  x'  est 
déterminé  par  les  angles  (x',  x)  et  (x\  y)  qu'il  forme  avec  deux 
des  axes  primitifs.  L'axe  des  y'  devant  se  trouver  dans  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  des  x\  il  suffira,  pour  l'obtenir,  de 
connaître  l'angle  (î/',  x)  qu'il  forme  avec  l'axe  des  x.  Enfin,  les 
deux  premiers  axes  étant  déterminés,  le  troisième  l'est  entière- 
ment, puisqu'il  doit  être  perpendiculaire  au  plan  des  deux  pre- 
miers. On  ne  peut  donc  assujettir  le  nouveau  système  qu'à  trois 
conditions  distinctes. 

Remarques.  —  L  Pour  repasser  du  nouveau  système  à  l'an- 
cien, on  remarque  que  a,h^  c\  «',  h\  c'  \  a'\  b" ,  c"  sont  les  co- 
sinus des  angles  que  les  anciens  axes  font  avec  les  nouveaux. 
On  a  donc 

x'  =  ax  H-  a' y  4-  a!'%  \ 
^j'=:bx-{-b'y-hb"z    ,  [R',R] 

z'  zr^cx  -h  c'y  -\-  c"z  1 

formules  qui  entraînent  les  équations  de  condition 


i] 


•IL  Comme  trois  des  neuf  constantes  r/,  a\  etc.,  sont  arbi- 
traires, les  équations  [5]  et  [4]  ne  peuvent  former  un  système 
distinct  de  celui  des  équations  [1]  et  [2]  ;  elles  doivent  donc  en 
être  une  conséquence.  On  peut,  en  effet,  s'en  convaincre  par 
les  transformations  suivantes  : 

Si  l'on  élève  au  carré  les  équations  [R,  R'],  on  aura,  en  ayant 
égard  aux  équations  [1]  et  [2], 

x^  -h  if  4-  z^  =x"  -h  if  -H  z'\ 

En  opérant  de  môme  sur  les  équations  [R',  R],  on  trouve 

x"-i-y"-hz'''=\  4- («''-h  b"-hc'')y^-h2{aa''  -hbb"  -hcc")xz 

{  -h(a'"-i-b"'~hc"iz^-+-'2{aa'  -hbb'  -hcc')  xy,  * 


a'-h¥-hc'  = 
a"-+-b"-hc"= 

cr-i-b"'^cr= 

1 
l 

lia'  4-  bb'  4-  ce'  — 
aa"  4-  bb"  4-  ce"  = 
a'a"^b'b"-^c'c"= 

:0 

:0 
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Or,  le  second  membre  devant  être  égal  à  x-  -+-  if  4-  z-,  quelles 
que  soient  les  valeurs  des  indéterminées  a^,  i/,  :r",  on  voit  que 
l'identification  de  ces  deux  expressions  entraînera  les  équations 
[51  et  [4]. 

#637.  S*"  Passer  d'un  système  d' axes  quelconques  à  un  système 
d'axes  quelconques.  —  Menons  les  droites  ON,  ON',  OiN"  respec- 
tivement perpendiculaires  aux  plans  YOZ,  XOZ,  XOY,  et  situées 
chacune  du  côté  positif  de  l'axe  qui  n'est  pas  dans  le  plan  con- 
sidéré. Désignons  par  (N,  x),  (N,  x'),  etc.,  les  angles  que  ces 
droites  font  avec  les  parties  positives  des  axes. 

Si  l'on  projette  sur  ON  les  polygones  des  coordonnées  OQPM, 
OQT'M  qui  ont  mêmes  extrémités,  on  aura  la  même  projection*. 
Mais  comme  y  eiz  sont  perpendiculaires  à  ON,  la  projection  du 
premier  contour  se  réduira  à  x  cos  (N,  x) .  On  aura  donc 

a;cos(N,  a:;)=:^'cos(N,  ^')-}-î/'cos(N,  |/')-f-^'cos(N,  z')^ 

de  même  WO  0' 

î/cos(N',  !/)=;r'cos(N',*a?')H-î/cos(N',  tf  ) -h z' cos (N\z') 
zcos(W',z)=:x'cos(W\x')-hi/cos(K',y')-hz'cos(W\z') 

Ces  formules  sont  rarement  employées,  à  cause  de  leur  compli- 
cation. On  verrait  facilement  qu'elles  renferment  les  formules 
[R,Q]et  [R,R']. 

6S8.  Transformation  générale-  —  Si  maintenant  on  veut 
changer  à  la  fois  l'origine  et  la  direction  des  axes,  il  faudra 
combiner  les  formules  [0]  et  [Q,  Q']  et  l'on  aura 

x^^c/.-hax'  -+-by'  -+- cz'    \ 

y=fj-{-  a'x'  +  h'y'  H-  c'z'     ,  [G] 

z.^^^^^a"x'-^h"y'^c"z'  ) 


dans  lesquelles 

_cos(N,  g;')  CQS(N,  y') 

cos  (N,  0?)  '  COS  (N,  ^) 


etq. 


6S9.  Classification  des  surfaces  algébriques.  —  Les  va- 
leurs de  x,  î/,  z,  tirées  des  formules  [G],  sont  du  premier  degré 
en  ^',  î/',  z'  :  leur  substitution  dans  une  équation  n'en  peut  donc 
pas  élever  le  degré.  Elle  ne  peut  pas  l'abaisser  non  plus,  puis- 
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qu'il  faudrait  que  ce  degré  s'élevât  en  revenant  du  nouveau  sys- 
tème à  Tancien. 

On  voit  par  là  que  le  degré  d'une  équation  est  un  caractère 
permanent  de  la  surface  qu'elle  représente,  c'est-à-dire  un  ca- 
ractère qui  subsiste  quel  que  soit  le  système  d'axes  adopté^. 
On  peut  donc  le  prendre  pour  fondement  d'une  classification 
des  surfaces  algébriques,  analogue  à  la  classification  des  lignes 
dans  la  Géométrie  analytique  à  deux  dimensions.  Ainsi,  une  sur- 
face algébrique  sera  dite  du  tn'"*"  degré  ou  du  m'"""  ordre  lorsque 
l'équation  qui  la  représente ,  supposée  irréductible,  sera  du 
m""*"  degré. 

i  630.  Pour  avoir  l'intersection  d'une  droite  avec  une  surface 
dum"'""  degré,  il  faut  combiner  deux  équations  du  premier  degré 
avec  une  équation  du  m'"\  Un  pareil  système  ne  peut  admettre 
plus  de  m  solutions;  donc  : 

Une  ligne  droite  ne  peut  rencontrer  une  surface  du  m"'*^  degré 
en  plus  de  m  points. 

Il  en  résulte  que,  si  une  droite  a  plus  de  m  points  communs 
avec  une  surface  du  m"'"  degré,  elle  est  tout  entière  sur  la  sur- 
face; et,  par  suite,  que  les  surfaces  du  premier  degré  sont  des 
plans. 

(631.  Pour  avoir  l'interseclion  d'une  surface  du  m"""  ordre 
avec  un  plan,  il  suffira  de  prendre  ce  plan  pour  plan  des  x'if  et 
de  faire  ;5'  =  0  dans  l'équation  transformée.  Or  cette  dernière 
est  au  plus  du  m''""  degré;  donc  : 

Une  surface  du  m"""  ordre  ne  peut  être  rencontrée  par  un  plan 
suivant  une  courbe  dhin  ordre  supérieur  au  m"'^ 

Il  en  résulte  que,  si  l'intersection  de  deux  surfaces  est  plane, 
elle  ne  pourra  être  d'un  ordre  supérieur  à  l'ordre  de  la  surface 
dont  l'équation  est  du  degré  le  moins  élevé. 

632.  Formules  d'Euler.  —  Les  formules  [R,  R']  ont  l'inconvénient  de 
renfermer  neuf  constantes  entre  lesquelles  existent  six  équations  de  condi- 
tion, de  sorte  que  leur  emploi  nécessite  des  éliminations  pénibles.  Euler  a 
donné  des  formules  moins  simples,  mais  dans  lesquels  n'entrent  que  trois 
constantes,  nombre  suffisant  pour  fixer  la  position  du  second  système  par 
rapport  à  Tancien. 

Ces  constantes  sont  : 

1°  L'angle  ^  que  la  trace  OX  (fig.  225)  du  plan  X'OY'  sur  le  plan  XOY  fait 
avec  l'axe  des  X;  2"  l'angle  0  des  plans  XOY  et  X'OY',  angle  déterminé  parles 
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p-rlies  positives  des  normales  OZ,  OZ'  à  ces  plans;  5°  l'angle  <p  de  OX^  avec 
la  partie  positive  de  Taxe  des  x' . 
Cela  posé,  on  passera  du  système  proposé  au  nouveau,  par  trois  change- 


Fig.  223. 


ments  successifs  qui,  ayant  en  commun,  avec  le  système  précédent,  un  axe 
et  le  plan  opposé,  n'exigeront  que  les  formules  du  changement  d'axes  situés 
dans  le  même  plan. 

1°  On  fait  tourner  dans  leur  plan,  et  de  l'angle  ^,  les  deux  axes  OX,  OY,  et 
l'on  obtient  le  système  OX^,  OYi-  Soient  x^^  y^,  z  les  coordonnées  d'un  point 
dans  ce  nouveau  système.  On  aura  entre  Xi,  iji  et  x  et  y  les  relations 


[1] 


X  =  x^  cos  V  —  yi  sin  0 
y  =  Xi&\n  6  4-î/iCOS!]; 

2°  On  fait  tourner  dans  leur  plan,  et  de  l'angle  6,  les  deux  axes  OYj  et 
OZ;  Taxe  OZ  sera  ainsi  amené  en  OZ',  et  OYj  en  OY2.  Ou  passera  des  coordon- 
nées Xi,  î/i,  z  du  système  précédent  aux  coordonnées  x^,  2/2,  z'  du  nouveau 
système,  par  les  formules 

î/j=;î/,^cos6  — 2'sinô  )  r^i 

2  =  ?/2sinO  4-s'cos6  j' 

5"  On  fait  tourner  dans  leur  plan,  et  de  l'angle  œ,  les  deux  axes  OY2  et  OX,, 
ce  qui  amène  OX,  en  OX'  et  OY^  en  OY'.  Les  formules  de  transformation  seront 

Xi  -.=  X'  cos  p  —  y'  sin  9 
î/^  z=z  .x' sin  o  4- î/' cos  o 

L'élimination  de  Xy,  ?/,,  y^  entre  les  équations  [1], 
formules  suivantes,  qui  sont  celles  d'Euler, 

X  =  x'  (cos  9  cos  V  —  sin  9  sin  tl'  cos  6) 
-\-y'{ — sincpcos^*  —  cos  cp  sin  ({^  cos  ô) 
+  z'  sin  4'  sin  6 

y  =  x'  (cos  9  sin  t|^  4-  sin  cp  cos  ^  cos  G) 
+  y'  ( —  sin  cp  sin  t}^  +  cos  cp  cos  ^  cos  ô) 
—  2' sin  6  cos  tj^ 

2  =  rc'sincp  sinô +  ?y' coscpsinô  4- 2'cos6 


[5]   donnera  les 
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La  comparaison  de  ces  formules  et  des  formules  [R,  R'j  permet  d'exprimer 
les  neuf  cosimis  en  fonction  des  lignes  trigonométriques  des  angles  auxiliaires. 
On  aura 

a=     coscpcos(]^  — sin  <:psin<]^cosÔ 

'   ^  z=  —  sin  çp  cos  (l'  —  cos  o  sin  ^1^  cos  6 
c  =      sin  ô  sin  <]> 

a'=-{-  cos  cp  sin  (|^  +  sin  ©  cos  ^j^  cos  ô 
b'  =  —  sin  cp  sin  tp  +  cos  cp  cos  <J^  cos  0 
c'  =  —  cos  <l)  sin  ô 
a"  =      sin  cp  sin  6 
b"  =     cos  ©  sin  ô 

C"=:       COSÔ. 

Remarques.  —  I.  On  passe  de  la  valeur  de  a  à  celle  de  b,  de  a'  à  b',  de  a" 
à  b",  en  changeant  cp  en  <p  -h  ^^  On  passe  de  b  à  c,  de  b'  à  c/,  de  ?>"  à  c" 

en  faisant  cp=r.O,  et  en  changeant  ô  en  6  +  X 

Ji 

On  passe  de  a  à  a'  en  changeant  (];  en  ^'  —  «i  et  <p  en  tt  +  9  ;  de  a'  à  a"  en  fai- 

sant  cp=  0,  et  en  changeant  6  en  5  —  6, 

II.  Les  angles  6,  cp,  ^  se  déterminent  en  fonctions  de  quelques-uns  des  co- 
sinus par  les  formules  suivantes,  qui  méritent  d'être  remarquées. 

^'c  a" 

cosô  =  c",    tang©  =  — ,     tang^L  =  —  ,-—. 

"  '       c'  "  ^  b" 

633.  Formules  pour  les  sections  planes.  —  Les  formules 
ô.''Euler  permettent  de  trouver  l'équation  de  la  section  faite  par 
un  plan  dans  une  surface.  Les  notations  restant  les  mômes,  si 


l'on  prend  OX^  (fig.  225)  pour  axe  des  x,  et  pour  axe  des  y  une 
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perpendiculaire  à  OX^,  menée  dans  le  plan  sécant,  il  suffira  de 
faire  dans  les  formules  [E],  9  =  0,  z'^=0. 
^lais  on  peut  y  arriver  directement  de  la  manière  suivante  : 
Soient  M  (x,  y,  z)  (tig.  224)  un  point  de  la  section  considérée 
et  OX'  la  trace  du  plan  coupant  sur  le  plan  XOY  ;  soient  d'ail- 
leurs 

MP  =  ^.,    MQ  =  |/',    VQz=zy'\    OQr==:x';    PQM=e,    XOX'^^d;. 

Les  coordonnées  du  point  P  sont  j^et  y;  elles  seraient  x'  et  y"  si 
on  faisait  tourner  de  l'angle  ^  le  système  des  axes  OX  et  OY.  On 
aura  donc 

x=::x'cosà  —  ?/"sind;, 

1/  =3 a;'  sin (J;  H-  y"  cosJ^. 
Mais  le  triangle  MPQ  donne 

î/"=z:îy  cos  0,     :2=?/'sin0; 
les  formules  cherchées  seront  donc 

x=x'cosû) — î/'sin*4>cosO  \ 

î/ =a;'sin  (}; -i-î/'cos<I>cos  ô  ).  [SP] 

Z'^^y' s'm  0  ) 

Remarque.  —  On  a  supposé  que  le  plan  sécant  passait  par  l'o- 
rigine, condition  que  l'on  peut  toujours  remplir  en  transpor- 
tant l'origine  dans  ce  plan. 

Exemples.  —  1°  Si  la  surface  a  pour  équation  en  coordonnées  rectangu- 
laires 

et  que  l'on  prenne  un  plan  sécant  incliné  de  30°  sur  le  plan  des  xy,  et  dont  la 
trace  sur  ce  plan  fasse  avec  OX  un  angle  de  45°,  on  aura 

sint{/  =  cost}^=r|02;  sinô  =  |,  cos6  =  |V3;    • 
et  les  formules  de  transformation  seront  pour  ce  cas 

y=-.U'  s/^+l^yVc, 
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La  substitution  de  ces  valeurs  conduit  à  Téquation 

qui  représente  une  ellipse. 
2°  On  demande  si  la  surface  représentée  par  Téquation 


'N 


tM^ 


1 


peut  être  coupée  suivant  un  cercle,  par  un  plan  mené  par  l'origine. 

En  substituant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  .x,  y,  z  fournies  par  le^ 
formules  [SP],  on  aura 

,.  /     «,   ,  sin2<l;\        ,^/  .  c,       ,,      cos^^l^cos^ô      sin-6\ 
œ'-  (  cos-  0  H — !-  j-hy'^i  sm^(];  cos'^ô  h \ \ — -  \ 

—  —■  x'y'  sin  ^1^  cos  4^  cos  6  =z  1 . 

Il  faut  d'abord  que  le  terme  en  x'y'  disparaisse,  ce  qui  peut  se  faire  en  sup- 
posant 

soit      sintj^=zO,     soit    cos<]^=:0,     soit    cosô  =  0. 


Sil'onsuppose  sin<];=0,  le  coefficient  de  x'-  est  Tunité.  Le  coefficient  de  \f' 
devant  lui  être  égal,  on  aura 

cos^O        siii-ô 

d'où  l'on  tire  —  5  cos'^ô  =27,  équation  absurde.  On  verrait  de  même  qu'on 
ne  peut  supposer  cos  tp  =  0. 

Mais  si  Ton  fait  cos  6  =  0,  les  coefficients  des  carrés  deviennent  égaux  en 
posant 


cos^  <^ 
ce  qui  doime 

COS^  ^  =  : 


2  ,    ,  sm-  (]; 1 


sin2^==l|('       ^'^"        tang2<];r=2j^  tangtl^^^VT 

11  y  a  donc  deux  plans  passant  par  l'axe  des  z,  également  inclinés  de  part  et 
d'autre  sur  le  plan  XOZ,  et  qui  coupent  la  surface  suivant  un  cercle.  Ces  deux 
cercles  sont  égaux  et  leur  rayon  est  l'unité  de  longueur. 


CHAPITRE  II 

DE  LA  LIGNE  DROITE  ET  DU  PLAN 
§  I.   DE  LA  LIGNE  DROITE. 

634.  Nous  nous  proposons  de  consacrer  ce  chapitre  à  la  ré- 
solution des  problèmes  que  l'on  rencontre  le  plus  fréquemment 
dans  les  applications  de  la  ligne  droite  et  du  plan.  Nous  com- 
mencerons par  les  problèmes  sur  les  lignes  droites;  mais  aupa- 
ravant nous  étudierons  tout  ce  qui  est  relatif  à  la  position  d'une 
droite  par  rapport  aux  axes  et  aux  plans  coordonnés. 

635.  On  a\u  (618,  rem.)  que  toute  droite,  quelle  que  soit 
sa  position  par  rapport  aux  axes  et  aux  plans  coordonnés,  peut 
être  représentée  par  les  équations 

X=rzaZhJ)\ 

Dans  ce  qui  suit,  nous  mettrons  le  plus  souvent  les  équations 
d'une  droite  sous  cette  forme  et,  par  cela  même,  il  importe  de 
bien  fixer  leur  signification  et  celle  des  constantes  qui  y 
entrent. 

L'équation 

x=iaz-+-p 

représente  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan  desxz  (projection 
faite  parallèlement  à  l'axe  des  y).  L'équation 

y  =  hz-hq 

représente  de  môme  la  projection  delà  droite  sur  le  plan  dus ijz, 
faite  parallèlement  à  l'axe  des  x.  Ainsi  a  et  b  sont  les  coeffi- 
cients angulaires  des  projections  de  la  droite  sur  les  plans  des  xz 
et  des  1/5. 
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Si  l'on  suppose  z^=  0,  on  obtient 

Les  constantes  p  et  q  sont  donc  les  coordonnées  du  point  où  la 
droite  rencontre  le  plan  des  xxj^  c'est-à-dire  de  la  trace  de  la 
droite  sur  ce  plan.  En  éliminant  %  entre  les  équations  [1],  on 
obtient 

a  b     ' 

équation  de  la  projection  de  la  droite  sur  le  plan  des  xy. 

On  trouvera  quelquefois  commode  d'écrire  les  équations  delà 
droite  sous  la  forme 

a  b 

Les  équations  [i]  se  simplifient  lorsque  la  droite  occupe  cer- 
taines positions  particulières  par  rapport  aux  plans  coordonnés. 
Ainsi,  lorsqu'elle  passe  par  l'origine,  p  et(/  sont  nuls  et  les  équa- 
tions [i]  se  réduisent  aux  suivantes  : 

x=az^     y=bz, 
ou 

X y 

a       b 

Si  la  droite  se  confondait  avec  l'axe  des  z^  ses  équations  se- . 
raient 

x  =  0,     y  =  0. 

Le  lecteur  fera  bien  de  chercher,  comme  exercice,  les  équations 
d'une  droite  dans  toutes  les  positions  remarquables  qu'elle  peut 
occuper  par  rapport  aux  plans  coordonnés. 

Remarque.  —  Les  équations  les  plus  générales  de  la  ligne 
droite  renferment  quatre  constantes  arbitraires;  mais  comme 
ces  constantes  sont  liées  par  deux  équations,  il  en  résulte 
qu'une  droite  est  déterminée  analytiquement  par  deux  condi- 
tions. 

636.  Problème.  — Connaissant  les  équations  d'une  droite,  dé- 
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terminer  les  angles  de  cette  droite  avec  les  axes  des  coordonnées 
(coordonnées  rectangulaires). 

Menons  par  l'origine  une  parallèle  0^1  (fig.  225)  à  la  droite 
donnée.  La  question  revient  à  calculer  les  angles  a,  [3,  y  que  cette 
parallèle  fait  avec  les  axes. 

Soient  x=zaz,  ij=bz  les  équations  de  celte  parallèle,  et 
M(x',  ]}\  %')  un  point  quelconque  de  cette  droite.  On  a 


COS  a  = 


Mais  puisque  le  point  M  est  sur  OM,  on  a  aussi 

x'^=:a%'^     i/  =  bz\ 
et  en  substituant  ces  valeurs  de  x'  et  y'  dans  cos  a,  il  vient 

a 

cos  a  =     . ,   -^^=7  ■ 

v/«^  +  /^^  +  1 

on  trouve  de  même 

b 


cos  g  =: 


V«' 


r 


cos  Y 


i 


Ui^  +  &2  _|_  I 


Fig.  225. 


En  prenant  leradical  avec  le  signe  +,  ces  formules  feront  con- 
naître les  angles  que  la  direction  OM  fait  avec  les  parlies  posi- 
tives des  axes;  si  l'on  prend  le  radical  avec  le  signe  — ,  on  ob- 
tiendra les  angles  que  la  direction  opposée  MO  fait  avec  les 
mêmes  parties  positives  des  axes. 

Remarques.  —  I.  Ces  formules  vérifient  la  relation 

COS^  a  +  cos^  3  -f-  COS^  Y  =  1  * 

II.  On  déduit  des  formules  précédentes 

cos  a  COSf:> 

cos y'  cos y' 
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par  suite,  les  équations  d'une  droite  peuvent  être  mises  sous  la 
forme 


cos  a 


y 


cos  Y 
cos  g 


ou 


cos  Y         ' 

cos  a        cos  p        cos  y' 

637.  Problème. —  Étant  données  les  e'quations  d'une  droite, 
trouver  les  angles  qu'elle  fait  avec  les  plans  coordonnés  (coordon- 
nées rectangulaires). 

On  peut  toujours  supposer  que  la  droite  passe  par  l'origine  ; 
et  dans  ce  cas,  on  voit  immédiatement  que  les  angles  demandés 
sont  les  compléments  des  angles  qu'elle  fait  avec  les  axes.  Donc 
ces  angles  seront  donnés  par  les  formules  trouvées  ci-dessus. 

638.  Problème.  —  Trouver  l'angle  de  deux  droites  dont  on 
connaît  les  équations  (coordonnées  rectangulaires). 

Concevons  par  l'origine  des  parallèles  aux  droites  données, 
l'angle  V  de  ces  deux  parallèles  sera  l'angle  demandé.  Désignons 
par  a,  g,  y;  a',  (5',  y' les  angles  de  ces  parallèles  avec  les  axes,  et 
soient 

x:^az]       ,      {x  =  a'z 

îeuis  éijuations.  Nous  aurons  (594,  Th.  Vj 

cos  V  =  cos  a  cos  7/ H-  cospcoS;V  +  cdSYCOSY', 
et  (636) 

a  a' 

COS  a  = 


COSp::= 


cos  Y 


^a^-hb'-i-i' 

^^^^-,/,._^^.H.r 

b 

-^P'=^,._,,.^,.r 

sja} -{-})'  +  {' 

1 

:i 

^/a^_l_/;^4_i' 

■^"■"''           sl^L"+b"-hi' 
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Par  suite 

,,  aa' -h  bb' -h  i 

cos  V  = 


^/a^^b'^-^i  ^a''-{-b''-hi 
Remarques.  —  I.  On  trouve  aisément 


.    ^,        Jia  —  a'f-h{b  —  b'f-hiab'  —  baT 
sin  V  = - — ^^ — — '-, 

II.  Si,  pour  plus  de  symétrie,  on  met  les  équations  des  droites 
sous  la  forme 

X y ^       X  y z 

â~~''b~"c'     â'~b'~c" 
on  trouvera 

cia'-\-bb'  -hcc' 


cosV  = 


s/a'-hb^-+-c's/a"-^b"-^c''' 


.    ,,       J{ac'  —  ca')^{bc'  —  cby-h(ab'—ba')' 

639.  Conditions  pour  que  deux  droites  soient  parallèles 
ou  perpendiculaires. — Lorsque  les  deux  droites  sont  parallèles, 
l'angle  V  est  nul,  et  par  suite  cos  V=l.  Ainsi  pour  que  les  deux 
droites  proposées  soient  parallèles,  on  doit  avoir 

(aa'-hbb'-i-\Y  =  (a'-hb'-h\)  {a"-hb"-\-\), 

ou  bien 

{a  -  a')'  H-  (b  --  b'Y-i-  (ab'  -  ba'f=  0. 

Or,  pour  que  cette  condition  soit  remplie,  il  faut  et  il  sufiit 
que  Ton  .ait 

a=:a\     b=b'. 

Donc,  pour  que  deux  droites  soient  parallèles,  il  faut  et  i! 
suffit  que  leurs  coefficients  angulaires  soient  égaux  ou^  ce  qui  ni- 
\ient  au  même,  que  leur^s  projections  sur  deux  des  plans  coor- 
donnés soient  parallèles. 

Lorsque  les  deux  droites  sont  perpendiculaires,  on  a  V=90% 
et  par  suite  cos  Y=0.  Donc,  pour  que  deux  droites  soient  per- 
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pendiculaires,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

aa'-^bb'-{-\  =  0, 
ou 

COS  a  COS  a'  -H  cos  (5  cos  p'  +  COS  Y  cos  y'  =  0 . 

640.  Problème.  —  Trouver  les  équations  d'aune  droite  qui  passe 
par  un  point  donné  et  qui  soit  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Cherchons  d'abord  les  équations  générales  des  droites  qui 
passent  par  un  môme  point  {x\  ?/,  z').  Ces  équations  sont  de  la 
forme 

x=:az-{-p, 

y=zbz-+-q, 
et  puisque  les  droites  passent  par  le  point  donné,  on  doit  avoir 

x'=:^az'-hp^  •    ■ 

y'=:hz'-\-q. 

En  retranchant  ces  identités  des  équations  précédentes,  p  et  q 
sont  éliminés,  et  l'on  a 


X — x'=:a  (z — z')  j 
y'-y'  =  b  iz  —  z')  )' 


[1] 


qui  sont  les  équations  demandées. 

Pour  avoir  les  équations  de  la  parallèle  menée  par  ce  point  à 
une  droite  donnée 

x:=  a'z) 


y^b'zy  ^^^ 


il  suffit  de  faire  a=:^a',b^=h'  (639);  par  suite,  les  équations 
demandées  sont 


X — X  =:«   (z  —  z) 
y-y'  =  b'{z-z' 


[31 


64f .  Problème.  —  Trouver  les  équations  d^ une  droite  dont  on 
connaît  un  point  et  la  direction. 

Si  Ton  appelle  a,  g,  y  les  angles  que  la  droite  [2]  fait  avec 
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les  axes,  on  aura  (636,  rem.  II) 

COSa        ,,        COS^ 


ces  Y  cosy 

ce  qui  permet  d'écrire  les  équations  [3]  sous  la  forme  très-sy- 
métrique 

x  —  x' y  —  y' z  — z' 


COSa  cosg         COSv 


Telles  sont  les  équations  demandées. 

Remarque.  —  Si  l'on  désigne  par  p  la  distance  d'un  point 
(x^  ijj  z)  de  la  droite  au  point  (x\  i/',  z'),  il  est  aisé  de  voir  que 
l'on  a,  dans  tous  les  cas, 

x  —  x' y  — y'     z  —  z- 


cosa         cosg         cosy        ^ 

G42.  Problème.  —  Trouver  les  équations  d'une  droite  qui  passe 
par  deux  points  donnés  (x',  y,  z')  et  (x",  y",  z"). 

Puisque  la  droite  passe  par  le  premier  point,  ses  équations 
peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


y-y'=b{z—z'), 
et  puisqu'elle  passe  par  le  second  point,  on  doit  avoir 

x" — x'=a  (z" — z'), 
y"-y'  =  b{z"-zr 

Éliminant  a  ei  b  entre  ces  équations  et  les  précédentes,  on 
obtient  les  équations  demandées 


ou 

X"  —  X       y  — y 


X — x'- 

y—y'-- 

-'-^"-y'iz  z') 

x—x' 
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Remauques.  —  I.  On  aurait  pu  écrire  immédiatement  ces 
équations  en  remarquant  que  la  projection  de  la  droite  sur  le 
plan  des  xz  passe  par  les  deux  points  {x',  %')  et  (V,  %"),  etc. 

II.  On  déduit  immédiatement  de  ces  équations  la  condition 
pour  que  trois  points  soient  en  ligne  droite. 

643.  Problème.  —  Déterminer  la  condition  pour  que  deux 
droites  dont  on  connaît  les  équations  se  coupent,  et  calculer  les  coor- 
données de  leur  point  dHntersection. 
Soient 

x=:az-{-p  ) 
y^bz-i-q  ] 
et 

x=ia'z-\-p' 
yz=b'z-hq' 

les  équations  des  deux  droites  données.  Les  coordonnées  du 
point  d'intersection  demandé  s'obtiendront  en  résolvant  les 
équations  [i]  et  [2]  par  rapport  kx^yci  z.  Mais,  pour  que  quatre 
équations  à  trois  inconnues  admettent  une  solution  commune, 
il  doit  exister  une  certaine  relation  entre  leurs  coefficients.  Cette 
relation,  qu'on  obtiendra  en  éliminant  x,  y  et  :5  entre  les  quatre 
équations,  sera  la  condition  demandée. 

Si  l'on  retranche  membre  à  membre  les  équations  [2]  des 
équations  [1]  correspondantes,  x  et  y  sont  élimines,  et  il  vient 

0=^{a—a')z-hi)  ~P'^ 
0  —  [b  —  b')z-hq  —  q\ 

d'où,  en  égalant  les  valeurs  de  z  tirées  de  ces  équations, 

Telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  coefficients  des 
équations  [1]  et  [2]  pour  que  les  deux  droites  qu'elles  représen- 
tent se  rencontrent.  En  admettant  que  cette  relation  soit  véri- 
fiée, on  trouve  pour  les  coordonnées  du  point  d'intersection, 

, in^'—v^^'    ,.___%'—#    ^_    v-v'__    g -g' 

^—   a—a'  '     'J—    b-lf'  "a~a!~      b-b'' 
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Remarque.  —  Lorsque  les  droites  sont  parallèles,  onu  a  =  a' 
et  ^  =  ^';  la  relation  [ô]  est  encore  vérifiée,  mais  les  valeurs 
des  coordonnées  du  point  d'intersection  sont  infinies.  Comme  le 
cas  où  les  droites  se  rencontrent  et  celui  où  elles  sont  parallèles 
sont  les  seuls  où  ces  droites  soient  situées  dans  un  môme  plan, 
on  peut  dire  que  l'équation  [5]  exprime  la  condition  nécessaire 
pour  que  les  droites  représentées  par  les  équations  [1]  et  [2] 
soient  dans  un  même  plan. 

644.  Problème.  —  Déterminer  la  distance  d'un  point  à  une 
droite  dont  on  connaît  les  équa- 
tions   (coordonnées   rectangu- 
laires) . 

SoieniM{x\  y\z')  (fig.226) 
le  point  donné,  et 

x=zaz-{-p, 

y  =  hz  +  q, 

les  équations  de  la  droite  don- 
née AB.  Menons  MP  perpendi- 
culaire sur  AB,  joignons  le  point 
M  au  point  A(«,  q,  o),  trace  de  AB  sur  le  plan  des  xy^  et  dési- 
gnons par  V  1  angle  MAP.  Nous  aurons 

MP     ou     a=:AMsinV. 

Or,  AM  étant  la  distance  des  points  A  et  M,  on  a 

'W={x'~yY-^(y'  —  qY-\-%'\ 

D'ailleurs,  si  a'  et  h'  désignent  .les  coefficients  angulaires  de 
la  droite  AM  qui  passe  par  les  deux  points  A  et  M,  on  a  (64S) 


Fis.  226. 


'  =  -~^' 


et     h'^-i- 


et  par  suite  (638,  rem.  II) 


sm 


Y^V  (^  —  ^^j:J^)jHj/-  bz'—qY-{-  \a[y'  —  g)  —h(x'—p)\- 
\l  a;'  H-  è^  4-  UfXx'  -  pY  h-  (y'  —  qf  4-  z" 
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d'où 


•W 


x'—az'—pf-i-(y'-bz'  —  qY-^[h(x'  —  p)^a(y'—q)Y 


expression  facile  à  retenir.  Car,  en  égalant  à  zéro  les  racines  des 
trois  carrés  placés  au  numérateur  sous  le  radical,  on  aurait  les 
équations  des  trois  projections  delà  droite,  dans  lesquelles  les 
coordonnées  courantes  seraient  remplacées  par  les  coordonnées 
du  point  donné. 

Remarque.  —  Si  le  point  donné  est  l'origine,  x' ^  y'  et  z'  sont 
nuls,  et  il  vient 


V      a'-+r-  +  i 

On  obtient  aussi  celte  dernière  formule,  en  cherchant  l'ex- 
pression de  la  distance  de  l'origine  à  un  point  de  la  droite 
donnée,  et  en  exprimant  que  cette  distance  est  minimum. 

C45.  Problème. —  Trouver  la  distance  de  deux  droites  parallèles. 
Soient 

y  =  bz-hq    y  L  J 

y:=bz-hc/    y  ^    ' 

les  équations  de  deux  droites  parallèles  (fi40),  et  {x\  y',  z')  un  point  de  la 
droite  [Ij.  Pour  avoir  la  distance  de  ce  point  à  la  droite  [2],  il  suffit  de  rem- 
placer dans  la  formule  trouvée  ci-dessus,  a/  par  az'-{-p'  et  y'  par  bz  +  q'.  On 
trouve  ainsi 


4  /{p-pT-i-{q-qT-^[^iP-P')-('i(i-^')y'     • 

Cette  valeur  étant  indépendante  de  x',  y\  z\  on  en  conclut  que  deux  paral- 
lèles sont  partout  à  égale  distance. 


§  2.  DU  PLAN.  PROBLÈMES  SUR  LA  LIGINE  DROITE  ET  LE  PLA^'. 

646.  On  a  vu  (611,   61!^  et  619)  que  toute  équation  du 
premier  degré  représente  un  plan;  et,  réciproquement,  que  tout 
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plan  est  représenté  par  une  équation  du  premier  degré.  L'équa- 
tion du  plan  la  plus  générale  est  donc 

Pour  que  deux  équations  du  premier  degré  de  cette  forme 
représentent  le  même  plan,  il  faut  et  il  suffit  que  leurs  coeffi- 
cients soient  proportionnels. 

647.  Traces  d'un  plan.  —  vSoit 

Ax-hBy-hCz-h-J)  =  0  11] 

l'équation  d'un  plan.  Cette  équation,  jointe  à  l'équation 

représente  l'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  des  xz,  c'est-à- 
dire  la  trace  de  ce  plan  sur  le  plan  des  xz  (615)  ;  et  par  "suite 
l'équation 

obtenue  en  faisant  dans  l'équation  [1]  y  =  0  représente  seule 
cette  trace  rapportée  aux  axes  OX,  OZ. 

On  obtiendra  de  même  la  trace  du  plan  considéré  sur  le  plan 
des  yz,  rapportée  aux  axes  0|/ et  0^^,  en  faisant  a; =0  dans  l'équa- 
tion [1],  et  celle  de  la  trace  sur  le  plan  des  xy,  en  y  faisant 
z  =  0. 

648.  Problême.  —  Trouver  les  angles  d'un  plan  avec  les  plans 
coordonnés  et  sa  distance  à  Vorigine  (coordonnées  rectangu- 
laires). 

Soit 

Ax^By-{-Cz^T)  =  0  [1] 

l'équation  d'un  plan  ;  a,  p,  y  ses  angles  avec  les  plans  coordon- 
nés  et  0  sa  distance  à  l'origine.  Ainsi  qu'il  est  facile  de  voir,  les 
angles  a,  (3,  y>  quand  les  coordonnées  sont  rectangulaires,  sont 
égaux  aux  angles  que  la  normale  au  plan,  menée  par  l'origine, 
fait  avec  les  axes  coordonnés;  il  résulte  de  là  que  le  plan  donné 
peut  aussi  être  représenté  par  l'équation  (619) 

cos  a  .  a;  H-  cos  p  .  ?/  -h  cos  Y  .  ^-  —  o  =  0.  [2] 
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On  doit  donc  avoir 

ces  a cos  (3 cos  Y —  0 

chacun  de  ces  rapports  est  égal,  d'après  une  propriété  con- 
nue, à 


v/cos'a-f-cos'3-hcosV  ,  '1 

ou  a 


d'où  l'on  déduit 

A  B 

^^^^=="7tT=^Ï=^'  G0SP=:-=====-,  C0SY= 


v/A^-f-B^+G^  v/A^-f-B^+C^'     ^'     sJ¥T& 

et 

—  D 


JA^  +  B^  +  C^ 


La  distance  a  étant  une  grandeur  absolue,  on  devra  prendre 
le  radical  avec  un  signe  contraire  à  celui  de  D. 

Remarque.  —  Connaissant  l'expression  de  la  distance  de  l'ori- 
gine à  un  plan,  on  peut,  par  un  changement  d'origine  des  coor- 
données, trouver  l'expression  de  la  disiance  d'un  point  quel- 
conque à  un  plan.  En  effet,  soit  (x\  y\  %')  le  point  donné.  Si  l'on 
transporte  l'origine  en  ce  point,  l'équation  [1],  après  qu'on  y 
aura  remplacé  x,  ij,  ^s  par  a;  -h  x\  y  -h  y%  z-hz\  deviendra 

Ax  -hBy-hCz-h  Ax'  -\-By'  -^Cz'  -hd=:^0, 

et  en  vertu  de  ce  qui  précède,  la  distance  de  la  nouvelle  origine 
au  plan  sera  donnée  par  la  formule 

Ax'-+-By'-hCz'-hD 

~~'      v'A'  +  B^  +  C^      * 

649.  Problème.  —  Trouver  les  conditions  pour  qumie  droite 
et  un  plan  soient  perpendiculaires^  et  les  équations  des  droites  per- 
pendiculaires à  un  plan  (coordonnées  rectangulaires). 

On  démontre  géométriquement  que,  pour  qu'une  droite  et  un 
plan  soient  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  il  faut  et  il  suffit  que 
les  projections  de  la  droite  et  les  traces  du  plan^  sur  deux  plans 
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qui  se  cotipent,  soient  respectivement  perpendiculaires  entre  elles. 
On  obtiendra  donc  les  conditions  analytiques  pour  qu'une  droite 
et  un  plan  soient  perpendiculaires  l'un  à  l'autre,  en  exprimant 
que  les  projections  de  la  droite  et  les  traces  du  plan  sur  deux 
des  plans  coordonnés  sont  perpendiculaires  entre  elles.  Mais  on 
peut  aussi  déduire  ces  conditions  du  problème  précédent. 
En  effet,  soient 

Téquation  d'un  plan  ; 

les  équations  d'une  droite  passant  par  l'origine,  et  a,  p,  y  ^^s 
angles  de  cette  droite  avec  les  axes.  On  a,  quelle  que  soit  la  di- 
rection de  celte  droite  (636), 

COSa         ,       ,        COSS 

et     0  = 


cos  Y  cos  Y 


Mais  quand  elle  est  normale  au  plan  représenté  par  Téqualion 
[1],  en  vertu  des  valeurs  de  cos  a,  cos  g  et  cos  y  trouvées  ci-des- 
sus, on  a  alors 


et  par  suite 
d'où 


cos  a A  cosp ^B 

cos  Y      C  cos  Y      G 

«  =  _     et    b  =  ^, 

A_B__C 

n~l)~]' 


Telles  sont  les  conditions  pour  que  la  droite  représentée  par  les 
équations  [2]  soit  normale  au  plan  représenté  par  l'équa- 
tion [1]. 

Lorsque  les  équations  de  la  droite  sont  mises  sous  la  forme 


X  y 


cos a       COSB        cos Y 
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les  conditions  précédentes  reviennent  aux  égalités  de  rapports 

A    _   B    _    C 
cosa      cosg      COSY* 

Les  équations  de  la  normale  au  plan  [1]  menée  par  l'origine 
sont  donc 

X y z 

À~"B""G- 

Les  équations  générales  des  normales|à  ce  plan  sont 
A  1 

X^z:-~Z-\-p\ 

L  X — p      V  —  (J      ^. 

\  on      — - — - — -, 

B  "^^         A    —    B     —C 
y  =  ^Z-hq 

p  et  q  désignant  deux  paramètres  indéterminés. 
Remarque.  —  Les  égalités  [5]  peuvent  s'écrire 

—  ^,a=:—i     et    — ^.b  =  —i, 

et  sous  cette  forme  (94  et  647)  elles  expriment  que  les  pro- 
jections de  la  droite  et  les  traces  du  plan  sur  les  plans  des  xz  et 
des  yz  sont  perpendiculaires  entre  elles  ;  ce  qu'exprime  le 
théorème  rappelé  ci-dessus. 

650.  Problème.  —  Trouver  F  angle  de  deux  plans^  et  les  condi- 
tions pour  que  deux  plans  soient  perpendiculaires  ou  parallèles 
(coordonnées  rectangulaires). 

Soit  Y  l'angle  des  deux  plans  représentés  par  les  équations 

[1]     Aa;  +  Bî/4-G^-l-D=:0     et    A.'x-h'B'y  +  C'z-hW^O.     [2] 

Cet  angle  est  égal  à  celui  des  normales  aux  deux  plans  menées 
par  l'origine.  Or  les  équations  de  ces  normales  sont  (649) 

X y z  X y  z 

On  a  donc  (638, 11) 

AA'+BB'  +  CC 
cosV 


V/A^  +  B^  +  G^  y/A'^  -f-B'^  -+-  G'^' 
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En  raisonnant  comme  au  n°639,  on  voit  que,  pour  que  deux 
plans  représentés  par  les  équations  [1]  et  [2]  soient  perpendi- 
culaires, il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

et  pour  qu'ils  soient  parallèles,  que  Ton  ait 

A_K_G 
A'""B'"~C" 

c'est-à-dire  que  les  coefficients  des  variables  soient  proportion- 
nels. 

Remarques.  —  I.  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  ces  conditions 
de  parallélisme  des  deux  plans  expriment  aussi  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  pour  que  les  traces  de  ces  plans  sur 
les  plans  des  xz  et  des  ijz  soient  parallèles;  ce  qui  démontre  un 
théorème  connu,  sur  lequel  on  s'appuie  habituellement  pour 
établir  les  conditions  analytiques  du  parallélisme  de  deux 
plans. 

O II.  Pour  que  deux  équations  de  la  forme 

représentent  deux  plans  parallèles,  il  faut  et  il  suffit  que  le  pre- 
mier membre  de  l'une  soit  une  fonction  linéaire  de  Tautre.  Car 
si  l'on  a 

A'       B'       C 

y  =  rt- ;=-7T  =  wî,     d'où     A'  =  mA,     B'=:?nB,     C'  =  ?nG, 

la  seconde  équation  devient 

m(i\X'^By^Cz)-hD'  =  0, 

ce  qu'on  peut  écrire 

m  (A^  -+-  Bz/  -f-  Cz  -h  D)  +  D'  —  mB  =  0, 

équation  dont  le  premier  membre  est  bien  une  fonction  linéaire 
du  premier  membre  de  la  première  équation  proposée. 

Il  en  résulte  que  si  P=0  est  l'équation  d'un  plan,  tous  les 
plans  qui  lui  sont  parallèles  pourront  être  représentés  par  l'é- 
quation P-H|j-=0,  [A  désignant  un  paramètre  indéterminé.  On 
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voit  d'ailleurs  que  ces  équations  représentent  bien  des  plans 
parallèles,  car  elles  n'admettent  aucune  solution  commune. 

olll.  La  distance  de  deux  plans  parallèles  est  égale  à  la  diffé- 
rence algébrique  des  distances  d'un  point  quelconque  de  l'es- 
pace à  chacun  de  ces  deux  plans.  Or,  en  multipbant  l'une  d'elles 
par  le  rapport  constant  des  coefficients  des  variables,  les  équa- 
tions de  deux  plans  parallèles  peuvent  s'écrire 

Ax-]-By-hCz-hD  =  0     et     kx-{-By -h-Cz-i-D'  —  O. 

Donc  la  distance  a  de  deux  plans  parallèles  sera  exprimée  par 
la  formule  (648,  rem.) 

D  — D' 


s/A"  -^w-hcy 

qui  montre  que  la  distance  de  deux  plans  parallèles  est  con- 
stante, comme  on  devait  s'y  attendre. 

651.  Problème.  —  Trouver  V angle  d'une  droite  et  d'un  plan^ 
et  l'es  conditions  pour  quune  droite  soit  parallèle  à  un  plan  (coor- 
données rectangulaires). 

L'angle  demandé  V  est  le  complément  de  l'angle  a  de  deux 
'droites  menées  par  l'origine,  l'une  parallèle  à  la  droite  donnée, 
et  l'autre  perpendiculaire  au  plan  donné. 

Soient 

x  =  az, 

y  =  bz, 

les  équations  de  la  parallèle  à  la  droite  donnée,  et  soit 

Ax-hBy-{-Cz-\-D  =  0 

l'équation  du  plan  donné.  Les  équations  de  la  perpendiculaire 
à  ce  plan,  menée  par  l'origine,  sont  (649) 

X  y  z^ 

A  ""  B  "~  C7* 

On  aura  donc  (638) 

Afl  H-  B/>  -+-  C 


sin  V  =  cos  a  = 


^a'-hb'-hi  v/A'H-B'-l-e 
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653.  Pour  que  la  droite  soit  parallèle  au  plan,  il  faut  et  il 
suffit  que  l'on  ait  V=:0.  Donc  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  qu'une  droite  et  un  plan  soient  parallèles,  est 

653.  Problème.  —  Trouve)'  r intersection  d'une  droite  et  d'un 
plan  dont  on  connaît  les  équations. 

Soient 

x=az-hp  j  m 

y^bz-hq  )  ^^ 

les  équations  de  la  droite  donnée,  et 

Ax-h-Bij-hCz-{-])::=0  [2] 

celle  du  plan  donné.  Les  coordonnées  du  point  demandé  devant 
satisfaire  à  la  fois  aux  équations  de  la  droite  et  à  Tcquation  du 
plan,  elles  s'obtiendront  en  résolvant  [1]  et  [2]  par  rapport  à 
x,ij,z. 

En  éliminant  x  et  ?/,  il  vient 

(Xa-^Wo  +  C)z  +  Ap-{-hq-^\)  =  0,  [3] 

équation  d'où  l'on  tire  la  valeur  de  z;  et,  en  la  portant  dans  les 
équations  [1],  on  obtient  celles  de  x  et  de  ij. 

654.  Conditions  pour  qu'une  droite  soit  parallèle  à  un 
plan.  —  Lorsque  la  droite  est  parallèle  au  plan  donné,  le  sys- 
tème [1]  et  [2]  doit  être  impossible;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  les  valeurs  de  x^  y  et  z  tirées  de  ces  équations  doivent 
être  infinies.  Donc  les  conditions  du  parallélisme  d'une  droite 
et  d'un  plan  sont 

O  655.  Conditions  pour  qu'une  droite  soit  située  dans  un 
plan.  —  Si  la  droite  [1]  était  située  dans  le  plan  [2],  toute  soin 
tion  de  [1]  devrait  convenir  à  [2],  et  par  suite  le  système  [1  ] 
et  [2]  serait  indéterminé.  Les  conditions  démandées  sont  donc 

Aa-^Bb -^C=zO, 
Ap-i-]}q-hi)^0. 
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Remarque.  —  La  condition  pour  qu'un  plan  soit  parallèle  à  la 
droite  [1]  peut  s'exprimer  très-simplement  en  écrivant  l'équa- 
tion du  plan  sous  la  forme 

x—az—p=:\{y  —  bz  —  q)-{-l)r,  [4] 

et  la  condition  pour  que  le  plan  contienne  la  droite  s'obtient 
en  écrivant 

x  —  az  —  p=z\(y  —  bz  —  q).  [5] 

Car  on  voit  qu'aucune  solution  de  [1]  ne  peut  satisfaire  à  [4]  ; 
et,  au  contraire,  que  toute  solution  de  [1]  est  une  solution 
de  [5]. 

Si,  pour  abréger,  l'on  représente  la  droite  par  les  deux  équa- 
tions P=:0,  Q=0,  Téquation  [4]  prend  la  forme 

et  l'équation  [5]  la  forme 

P+aQzzzzO. 

656.  Équations  de  plans  satisfaisant  à  des  conditions 
données.  —  L  équation  générale  du  plan 

Ax'hBy-+-Cz-\-J)=:0  [1] 

renferme  quatre  coefficients  ou  paramètres  indéterminés;  mais, 
comme  on  peut  la  diviser  par  l'un  d'eux,  supposé  différent  de 
zéro,  elle  ne  dépend,  en  réalité,  que  de  trois  coefficients  arbi- 
traires. Pour  qu'elle  représente  un  plan  particulier,  il  faut  que 
ces  trois  coefficients  soient  déterminés  ;  et  pour  cela,  il  faudra 
trois  relations  entre  ces  trois  coefficients.  On  peut  donc  dire, 
d'une  manière  générale,  qu'un  plan  est  déterminé  ipar  trois  con- 
ditions. 

Nous  allons  montrer  par  quelques  exemples  comment  on  dé- 
termine l'équation  d'un  plan  satisfaisant  à  une  ou  plusieurs 
conditions  données. 

Q^H.  Problème.  —  Trouver  l équation  générale  des  plans  qui 
passent  par  un  point  donné. 

Pour  que  l'équation  [1]  représente  un  plan  passant  par  un 
point  donné  (x\  y\  z')^  il  faut  et  il  suffit  qu'elle  soit  vérifiée  par 
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les  coordonnées  de  ce  point;  on  doit  donc  avoir 

Si  l'on  retranche  celle  identité  de  l'équation  [1],  D  sera  éli- 
miné, et  l'équation 

X(x—x')  H-  B(y  —  y')  -H  C(z—z')  =  0, 

ainsi  obtenue,  sera  l'équation  demandée.  Car  tous  les  plans 
qu'elle  représente  passent  par  le  point  donné;  et  elle  peut  les 
représenter  tous,  en  déterminant  convenablement  les  deux 
coefficients  qui  restent  indéterminés. 

Quand  le  point  donné  est  l'origine,  x\  y\  et  z'  sont  nuls,  et 
l'équation  se  réduit  à 

A^-f-Bî/-f  C^  — 0. 

Remarque.  —  Si  P  =  0,  0  =  0,  R=0  sont  les  équations  de 
trois  plans  qui  n'ont  qu'un  point  commun,  l'équation 

P  +  H-Q  +  vR=0, 

[jL  et  V  désignant  deux  paramètres  arbitraires,  est  celle  de  tous 
les  plans  qui  passent  par  ce  point  commun. 

658.  Problème.  —  Trouver  l'équation  générale  des  plans  qui 
passent  par  une  droite  donnée,  ou  qui  sont  parallèles  à  une  droite 
donnée. 

Soient 

X:i=az-{-p' 


y  =:bz-{-  q  ]  ^  ^ 

les  équations  de  la  droite  donnée.  L'équation  di3S  plans  passant 
par  cette  droite  est 

x  —  az — p-hX{y  —  bz-^q)^=0,  [2] 

\  désignant  un  paramètre  arbitraire  ;  et  l'équation  des  plans 
parallèles  à  cette  droite  est 

x  —  az — p-hX(ij  —  hz — g)H-(x  =  0,  [5]  . 

X  et  [).  désignant  deux  paramètres  arbitraires.  Car  on  voit  que 
toute  solution  de  [1]  est  une  solution  de  [2]  ;  et,  au  contraire, 
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qu'aucune  solution  de  [1]  ne  peut  satisfaire  à  |5].  D'ailleurs, 
l'équation  [2]  peut  représenter  tout  plan  passant  par  la  droite  [1], 
en  déterminant  convenablement  X;  et  l'équation  [3]  peut  re- 
présenter tout  plan  parallèle  à  la  droite  [1],  en  déterminant 
convenablement  X  et  [i. 

Remarque.  —  Soient  P=:0  et  Q  =  0  les  équations  de  deux 
plans  qui  se  coupent.  L'équation  de  tous  les  plans  passant  par 
leur  intersection  est 

Ph-XQ==0; 

et  celle  de  tous  les  plans  parallèles  à  cette  intersection  est 

P  +  XQ  +  (A  =  0. 

'  659.  Théorème.  —  Lorsquune  équation  du  premier  degré  par 
rapport  aux  variables  a  pour  coefficients  des  fonctions  linéaires 
de  deux  paramètres  arbitraires  X  et  p.,  tous  les  plans  qu'elle  re- 
présente passent  par  un  point  fixe. 

En  effet,  en  mettant  en  facteurs  les  paramètres  X  et  [;.,  une 
telle  équation  est  delà  forme 

P  +  X  O  +  i;.H=:0,  [1] 

P,  Q,  R  étant  des  fonctions  du  premier  degré  par  rapport  aux 
variables;  et  elle  est  vérifiée,  quelles  que  soient  les  valeurs  que 
Ton  donne  à  X  et  |j.,  par  les  valeurs  de  x^  ?/,  z  qui  satisfont  aux 
équations 

P  =  0,     Q=z:0,    R=zO.  [2] 

Or  ces  trois  équations  du  premier  degré  à  trois  inconnues 
admettent  une  solution  unique,  finie  ou  infinie,  laquelle  déter- 
mine un  point  (à  moins  que  ces  équations  ne  soient  pas  toutes 
les  trois  distinctes,  auquel  cas  1  équation  [1]  ne  serait  plus 
fonction  de  deux  paramètres).  Donc  tous  les  plans  représentés 
par  l'équation  [1]  passent  par  un  point  fixe,  ce  qui  démontre 
le  théorème  énoncé. 

660.  Théorème.  —  Lorsqu'une  éiiUation  du  premier  degré ^  par 
rapport  aux  variables,  a  pour  coefficients  des  fonctions  linéaires 
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crun  seul  paramètre  X,  tous  les  plans  qii'elle  représente  passent  par 
une  droite  fixe. 

En  effet,  en  mettant  X  en  facteur,  une  telle  équation  est  de 
la  forme 

P  +  XQ:=0,  [1] 

P  et  Q  étant  des  fonctions  du  premier  degré  par  rapport  aux 
variables  ;  et  elle  est  vérifiée,  quel  que  soit  X,  par  les  solutions 
communes  aux  équations 

•P==:0    et    Q  =  0, 

Or  ces  deux  équations  représentent  une  droite,  située  à  une 
distance  finie  ou  infinie  (à  moins  qu'elles  ne  soient  pas  distinctes, 
auquel  cas  l'équalion  [1]  serait  indépendante  deX). 

Donc  tous  les  plans  représentés  par  l'équation  [1]  passent 
par  une  droite  fixe;  ce  qui  démontre  le  théorème  énoncé. 

661.  Problème.  — Trouver  V  équation  du  plan  passant  par  une 
droite  donnée  et  par  un  point  donné. 

Soient 

X  =  «^  + 1; 
yz=zbz-\-  q 

les  équations  de  la  droite  donnée,  et  fx',  y',  z')  le  point  donné. 
En  écrivant  l'équation  du  plan  cherché  sous  la  forme 

x  —  az—p~{-\(tj  —  hz—q)=^0,  [i] 

on  exprime  déjà  que  le  plan  coutient  la  droite  (658).  Pour  ex- 
primer que  ce  plaîi  renferme  le  point  donné,  il  suffit  de  substi- 
tuer ses  coordonnées  dans  [1],  ce  qui  donne 

x'—az'  —/)-+-  X  (?/  —  b%'  —  ^)z=:  0, 
d'où,  en  éliminant  X  par  division, 

x  —  az—p ?/  —  bz  —  (/  ^ 

x' —  az'  —  p      y'  —  bz' —  q 

66S.  Problème.  —  Par  un  point  donné  mener  un  plan  paral- 
lèle à  deux  droites  données. 
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Soient  (x'^  y\  z')  le  point  donné  et 

x  =  az-hp  \  x  =  a'z-\-p' 


y:=zbz-{-q  )  y=:b'z-hq' 

les  deux  droites  données. 
L'équation  des  plans  passant  par  le  point  donné  est  (657) 

X(x-x')-\-B{y-y')-^(:(z-z')==:0;  [\] 

et  pour  qu'elle  représente  le  plan  parallèle  aux  deux  droites 
données,  ses  coefiieients  doivent  vérifier  les  relations  (654) 

A«-hB^  +  C  =  0    et    Aa'-hBb'^C  =  0. 

A      B 
Substituant  dans  [1]  les  valeurs  de  x  et.  ^  tirées  de  ces  rela- 
tions :  on  obtient  l'équation  demandée, 

(b  —  b')(x  —  x')-4-(a'—(i)(y  —  y')-i-(ab'~ba')(z  —  z')===:0. 

663.  PROBLÈME.  —  Trouver  F  équation  d^  un  plan  qui  passe  par 
une  droite  donnée  D,  et  qui  soit  parallèle  à  une  droite  donnée  D'. 
Soient 

x  =  az-i-p\  x=a'z-hîy\  .n/i 

y:=^bz-i-q]'      ^^      yz=b'z-^q'V  ^^ 

les  équations  des  droites  données  :  l'équation  du  plan  cherché 
pourra  être  mise  sous  la  forme  (658) 

x-'UZ — p=\{y — bz  —  q)^ 
ou 

x—Xy-{-(\b  —  a)z-hlq~p^O,  [P] 

qui  exprime  déjà  que  le  plan  P  contient  la  droite  D.  Pour  que  ce 
plan  soit  parallèle  à  D',  on  doit  avoir  (654) 

a'  —  Xb'-h\b—a=:0,  fl] 

j/^Xq'-h\q—p>0.  [2] 

De  [1]  Ton  tire 

a—  a' 
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celte  valeur,  substituée  dans  rinégalitô  [2],  donne 


'""t(^y-^/)^o, 


m 


''      ''      b  —  b 
ou 

a—a'__p — y' 
fl-b^"  q—(( 

[JL  élant  une  quantité  différente  de  0.  Si  cette  condition  est  satis- 
faite, l'équation  demandée  sera 

x—az—ii_\j  —  bz  —  q 

a  — a!     —     b  —  b'    '  ^^ 

Remarques.  —  I.  Si  l'équation  [5]  donne  pt.^0,  le  problème 
n'admet  qu'une  seule  solution. 

Si  l'on  trouve  [j.  =  0,  l'équation  [5]  indique  alors  que  les  deux 
droites  sont  dans  un  même  plan,  ce  qui  peut  tenir  à  ce  qu'elles 
se  rencontrent  ou  à  ce  qu'elles  sont  parallèles.  Dans  le  premier 
cas,  l'équation  [1]  fournit  une  valeur  déterminée  de  X,  et  l'on 
n'obtient  qu'un  seul  plan,  savoir,  celui  qui  passe  par  les  deux 
droites.  Dans  le  second  cas,  on  a  a  =  a',  b=b'^  et  l'équation 
[1]  est  satisfaite  par  une  valeur  quelconque  de  X,  ce  qui  doit 
être,  puisque  alors  tout  plan  qui  passe  par  D  est  parallèle  à  D'. 

II.  En  chassant  les  dénominateurs,  l'équation  [P]  devient 
(b  —  b')x—(a  —  a')y-h(ab'~ba')zz=i)(b  —  b')  —  q(a—a'). 

664.  Problême.  —  Trouver  l' équation  du  plan  qui  passe  par 
trois  points  donnés. 

Ce  problème  revient  à  trouver  l'équation  d'un  plan  qui  passe 
par  une  droite  et  par  un  point  donné  (661)  ;  mais  on  peut  le  ré- 
soudre autrement. 

Soient  [x\  /,  %'),  {x\  y\  %")  et  (a;"',  îf\  z'")  les  trois  points 
donnés.  Pour  que  l'équation 

kx-hBy-{-Cz-i-D=iO  [1] 

représente  le  plan  passant  par  les  trois  points  donnés,  il  faut 
que  ses  coeftidents  vérifient  les  identités 

Xx'  -^l\y'  -\-Cz'  +D=:0, 

Aa;"+B?/  +  (V+D=:0,  [2] 

kx'"-hhy"'-hCz"''^-d=0; 


X 

y    z     1 

X' 

y   z'    1 

X" 

if  z''  1 

x'" 

if  z'"  \ 
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on  obtiendra  donc  l'équation  demandée,  en  substituant  dans 
l'équation  [1]  les  valeurs  des  rapports  de  trois  des  coefficients 
A,  B,  C,  D  au  quatrième,  déduites  de  ces  identités. 

On  peut  obtenir  celte  équation  plus  simplement.  Considérons 
les  équations  [1]  et  [2]  comme  un  système  de  quatre  équations 
entre  les  coefticienls  inconnus  A,  B,C,  D.  Comme  ces  coefficients 
ne  peuvent  être  nuls  tous  les  quatre,  pour  que  ces  quatre  équa- 
tions soient  compatibles,  il  faut  et  il  suffit  que  leur  déterminant 
soit  nul.  On  doit  donc  avoir 


=  0; 


ce  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  demandée. 

Remarque.  —  Il  est  aisé  de  s'assurer  que  les  déterminants  minewrs,  c'est-à- 
dire  les  coefficients  des  variables,  sont,  à  un  facteur  constant  près,  les  projec- 
tions sur  les  plans  coordonnés  de  Taire  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  trois 
points  donnés  (11).  Maison  peut  le  voir  a  priori  de  la  manière  suivante. 

Le  plan  cliercliè  peut  être  représenté  par  une  équation  de  la  forme  (61») 

cosa.^-}-cosp.îyH-cos7.2=i^;  [4] 

et  si  a  désigne  Taire  du  triangle  qui  a  pour  sommets  les  trois  points  donnés,  et 
a',  a",  a'"  les  projections  de  cette  aire  sur  les  plans  des  ijz,  xz,  xy,  on 
aura  (599) 

a'^=acos%,       a'=:acosp,       a"=rtcos7; 

et  par  suite  l'équation  [A]  devient 

a'x  -f  h' y  +  c'z  =  «f^, 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

665.  Problème.  —  Équation  cVun  jdan  aux  coordonnées  à 
Voriijïne. 

Lorsque  les  (rois  points  donnés  sont  ^eux  où  le  plan  coupe  les 
axes,  l'équation  du  plan  prend  une  forme  très-simple. 

En  effet,  si  dans  l'équation  d'un  plan 

A.T4-%  +  C2+D=0,  [1] 

onfait  î/:=0  et  :$=0,  il  vient 

A^;4-D:=:0,     d'où     X=^'--^ 

A 
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Cette  valeur  de  x  exprime  la  distance  à  Torigine  du  point  où 
le  plan  coupe  l'axe  àesx.  En  désignant  cette  dislance  par  p,  on 
aura 

—  -.=p,     d  ou     A=: . 

A      '  '  p 

En  désignant  par  q  et  par  r  les  distances  à  l'origine  des  points 
où  le  plan  représenté  par  l'équation  [1  ]  coupe  les  axes  des  y  et  des 
z,  on  obtiendra  de  même 

B=-D     et    C  =  -?; 

q  r 

et  par  suite  Téquation  [1]  devient 

X       II       z       , 
p      q      r 

Telle  est  l'équation  d'un  plan  aux  coordonnées  à  l origine. 

666.  Problème.  — Mener,  par  un  point  donné,  un  planperpen- 
diculaire  à  une  droite  donnée  (coordonnées  rectangulaires). 

Soient  (x'^  ij\  z')  le  point  donné  et 

x^az-hp 
\j^hz-\-  q 

la  droite  donnée.  Le  plan  passant  par  le  poinl  donné,  son  équa- 
tion est  de  la  forme 

A(a;-a;')-HB(î/-i/')  +  C(^-^')==0;         [»! 

et  puisqu'il  est  perpendiculaire  à  la  droite  donnée,  on  doit 
avoir  (649) 

A__B_C 

a^  b  "r 

Remplaçant  A,  B,  C  dans  l'équation  [1]  par  les  quantités 
a,  h,  1  qui  leur  sont  proportionnelles,  on  obtient  l'équation  de- 
mandée 

a(x  —  x')'^-b(y—y')-\-z—z'=z{). 

667.  Problème.  —  Par  un  point  donné,  mener  une  perpendi- 
culaire à  une  droite  donnée,  et  déterminer  la  lortgueur  de  cette 
perpendiculaire  (coordonnées  rectangulaires). 
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Soient  M  [x',  y\  z')  le  point  donné  (fig.  226)  et 
X  =  az  -\-  p 


y=:bz  -{-q  }  ^   ' 

les  équations  d'une  droite  AB.  La  perpendiculaire  MP  est  l'inter- 
section du  plan  passant  par  le  point  M  et  la  droite  AB,  et  du 
plan  passant  par  le  point  M  et  perpendiculaire  à  AB.  Or  le  pre- 
mier de  ces  deux  plans  a  pour  équation  (661) 

X  —  az  —  ])       y  —  bz  —  q ^ 

x'  —  az'  — p      y' — bz'  —  q        ' 

et  le  second  (666) 

a(x  —  x')-{-b  (y  —  y')-i-z  —  z'=:0.  [1  ] 

Telles  sont  les  équations  de  la  perpendiculaire. 

On  aura  la  distance  MP  ou  §  du  point  M  à  la  droite  AB,  en 
remplaçant  dans  la  formule 


3  =  s^/(x  —  x'f  -h(y—yT-h(z— z'Y 

X,  y,  z  par  les  coordonnées  du  point  P,  lesquelles  s'obtiendront 
en  résolvant  les  équations  [D]  et  [1] .  Mais  comme  dans  cette  for- 
mule, ainsi  que  dans  l'équation  [1],  n'entrent  que  les  différences 
X  —  x',  y  —  y',  z — z'^  on  écrit  les  équations  [D]  sous  la  forme 

x  —  x'=za{z  —  z')  —  {x'  — ■  az' — p) , 

y-y^=b(z~z')-iy'-bz'-q),  ^^^ 

et  l'on  calcule  ces  différences,  ce  qui  est  plus  simple.  En  portant 
les  valeurs  de  ces  différences  dans  l'expression  de  â,  on  arrive 
à  la  formule  du  n°  644. 

Remarque.  —  On  peut  arriver  à  l'expression  de  S  par  un  arti- 
fice de  calcul  assez  remarquable. 
Écrivons  les  équations  [2]  ainsi  : 

X  —  x'  —  a(z  —  z')  =  —{x'  —  az'  —  p), 

y-y'-b(z-z')  =  -(y'-bz'-q), 

et  formons  l'équation 

h[x  —  x')  —  a[y  —  y')r=a{ii'  —  q)—h(x'—p) 
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de  la  projection  de  la  droite  [D]  sur  le  plan  des  xy  en  élimi- 
nant z—z'  entre  les  équations  [2].  En  ajoutant  membre  à  mem- 
bre les  carrés  de  ces  trois  équations,  et  en  remarquant  que  les 
doubles  produits  des  termes  des  premiers  membres  se  détrui- 
sent deux  à  deux,  on  obtient  l'expression  demandée. 

668.  Problème.  —  D'un  jjoint  donné  abaisser  une  perpendi- 
culaire sur  un  plan^  et  trouver  la  longueur  de  cette  perpendicu- 
laire (coordonnées  rectangulaires). 

Soient  {x%  y',  z')  le  point  donné  et 

A^4-Bî/-HC:^-i-D==0,  [1] 

l'équation  du  plan  donné.  Toutes  les  droites  passant  par  le  point 
donné  sont  représentées  par  les  équations  (640) 

X  —  x'=^a(z  —  z') 
y  —  y'  =  h(z—%') 

et  pour  avoir  l'équation  de  la  perpendiculaire  au  plan  [1],  il 
faut  remplacer  a  eX  h  par  les  valeurs  déduites  des  relations 
(649) 

A_B_C 

a~h~\' 


Par 
sont 

suite, 

les 

équations 
x—x' 

de  la 

4  c 

perper 

idiculaire 

demandée 

y- 

-y'-- 

=h 

-z') 

ou 

X  —  x' y  —  y' z  —  z' 


[2] 


Pour  obtenir  la  longueur  de  la  perpendiculaire,  il  faudra 
dans  la  formule 


^{x--x'f-h[y  —  y'f-^{z  —  z'f 

remplacer  x^  y,  z  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  [1]  et 
[2].  Mais  il  est  plus  simple  de  calculer  les  valeurs  des  différences 
^  —  ^'»  y  —  y'i  ^  —  ^'-   ^^^^  ^^^"St,  on  écrit  l'équation  [1]  du 
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plan  sous  la  forme 

On  peut  aus^i  employer  l'artifice  indiqué  ci-dessus.  En  faisant 
le  calcul,  on  retrouvera  la  formule  du  n°  648. 

C69.  Problème.  —  Étant  données  les  équations  de  deux  droites,  trouver  les 
équations  de  leur  perpendiculaire  commune  et  leur  plus  courte  distance  (coor- 
données rectangulaires). 
Soient 

x  =  az  +  p  1  .j)j 

y  =  bz  +  q  î  ^  ^ 

et 

y=zb'z-hq'\  ^"^ 

les  équations  de  deux  droites  D  et  D'.  Appelons  P  le  plan  passant  par  D  et  pa- 
rallèle à  D',  et  P'  le  plan  passant  par  D'  et  parallèle  à  D. 
Ces  plans  ont  pour  équations  (663) 

{b  —  b')x  —  {a  —  a')y-h{a1}'  —  ba')z=^p{b—b')  —  q{a  —  a'),      [P] 
[b^b')x~{a  —  a')y-h{ab'-ba')z=p'{b  —  b')—q'{a  —  a').     [P] 

Appelons  de  même  Q  le  plan  passant  par  la  droite  D  et  perpendiculaire  au 
plan  P',  et  Q'  le  plan  passant  parD'  et  perpendiculaire  à  P;  Tintersection  de 
ces  deux  plans  est  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  données.  On 
•aura  donc  les  équations  de  cette  perpendiculaire  commune  en  cherchant  les 
équations  des  deux  plans  Q  et  Q'.  Or,  le  plan  Q  passant  par  D,  son  équation 
est  de  la  forme  (658) 

X  —  az  —  p  -+-  X  («j  —  bz  —  ^)  =  0  ; 

et  puisqu'il  est  perpendiculaire  à  P',  on  doit  avoir  AA' +  BB' +  CC'  =  0, 
c'est-à-dire 

b  —  b'  —  'k{a  —  a^)  —  {a-h  ib)  [ab'  —  ba')  =  0. 

Donc,  en  remplaçant X par  sa  valeur  déduite  de  cette  équation  de  condition,  on 
obtiendra  Péquation  du  plan  Q.  On  trouve,  toutes  réductions  faites, 

(a -a')[x-qz-p)+{b~b')[y  - bz-q)+(ab'-ba') [b  {x-p) -a {y-q)]=0  [Q] . 

On  trouverait  de  même  pour  Téquation  du  plan  Q^ 

{a-a'){x-a'z—p')  +  {b—b'){y-b'z—q')—{ab'—ba')[b'{x—p')—a'{y-q')]--:^0 

Telles  sont  les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  aux  deux  droites  D 
et  D'.  On  peut  remarquer,  comme  moyen  mnémonique,  que  les  parenthèses 
qui  contiennent  les  variables  sont  les  premiers  membres  des  équations  des 
projections  des  droites  sur  les  trois  plans  coordonnés. 
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La  distance  S  des  deux  droites  est  égale  à  la  distance  des  deux  plans  pa- 
rallèles P  et  P'.  On  trouve,  en  appliquant  la  formule  du  n°  650, 

^  ^  b  —P')  (^  —  ^0  —  Jfi  -  ^0  (^  —  ^')  ^ 

s] [a  — d'Y  +  {h  —  h'Y^  H-  [ah'  —  ha'Y 

Cette  distance  étant  essentiellement  positive,  on  devra  prendre  le  radica\  avec 
le  même  signe  que  le  numérateur.  Il  est  bon  de  remarquer  que  le  nu- 
mérateur de  A  égalé  à  zéro  exprime  la  condition  pour  que  les  deux  droites 
données  se  coupent. 

Si  l'on  désigne  par  V  Tangle  des  deux  droites,  et  par  a,  p,  7,  a',  p',  7',  les 
angles  de  ces  droites  avec  les  axes,  on  peut  mettre  la  valeur  de  A  sous  la 
forme  suivante,  qu'il  est  bon  de  connaître  : 

_  [p  —p')  (^Qs  ^  ^Q^  t' — cos  T  cos  ^y)  —  {g  —  g')  (cos  «•  cos^^  —  cos  7  cos  a") 

sinV 

Remarque  .  —  Lorsque  les  droites  sont  parallèles,  on  a  a = a'  et  & — &'  ;  la  valeur 
de  A  se  présente  alors  sous  la  forme  de  Tindétermination.  Cette  circonstance 
tient  à  ce  que,  dans  ce  cas  particulier,  les  plans  auxiliaires  P  et  P',  dont  nous 
nous  sommes  servis  pour  établir  cette  formule,  deviennent  indéterminés. 
Les  équations  [Q]  et  [Q'j  de  la  perpendiculaire  commune  sont  alors  elles- 
mêmes  indéterminées,  ce  qui  devait  être;  mais  on  pourra  toujours  calculer 
la  distance  des  deux  droites  données  à  Paide  de  la  formule  du  n°  «45. 

CSO.  Cas  particulier-  —  L'une  des  droites  données  peut  être  l'un  des 
axes.  Supposons  que  la  droite  D'  coïncide  avec  l'axe  des  z,  on  aurait  alors 
a'  =  0,  b'=^0,  p'  =  Q,  (/'=:  0,  et  par  suite  on  aurait,  en  appelant  7  la  dis- 
tance de  la  droite  D  à  l'axe  des  2, 

• bp  —  ag 


En  appelant  a  et  P  les  distances  de  la  droite  D  aux  axes,  on  trouverait  de 
même 


On  se  rappellera  facilement  ces  formules  particulières,  en  remarquant  que 
les  distances  de  la  droite  D  aux  trois  axes  sont  égales  aux  distances  de 
l'origine  aux  projections  de  celte  droite  sur  les  trois  plans  coordonnés  (95). 

Exercices.  —  I.  Trouver  les  éguations  d'une  droite  connaissant  ses  distances  à 
l'origine  et  aux  axes. 

H.  Trouver  les  éguations  d'une  droite  gui  passe  par  un  point  donné,  et  gui 
fasse  des  angles  donnés  avec  deux  droites  données. 

III.  Trouver  les  éguations  d'une  droite  gui  passe  par  un  point  donné,  et  gui 
rencontre  deux  droites  données. 
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ÎV.  Mener  par  un  point  donné  une  droite  parallèle  a  un  plan  donné,  et  qui 
rencontre  une  droite  donnée . 

V.  Trouver  V équation  du  plan  qui  partage  en  deux  parties  égales  V angle  de 
deux  plans  donnés. 

VI.  Démontrer  que  les  droites  qui  joignent  les  milieux  des  côtés  opposés  d'un 
quadrilatère  gauche  se  rencontrent. 

VII.  Trouver  la  distance  d'une  droite  à  un  plan  parallèle. 


CHAPITRE  Iir 

PLAN  TANGENT.  NORMALES.  CENTRES.  PLANS  DIAMÉTRAUX 
g  1.  —  PLANS  TANGENTS. 

671.  Si,  par  un  point  donné  sur  une  surface,  on  fait  pas- 
ser autant  de  courbes  qu'on  voudra,  tracées  sur  cette  surface, 
et  qu'on  leur  mène  des  tangentes  au  point  considéré,  toutes  ces 
tangentes  sont,  en  général,  situées  dans  un  même  plan.  On  dé- 
montre cette  proposition  géométriquement  dans  le  cours  de 
Géométrie  descriptive  ;  mais  elle  peut  aussi  être  établie  par  des 
considérations  analytiques. 

Soit  M  le   point  considéré,   x,  y,    z  ses  coordonnées,   et 

((x,y,z)^0  [1] 

l'équation  de  la  surface.  Dans  cette  équation,  l'une  des  quan- 
tités a;,  y,  ou  ;5,  la  dernière  par  exemple,  peut  être  regardée 
comme  une  fonction  des  deux  autres,  considérées  alors  comme 
deux  variables  indépendantes.  Concevons  que  Ton  ait  tracé  sur 
la  surface  une  courbe  quelconque  passant  par  le  point  M  ; 
soient  x-\-h^y-{-]î,  z-\-l  les  coordonnées  d'un  point  M' de  cette 
courbe,  pris  dans  le  voisinage  du  point  M. 

Les  équations  de  la  sécante  MM'  seront,  en  désignant  pir  X, 
Y,  Z  les  coordonnées  courantes, 

\—x  =  j[l—%).  [2] 

Si  le  point  M'  se  rapproche  indéfiniment  du  point  M,  la  sécante 
MM'  aura  pour  limite  la  tangente  en  M  à  la  courbe  considérée  ; 
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et,  en  posant 

lim.^  =  ^'       et      lim.  T -znî/', 

les  équations  de  celte  tangente  pourront  s'écrire 

\  —  X  =  x'[l^%)         et         X-y==:y'  [l—z).        [5] 

D'un  autre  coté,  on  a  vu  en  Algèbre  que  si  dans  f[x,  y,  z)  on 
regarde  x  ei  y  comme  des  fonctions  de  z^  la  dérivée  de  celte 
fonction  par  rapport  à  z  est 

x'f,  <x,  y,z)-h  y'f'y  [x,  y,  z)  -h  f\ [x,  y,  z), 

x'  et  y'  ayant  ici  la  môme  signification  et  la  même  valeur  que 
dans  les  équations  [3].  Si  la  fonction  f  (a:,  î/,:î)  est  constamment 
nulle,  il  en  est  de  même  de  sa  dérivée;  on  peut  donc  écrire 

x%+x'f',+  f\^0.  [4] 

Remplaçant  x'  et  y'  par  leurs  valeurs  tirées  des  équations  [3]  et 
chassant  le  dénominateur,  on  obtient 

^    {l-x)r,^(\-y)r,-^(Z^z)t\=0,  15] 

relation  constante  entre  les  coordonnées  X,  Y,  Z,  d'un  point 
quelconque  d'une  tangente  quelconque  menée  par  le  point  M, 
et  qui  par  conséquent  représente  le  lieu  de  ces  tangentes.  Or  ce 
lieu  est  un  plan  passant  par  le  point  M,  ce  qui  démontre  la  pro- 
position. 

Ce  plan,  qui  contient  toutes  les  tangentes  menées  par  un 
même  point  d'une  surface  à  toutes  les  courbes  qu'on  peut  tracer 
par  ce  point  sur  celte  surface,  est  ce  qu'on  appelle  le  plan  tan- 
gent au  point  considéré,  lequel  prend  le  nom  de  point  de  con- 
tact ou  de  tangence. 

On  démontrerait  comme  au  n^  141,  rem.,  que  si  la  fonc- 
tion f(x^  ?y,  z)  est  algébrique,  entière  et  du  degré  w,  l'équation 
[5|,  qui  paraît  être  du  même  degré,  n'est  en  réalité  que  du 
degré  m  —  1 . 

673.  Prenons  pour  exemple  la  sphère  dont  l'équation  est 

(630) 

x^-hy^-i-z^=zR\ 


PLANS  TANGENTS.  557 

On  aura  ici  ' 

par  suite,  l'équation  du  plan  tangent  devient,  en  supprimant  le 
facteur  2, 

ou 

Xx-{-Yij  -hZz=x' -^  f  -h  z'=K\ 

On  vérifie  aisément  que  ce  plan  est  perpendiculaire  à  l'extré- 
mité du  rayon  aboutissant  au  point  de  contact.  Les  équations  de 
ce  rayon  sont  en  effet 

X=:Î.Z      et      \=l.Z 

z  z 

et  les  relations  connues  A  =  aC  et  T)  =  hC  [649]  sont  satis- 
faites, puisqu'elles  deviennent  ici 

^         .  y 

x=^-.z       c        y^-  .z, 
z  -^       z     ' 

relations  identiques. 

673.  Nous  avons  dit  plus  haut  que  le  lieu  des  tangentes  me- 
nées à  une  surface  par  un  môme  point  de  celte  surface  était  en 
général  un  plan.  C'est  qu'en  effet  la  démonstration  précédente 
serait  en  défaut  si  les  trois  dérivées  /'^,  f'y^  fz  s'annulaient  on 
même  temps,  auquel  cas  l'équation  [5]  du  plan  langent  devien- 
drait illusoire.  Gela  a  lieu  pour  un  cône  lorsque  le  point  de 
contact  est  le  sommet;  cela  a  lieu  en  général  pour  les  points 
analogues  auxquels  on  donne  le  nom  ûe  points  saillants.  Le  lieu 
des  tangentes  en  un  pareil  point  n'est  plus  un  plan,  mais  une 
surface  conique;  nous  ne  saurions  indiquer  ici  la  méthode  à  em- 
ployer dans  ce  cas  pour  obfenir  le  lieu  dont  il  s'agit. 

674.  Remarques.  —  I.  Il  peut  arriver  que  le  plan  langent  en 
un  point  d'une  surface  n'ait  que  ce  point  de  commun  avec  la 
surface;  c'est  ce  qui  a  lieu  pour  un  grand  nombre  de  surfaces 
fermées.  Mais  il  peu!  arriver  aussi  que  le  plan  tangent  en  un 
point  d'une  surface  soit  en  môme  temps  sécant;  et  il  peut  être 
sécant  au  point  de  conlact  môme;  nous  en  verrons  plus  loin 
des  exemples. 

IL  Lorsqu'une  surface  peut  être  engendrée  par  une  ligne 
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droite  mobile,  et  a  par  conséquent  des  génératrices  rectilignes, 
le  plan  tangent  en  un  point  d'une  génératrice  contient  cette  gé- 
nératrice tout  entière,  attendu  qu'elle  est  à  elle-même  sa  pro- 
pre tangente.  Mais  le  plan  tangent  n'est  pas,  en  général,  le 
même  aux  différenls  points  d'une  même  génératrice.  — Si  deux 
génératrices  rectilignes  passent  en  un  même  point  d'une  sur 
face,  elles  déterminent  un  plan  qui  n'est  autre  que  le  plan  tan- 
gent. Ce  plan  est  donc  à  la  fois  tangent  et  sécant. 

III.  Comme  deux  droites  qui  se  coupent  suffisent  pour  dé- 
terminer un  plan,  on  peut  obtenir  le  plan  tangent  en  un  point 
donné  d'une  surface  en  menant  par  ce  point  les  tangentes  à 
deux  courbes  tracées  par  ce  point  sur  la  surface,  et  en  faisant 
passer  un  plan  par  ces  deux  tangentes. 

675.  Équation  du  plan  tangent  en  coordonnées  homo- 
gènes.— On  verrait,  comme  au  n°  143 ,  que,  si  la  fonclion  ({x^y^z) 
est  algébrique  et  entière,  on  peut,  après  l'avoir  rendue  homo- 

X     y     % 
gène  en  remplaçant  x^y^z  par  -,  -,  -,  mettre  l'équation  du 

Il     II    fi' 

plan  tangent  sous  la  forme  symétrique 

sauf  à  faire  ensuite  U=:l  et  ^=1.  Cette  forme  est  quelquefois 
utile. 

676.  Plan  tangent  mené  par  un  point  extérieur.  —  Soient 

P  (a,  g,  y)  le  point  extérieur  donné  et 

î(x,y,z)==^0  [i] 

l'équation  de  la  surface.  Les  coordonnées  a,  p,  y  devant  satis- 
faire à  l'équation  du  plan  langent,  on  devra  avoir 

(a-x)f\^{?.~y)ry+[^-z)r.=o.      m 

Les  équations  [1]  et  [2]  serviront  à  la  recherche  des  coordonnées 
X,  y,  z  du  point  de  contact.  Mais  on  voit  que  le  problème  est  in- 
déterminé, et  que  ces  équations  représentent  le  lieu  des  points 
de  la.  surface  où  le  plan  tangent  va  passer  par  le  point  P.  Ce 
lieu  est  l'intersection  de  la  surface  [1]  par  une  autre  surface 
dont  [2]  est  l'équation. 
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Supposons,  par  exemple , qu'on  veuille  mener  un  plan  tangent 
à  la  sphère  qui  a  pour  équation 

a;2  +  f  +  :s^  =  R^ 

parle  point  P  dont  les  coordonnées  sont  a;=a,  î/=0,  %=^0. 
On  suppose  a>R. 
On  aura 

f,=2x,  r,=%j,  r,=2z, 

et  l'équation  [2]  deviendra,  en  divisant  par  2, 

R^ 


[a  —  x)x  —  if  —  z^  =  0      OU      <xx=R^,     d'où      x  = 


a 


c'est  l'équation  d'un  plan  parallèle  au  plan  des  yz;  le  cercle,  in- 
tersection de  ce  plan  et  de  la  sphère,  est  le  lieu  des  points  de , 
cette  surface  où  le  plan  tangent  passe  par  le  point  P. 

677.  La  droite  qui  joint  le  point  extérieur  P(a,  g,  y)  à  l'un 
des  points  de  contact  {x,  y,  :^)  des  plans  tangents  menés*  par  ce 
point,  a  pour  équations  (64S) 

a  —  X       P  —  7/       Y  —  z'  ^  ^ 

Si,  entre  ces  deux  équations  et  les  relations  [1]  et  [2],  on  éli- 
mine X,  ij  et  z,  on  obtiendra  l'équation  du  lieu  des  tangentes 
menées  à  la  surface  par  le  point  P. 

C'est  une  surface  conique  qui  a  le  point  P  pour  sommet,  et 
qui  touche  la  surface  proposée  suivant  la  courbe  représentée 
par  les  équations  [1]  et  [2]. 

Si  Ton  imagine  que  le  point  P  soit  un  point  lumineux  éclai- 
rant la  surface  proposée,  cette  courbe  est  celle  que  Ton  appelle 
séparatrice^  parce  qu'elle  sépare  sur  la  surface  la  partie  éclairée 
de  celle  qui  est  dans  l'ombre.  ^ 

Dans  l'exemple  précédent,  les  équations  [i],  [2]  et  [C]  de- 
viendraient 

,       D>  R'        X  — a  Y  Z 

^  CL  a  —  X  U  Z 
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en  éliminant  x^  y  et  %^  on  obtient  la  relation 

c'est  l'équation  du  cône  tangent  à  la  sphère,  dont  le  sommet  est 
au  point  P. 

6*78.  Plan  tangent   parallèle  à  une  droite  donnée.  — 

Soient 

x=:az      et      îj:^bz 
les  équations  de  la  droite  donnée.  Le  plan  qui  a  pour  équation 

[\-x)r,+  (Y  -  y)  f,  +  (Z-.)  A=  0 
devant  être  parallèle  à  cette  droite,  on  doit  avoir  (654) 

ur,-hbi',+r-=o.  [7] 

On  a  pour  déterminer  les  coordonnées  x,  ?/,  z  du  point  de  con- 
tact l'équation  [1]  et  l'équation  [7]  :  le  problème  est  donc  indé- 
terminé; et  ces  deux  équations  représentent  le  lieu  des  points 
de  la  surface  proposée  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  la 
droite  donnée. 

Si,  par  l'un  des  points  de  conlact,  on  mène  une  parallèle  à  la 
droite  doimée,  cette  parallèle  aura  pour  équations 

\—x=^a{Z  —  z)       et      Y-y  =  b(Z-z).       [8] 

En  éliminant  x,  y,  z  entre  les  relations  [1],  |7]  et  [8],  onob- 
tiendra  une  équation  qui  représentera  le  lieu  des  paiallèles  à  la 
droite  donnée  qui  sont  tangentes  à  la  surface  donnée.  C'est 
une  surface  cylindrique  dont  les  génératrices  sont  parallèle?  à 
la  droite  donnée. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  la  sphère 

x^-hy'-^-z'^  =  K\ 
et  que  la  direction  donnée  soit  celle  de  l'axe  des  z;  on  aura 
a—0     et    &  =  0. 
L'équation  [7]  se  réduira  donc  à 

l\=0    ou     «==0; 
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c'est-à-dire  que  le  lieu  des  points  de  contact  sera  l'intersection 
de  la  sphère  par  le  plan  des  xy. 
Les  équations  [8]  deviendront 

X  — a;  =  0    et     ï  —  ij==:(}. 

Mettant  pour  x,y  eiz  les  valeurs  X,  Y  et  0  dans  l'équation  de 
la  sphère,  on  obtient 

X^  +  Y^  =  RS 

qui  est,  en  effet,  l'équation  d'un  cylindre  tangent  à  la  sphère  et 
dont  les  généralrices  sont  parallèles  à  l'axe  des  z. 

679.  Plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné.  —  Soit 

Xx-i-By-i-Czz=:0 

l'équation  du  plan  donné.  Le  plan  tangent  lui  étant  parallèle, 
on  devra  avoir 

/_£  —  l__J  —  h  rni 

Ces  deux  équations  et  l'équation  /'(a;,  y,z)r=0  détermineront 
les  coordonnées  x^  y,  z  du  point  de  contact.  11  y  aura  autant  de 
plans  tangents  parallèles  au  plan  donné  que  les  équations  [1] 
et  [9]  admettront  de  systèmes  de  solutions  réelles. 


R^ 


;COSy  =  0 

l'équation  d'un  plan;  les  équations  [9]  deviendront,  en  divisant 
par  2, 

x    y    z 

cosa       cos^       cosy' 

et  l'on  tire  de  ces  équations 

a;  =  ±:Rcosa,     î/r=ztzRcos?,     ;5=it:RcoSY; 

ce  sont  les  coordonnées  des  points  de  contact  de  la  sphère  avec 
les  plans  tangents  parallèles  au  plan  donné.  Les  signes  ±:  se 
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Exemple. 

—  Soient 

X'-{-lf 

-h 

l'équation 

d'une  sphère  et 

X  cos  X -\- y  cos^ 
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correspondent  dans  les  trois  formules,  en  sorte  que  les  deux 
points  de  contact  sont  les  extrémités  d'un  même  diamètre. 

680.  Normale.  —  On  appelle  normale  à  une  surface  la 
perpendiculaire  au  plan  tangent  menée  par  le  point  de  contact. 
On  obtient  aisément  ses  équations.  Une  droite  quelconque  pas- 
sant par  le  point  de  contact  est  représentée  par 

\-—  x  =  m{Z  —z)       et      Y  —  ij  =  n(Z—z). 

Pour  que  cette  droite  soit  perpendiculaire  au  plan  tangent,  il 
faut  qu'on  ait  (649) 

m=:(^       et    n  =  f^'. 

Iz  Iz 

Les  équations  de  la  normale  sont  donc 

\-x  =  t/(Z^z)      et      Y-..y=ù(Z~-z), 

î  z  I  z 


ce  qu'on  peut  écrire  plus  symétriquement 

X— ^      Y—?/      Z- 


r.  f'y  fz 


10] 


Exemple.  —  Dans  le  cas  de  la  sphère,  ces  équations  devien- 
nent 

■       \  —  x_Y  —  y_l  —  % 
X     ~     y     ~     z 
ou 

\  =  ~.z    et     y=^:l 

z  '        z 

La  normale  à  la  sphère  est  donc  le  rayon  mené  au  point  de 
contact. 

681.  Plan  tangent  aux  surfaces   du  second  degré.   — 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  degré  peut  être  mise 
sous  la  forme 

kx^  -H  Ay  -4-  A' V  +  'mjz  +  Ih'xz  +  Wxij  -4-  2Cx'  +  IC'y  +  2C":s 

H-F=:0.  [1] 
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^     Il     T 

Si  l'on  y  remplace  x,  y,  z  par  -,  -,  -  pour  la  rendre  homogène, 

il  II  II 

on  obtient 

Ax'^kY^-hX''z'-h2I^yz-^mxz-^2J^''xij-^'2Cxu-h-2C'yu^2C''zu 

-+-1V=:0. 
Il  en  résulte 

/;==  2(Ax-{-B'z-hB"y  +  Gw),  f;j  =  1(k'y  -+-  Bz-hB''x  -h  C'ii), 

f:=2(k''z  +Bî/  -f-  Wx  -H  C"u),       f;  =  ^Cx-h  C'y  -h  C'z  +  Fu) . 

Par  sui(e,  l'équation  du  plan  tangent  peut  s'écrire  (6^4),  en 
faisant  U  =  1  et  îy  =  1 ,  et  divisant  par  2, 

X  (Ax  -h  W'y-hB'z  -h  C)  -+-  Y  (Wx  +  iVy  -{-  Bz-hC) 

1  (B'a;H-  B|/  +  h!'z -t-  G")  -+-  C^  +C'î/  -+-  G"^  +  2Fz=0.   [2] 

On  peut  remarquer  qu'en  ordonnant  cette  équation  par  rap- 
port hx^y.z  on  l'écrit 

.   a;(AX  +  B"Y4-B'Z  +  C)H-î/(B"X+A'Y-hBZH-C') 

"^(B'X  +  BY  +  A"Z-|-G")4-CX+C'Y  +  C"Z+F  =  0, 

c'est-à-dire  que  l'équation  est  symétrique  par  rapport  à  x^  y,  z 
et  à  X,  Y,  Z,  en  sorte  qu'on  pourrait  l'écrire 

#x  +  îjfY  +  ^fz'H-wfu=0,  [3] 

sauf  à  faire  w= 1  et  U=  1 . 

683.  Pour  avoir  l'équation  d'un  plan  tangent  passant  par  un 
point  donné  P,  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  a,  ^,  y,  o, 
il  faut  remarquer  que  ces  coordonnées  doivent  satisfaire  à 
l'équation 

xf;-hV/;-f-zf;+ufj=:o, 

c'est-à-dire  qu'on  doit  avoir 

a/:+g^;+TfiH-o/;-=o,  [4] 

en  supposant  toujours  qu'on  fasse  dans  cette  équation 
u=:l     et     0  =  1. 
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Les  équations  [1]  et  [4]  serviront  à  la  recherche  des  coordonnées 
du  point  de  contact;  mais  le  problème  est  indéterminé;  et  les 
points  dont  les  coordonnées  satisfont  à  ces  deux  équations  for- 
ment un  lieu  géométrique,  qui  est  l'intersection  de  la  surface 
proposée  [1]  par  la  surface  dont  [4]  est  l'équation.  Or  on  vient 
de  voir  que  l'équation  [4]  pourrait  aussi  s'écrire 

<+î/f;+^f;-+-wfi=o,  [5] 

ce  qui  est  l'équation  d'un  plan.  Le  lieu  des  points  où  le  plan  lan- 
gent va  passer  par  le  point  donné  (a,  g,  y^  §)  ou  P  est  donc  l'in- 
tersection de  la  surface  proposée  par  le  plan  qui  a  pour  équation 
[51  ou  [4]. 

Ce  plan,  qui  contient  tous  les  points  de  contact  des  plans  tan- 
gents menés  par  le  point  P,  porte  pour  cette  raison  le  nom  de 
jilan  des  contacts.  Nous  verrons  plus  loin  qu'il  a  une  relation 
de  position  remarquable  avec  le  point  P. 

Ce  plan  porte  aussi  le  nom  de  plan  polaire  du  point  P,  pour 
des  raisons  qui  seront  expliquées  dans  l'un  des  chapitres  sui- 
vants. 

683.  Pour  avoir  l'équation  d'un  plan  tangent,  parallèle  à 
une  droite  donnée 

x  =  az,     y=bz, 

on  remarquera  que  l'équation  [7]  du  n*"  678  devient  dans  le  cas 
actuel 

a(kx-h^"y-i-iyz-i-C)-hb(W'x-h^'y-h^z-hC') 

qui  est  encore  l'équation  d'un  plan.  On  en  conclut  que  l'inter- 
section de*ce  plan  avec  la  surface  proposée  est  le  lieu  des  points 
de  celte  surface  où  le  plan  tangent  est  parallèle  à  la  droite  don- 
née. 11  existe  aussi  une  relation  de  position  remarquable  entre 
ce  plan  et  cette  droite;  il  en  sera  question  plus  loin. 

084.  Contact  de  deux  surfaces.  —  I.  Deux  surfaces  peuvent  se  touclier 
en  un  ou  plusieurs  points  isolés.  Dans  ce  cas,  il  faut  qu'aux  points  communs  le 
plan  langent  soit  le  même  pour  les  deux  surfaces.  Si  f{x,y,z)  =  0  et 
9  (■'->  y  y  ^^=Q  sont  les  équations  de  ces  surAices,  on  devra  donc  avoir 

i'x  9'î/  ^\' 
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Comme  les  coordonnées  x,  y,  z  du  point  commun  doivent  satisfaire  à  quatre 
équations,  on  obtiendra,  en  les  éliminant,  une  équation  de  condition  entre  les 
coefficients  des  équations  des  deux  surfaces  ;  et,  si  cette  condition  est  remplie, 
le  calcul  donnera  les  valeurs  de  x,  y,  z. 

II.  Deux  surfaces  peuvent  se  toucher  suivant  une  ligne.  On  dit  alors  que 
l'une  d'elles  est  circonscrite  à  l'autre. 

Si  f{x,y,z)=:0  est  l'équation  d'une  surface,  une  ligne  tracée  sur  cette 
surface  sera  représentée  par  cette  équation  et  par  celle  d'une  autre  surface 
9  {x,  î/,  z)=0  coupant  la  première  suivant  la  ligne  donnée.  Dans  ce  cas,  l'équa- 
tion 

/•+X.(p2=^0,  [12J 

X  étant  un  coefficient  arbitraire,  représentera  foutes  les  surfaces  circonscrites 
à  f,  et  la  touchant  suivant  la  courbe  représentée  par  f^O  et  ©=0. 
En  effet,  les  dérivées  partielles  du  premier  membre  de  [12J  sont 

r^  +  2Xcp.cp'x,     fy  +  SXcp.fy,     f^  +  SXç.cp'^; 

mais,  aux  points  communs  aux  deux  surfaces,  on  a  (o=0;  par  conséquent,  ces 
dérivées  partielles  se  réduisent  à  f'x,  fy,  f'z',  «'^insi  les  équations  [11]  sont  alors 
satisfaites,  et  les  deux  surfaces  fr—0  et  [12]  sont  tangentes  en  tous  les  points 
de  la  ligne  qui  a  pour  équations  f:=0  et  w  =  0. 
Nous  reviendrons  plus  loin  sur  ce  sujet. 
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685.  On  nomme  centre  d'une  surface  un  point  tel,  que  si  par 
ce  point  on  mène  une  sécante  quelconque  à  la  surface,  elle  la 
rencontre  en  des  points  qui  sont  placés  deux  à  deux  à  égale 
dislance  du  point  considéré. 

680.  Théorème.  —  Si  une  surface  a  pour  centre  V origine  des 
coordonnées,  son  équation  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  x, 
y  et  z  par  — x, — y  et  — z;  et  réciproquement,  si  F  équation 
d'une  surface  ne  change  pas  quand  on  y  remplace  x,  y  et  z  par 
—  X,  — y  et  —  z,  la  surface  a  pour  centre  rorigine  des  coordon- 
nées. 

Les  démonstrations  de  ce  théorème  et  de  sa  réciproque  sont 
tout  à  fait  analogues  à  celles  du  tltéorème  du  n''  f  50,  page  1 72. 

Corollaire.  —  L'équation  d'une  surface  algébrique  à  centre, 
lorsqu'on  prend  ce  point  pour  origine,  ne  contient  que  des  ter- 
mes de  même  parité,  et  réciproquement. 

687.  Coordonnées    du  centre  des   surfaces  du   second 
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degré.  —  Pour  savoir  si  la  surface  représentée  par  l'équation 
[1],  ou  plus  simplement  par 

a  un  centre,  cherchons  s'il  n'est  pas  possible  de  faire  disparaître 
les  termes  du  premier  degré  par  un  simple  déplacement  de 
'origine.  A  cet  effet,  transportons  l'origine  en  un  point  (a^^,?/^,:îj; 
l'équation  transformée  sera,  en  supprimant  les  accents  des 
nouvelles  variables, 

Ax^  -f-2B:sî/  -Jr'2(Ax,-hB'z^-hB"y^-hC)x  ] 
-hkY-^2B'zx  +2(%4-B2,  +BX-hC')î/  -l-fK,l/i,^i)==0. 

4-  A' V -H  im'^xy-h  2 {A\-i-  By^  -h  B^  +  C'>) 

On  voit  que  les  valeurs  de  x^,  y^^  z^  propres  à  faire  disparaître 
les  termes  du  premier  degré  sont  données  par  les  équations 

A'y^  -f-  B^^,  H-  B"^^^  -h  C'=  0  1 ,  [c] 

A'X+By, +B'a;,  H-C^^oj 

lesquelles  reviennent  à 

f;,(x,y,z)=0,     f;(x,y,z)=zO,     f^{x,y;z)z:=0. 

Ainsi,  les  coordonnées  du  cenlre  d'une  surface  du  second  degré 
s'obtiendront  en  résolvant  le  système  des  trois  équations  for- 
mées en  égalant  à  zéro  les  dérivées  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion de  la  surface,  prises  par  rapport  à  chacune  des  variables. 
Les  équations  [c]  résolues  par  la  méthode  ordinaire  donnent 
ues  valeurs  de  la  forme 

_N        _P        _Q  .,, 

^ — R'     ^ — R'     ^ — R' 

dans  lesquelles  on  a  pour  le  dénominateur  commun  R, 

R  =  AB^  +  A'B'^4-A"B"^— AA'A"  — 2BB'B". 

La  possibilité  de  faire  disparaître  les  termes  du  premier  degré 
tient,  comme  nous  Pavons  vu,  à  l'existence  d'un  centre  situé  au 
point  (o;^,  î/^,  z^).  Donc,  suivant  que  les  valeurs  {c']  seront  finies 
et  déterminées,  indéterminées,  ou  infinies,  la  surface  admettra 
un  centre  unique,  une  infinité  de  centres,  ou  n'en  admettra 
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aucun.  Mais,  avant  d'examiner  ces  différents  cas,  nous  indique- 
rons une  règle  mnémonique  pour  retenir  la  fonction  R  qui, 
comme  nous  allons  le  voir,  joue  un  rôle  important  dans  cette 
,  théorie.  Si  l'on  écrit  les  coefficients  des  termes  du  second  degré 
comme  il  suit  : 

A,  A ,      A  , 

B,   b;    b", 

B,  B',     B", 

la  fonction  R  est  égale  à  la  somme  des  produits  des  nombres  con- 
tenus dans  chaque  ligne  verticale  moins  la  somme  des  produits 
des  nombres  contenus  dans  chaque  ligne  horizontale. 

688.  Surfaces  à  centre  unique.  —  Si  l'on  a  R^O,   les 

valeurs  [c']  sont  finies  et  déterminées,  et  les  équations  [c\  n'ont 
qu'une  seule  solution  commune  :  la  surface  admet  donc  un  cen- 
tre et  n'en  admet  qu'un  seul.  En  y  transportant  l'origine,  l'équa- 
tion [1]  se  réduit  à 

Ax'-h  A V  +  A' V  +  mjz  -+-  "IWzx  4-  2W'xy  -f-  F, = 0 ,  [2] 

en  posant  pour  abréger 

Cette  équation  ne  renferme  qu'un  seul  coefficient  nouveau, 
Fj,  dont  la  valeur  peut  s'obtenir  d'une  manière  très-simple.  Si 
l'on  multiplie  la  première  des  équations  [c]  parx^,  la  deuxième 
par  î/p  la  troisième  par  z^,  et  qu'on  ajoute,  on  a 

A^^  2  +  2By^z^  -h  Cx^  1 
4-AV  +  2BV,+  G'i/j  =  0, 

ce  qui,  en  augmentant  les  deux  membres  de  Cx^  +  Cj/j,  -h  G'X, 
donne 

f  (^n  !/i.  ^^)  —  F  =  Ca),-f-C'i/^-l-C'X, 

et  par  suite 

¥^  =  f{x,,  y^,  z,)=Y  -{-Cx,-i-Cy,-^C'%, 

valeur  facile  à  calculer.  On  voit  que  le  terme  constant  delà  nou- 
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velie  équation  est  égal  au  terme  constant  de  la  première,  aug- 
menté de  la  demi-somme  des  termes  du  premier  degré  dans 
lesquels  on  a  remplacé  a;,  ?/,  z^  par  x^^  y^,  z^. 

Exemple.  —  Soit  T  équation 

x"'  +  ^tf  +  'k^  ^-  <2îjz  +  Azx  +  Qxy  —  26a;  —  Uy  —  52^  —  26  =  0. 
Les  équations  du  centre  sont 

Xi  +  5î/i  4- 2^1  ::=15, 

2a;,  +  7/,  +  4^1=16; 
elles  admettent  une  solution  unique 

Donc  la  surface  proposée  admet  un  centre  dont  ces  valeurs  représentent  les 
coordonnées. 
On  a  dans  ce  cas 

F,r:r_26  — 13.1-12.2  — 16. 3  =  —  111, 

et  l'équation  de  la  surface  se  réduit  à 

x^  +  ôy^-  -h  ^z^'-^-'iyz -h /izx  +  Qxy-^Wi  =zzO. 

689.  Si  l'on  avait  F^  =  0,  l'équation  se  réduirait  à 

Ax'  -j-  A'?/ -H  A'V  -h  2Byz  +  'iB'zx  +  Wxy==0,       [5] 

et  serait  homogène  par  rapport  aux  trois  variables.  11  est  facile 
de  voir  qu'elle  représente  alors  un  cône.  En  effet,  soient 

x=:az,     yz=bz, 

les  équations  d'une  droite  menée  par  l'origine  :  ces  valeurs  de  a; 
et  de  y  étant  substituées  dans  [5]  donnent 

^2  ^4f^2  ^  A'/?^  +  A"  -h  2Bb  +  2B'a  -h  2B"ab]  =0, 

équation  satisfaite  quel  que  soit  z,  si  l'on  a 

Afl^  -+-  A7>2  4-  A"  +  2Bo  -I-  2B'a  -f-  '2W"ab=  0       [4] . 

La  surface  contient  donc  toutes  les  droites  qui  passent  par  l'ori- 
gine et  dont  les  coefficients  angulaires  satisfont  à  la  relation  [4]  : 
c'est  donc  un  cône. 

Une  surface  conique  est  d'ailleurs,  par  sa  définition  môme, 
une  surface  à  centre. 
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Ce  cône  est  asymptote  à  la  surface  [2]  ;  car  chacune  de  ses  gé- 
nératrices rencontre  cette  surface  en  deux  points  à  l'infini. 

Remarque.  —  Si  la  relation  [4]  ne  fournissait  que  des  valeurs 
imaginaires  de  a  pour  toute  valeur  réelle  de  b,  l'équation  [3]  ne 
représenterait  en  réalité  qu'un  seul  point,  l'origine  nouvelle  des 
coordonnées.  On  peut  dire  aussi  que  l'équation  représente,  dans 
ce  cas,  un  cône  imaginaire . 

On  jugera  que  l'équation  représente  un  cône  réel  ou  imaginaire, 
suivant  que  Tintersection  de  la  surface  par  un  plan  sera  une 
courbe  réelle  ou  imaginaire.  Il  y  aura  avantage  à  choisir  pour  cet 
objet  un  plan  parallèle  à  l'un  des  plans  coordonnés. 

Exemple.  —  Soit  Téquation 

x"-  -h  3?/-  4-  4î-  4-  2ijz  +  Azx  +  Qxy  —  '2Qx  —  2%  —  52^  +  85=0. 

La  sufface  qu'elle  représente  a  un  centre,  dont  les  coordonnées  sont  x=\, 
y  =:  2^  x;=:3.  En  y  transportant  Torigine,  on  trouve 

X-  +  %-»  +  42^  +  'iyz  +  Azx  +  6xy  =  0. 

En  faisant  z  =  l,  on  obtient 

x"  -f  3î/-  +  ^xy  -f  22/  H-  4a;  +  4  =  0, 

équation  qui  représente  une  hyperbole  :  la  surface  proposée  est  donc  un  cône. 

690.  Surfaces  dénuées  de  centre.  —  Si  l'on  a  R  =  0  et  que 
l'un  au  moins  des  numérateurs  N,  P,  Q,  soit  différent  de  zéro, 
l'une  au  moins  des  valeurs  [c']  sera  infinie,  et  les  équa- 
tions [c]  n'auront  aucune  solution  commune  :  la  surface  sera  de'- 
nnée  de  centre. 

Exemple.  —  Soit  Téquation 

X-  +  2î/2  —  %xy  +  6a;  —  2|/  +  42  —  25  =  0  ; 

on  trouve  z^=^no,  ce  qui  indique  qu'il  n'y  a  pas  de  centre.  Et  en  effet,  l'équa- 
tion /"i^O  (689)  se  réduit  dans  ce  cas  à  4  =  0,  ce  qui  est  absurde,  et  indique 
bien  qu'on  ne  peut  pas  faire  disparaître  le  terme  en  z. 

691.  Surfaces  qui  admettent  une  infinité  de  centres.  — 

Si  l'on  a  en  môme  temps 

les  valeurs  [c'\  soni  indéterminées  et  la  surface  admet  t(/?^  infinité 
de  centres j  parce  que  les  équations  [c]  se  réduisent  alors  à  deux 
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OU  même  à  une  seule,  et  qu'il  est  possible  d'y  satisfaire  d'une 
infinité  de  manières.  Il  faut  distinguer  deux  cas. 

Mais  auparavant,  remarquons  qu'une  surface  du  second  degré 
ne  peut  être  coupée  par  un  plan  que  suivant  une  courbe  du  se- 
cond degré  ou  l'une  de  ses  variétés;  car  les  formules  d'Euler 
(633),  qui  servent  à  obtenir  l'équation  de  la  section  dans  son 
plan,  sont  du  premierdegrépar  rapport  aux  variables.  Gela  posé  : 

1°  Si  les  équations  [c]  se  réduisent  à  deux,  en  sorte  que  la 
troisième,  par  exemple,  soit  une  conséquence  des  deux  autres, 
les  centres  se  trouvent  tous  sur  la  droite  D  représentée  par 
l'ensemble  des  deux  premières.  Coupons  la  surface  par  deux 
plans  P  et  Q,  l'un  qui  rencontre  la  ligne  des  centres,  l'autre  qui 
la  contienne.  La  première  section  est  une  courbe  du  second 
degré  C,  ayant  pour  centre  le  point  de  rencontre  du  plan  P  et 
deladroileD.  C'est  donc  une  hyperbole  ou  une  ellipse  ou  une 
variété  d'une  de  ces  courbes.  La  seconde  section,  aussi  du  se- 
cond degré,  a  une  infinité  de  centres  situés  surD,  et  ne  peut 
être,  par  conséquent,  que  l'ensemble  de  deux  parallèles  à 
cette  droite.  En  faisant  tourner  le  plan  Q  autour  de  la  ligne 
des  centres,  on  obtiendra  une  infinité  de  droites,  toutes  paral- 
lèles, et  rencontrant  la  section  transversale  C.  Donc  la  surface 
représentée  est  un  cylindre  a  base  elliptique  ou  hyperbolique, 
comprenant  comme  variétés  une  droite  unique  ou  deux  plans  qui 

SE  COUPENT. 

2°  Sites  équations  [c]  se  réduisent  à  une  seule,  à  la  première 
par  exemple,  la  surface  admet  une  infinité  de  centres  situés  sur 
le  plan  P  que  cette  équation  représente. 

Soit  M  un  point  quelconque  de  la  surface.  Si  par  ce  point  on 
mène  un  plan  Q  quelconque,  mais  non  parallèle  au  plan  P,  il 
coupera  ce  plan  suivant  une  droite  D,  et  son  intersection  avec  la 
surface  devant  avoir  une  infinité  de  centres  sur  la  droite  D,  ne 
pourra  être  que  l'ensemble  de  deux  droites  fl  et  r/' parallèles  à  D, 
situées  départ  et  d'autre  du  plan  P  à  égale  distance  de  ce  plan,  et 
dont  l'une  d  passera  par  le  point  M.  Si  l'on  fait  varier  le  plan  Q, 
la  droite  d,  passant  par  M  et  restant  parallèle  à  P,  décrira  un  plan 
parallèle  à  P,  et  la  droite  d' en  décrira  un  second  situé  de  l'autre 
côté  de  P  à  une  distance  égale.  La  surface  se  compose  donc, 
dans  ce  cas,  de  deux  plans  parallèles,  qui  peuvent,  comme  cas 
particulier,  se  réduire  à  un  seul. 
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Exemples.  —  1°  Soit  l'équation 

4.^2  +  9^2 _|_ 97^2  _iG2.r-  Uzy—ù(j  =  0.  [1] 

Les  équations  du  centre  sont,  en  supprimant  les  indices, 

àx—  8^  =0  ) 

9î/- 27^  =  0    .  [C] 

91z—Sx-^'21y  =  0  ) 

On  tire  des  deux  premières 

.7;  =  2.Î,     y^r.'^z,  [2] 

valeurs  qui,  portées  dans  la  troisième,  donnent 

mz~\Qz-Uz  =  ^ 
ou 

0  =  0. 

D'ailleurs,  si  Ton  coupe  la  surface  par  le  plan  des  x\j,  on  obtient  la  courbe 
qui  a  pour  équations 

2=0,     1t^^  4-9^  =  30.  [5] 

Donc  la  surface  est  un  cylindre  à  base  elliptique.  Ses  génératrices  sont  paral- 
lèles à  la  droite  représentée  par  les  équations  [2],  et  on  peut  le  considérer 
comme  ayant  pour  directrice  rellipse  représentée  par  les  équations  [3]. 
2"  Soit  l'équation 

x^  +  2|/2  4-  3^;^''  —  Ixz  —  4?/2;  —  2a;  +  2:2  +  1  =  0. 

Les  équations  du  centre  sont 

rc  — 2— 1  =  0,    ?/  — 2z=:0,     3:5  — .T  — 2?/-hl  =  0, 

doiit  la  troisième  est  une  conséquence  des  deux  premières.  La  surface  a  donc 
une  infinité  de  centres  en  ligne  droite.  Mais  si  Ton  coupe  la  surface  par  le  plan 
des  xij,  on  obtient  pour  l'équation  de  la  section 

■  qui  ne  représente  qu'un  point.  La  surface  se  réduit  donc  à  une  droite. 
3°  Soit  l'équation 

8a;2-f-18î/2  +  222  +  12î/2  +82a;4-24.'rîy  — 50a;  — 75?/ - 25^  +  75  =  0  ;  [4J 

les  équations  du  centre  sont,  en  supprimant  les  indices, 

Sa; +  12?/ +  42  =25 

12;r+18î/  +  6:2=  ^ 

4a;  +    6?/  +  2%.  =  |, 


[C] 


On  reconnaît  que  la  deuxième  s'obtient  en  multipliant  la  première  par  ^  ;  la 
troisième  en  multipliant  la  première  par  f.  Donc  la  surface  se  compose  de 
deux  plans  parallèles. 
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En  effet,  si  l'on  résout  Téqualion  [1]  'par  rapporta  x,  on  trouve,  tout  calcul 
fait, 

i2w  +  42;  — 25_^5 

-r  — "J  —H  _^ 

^^  8  -8* 

L'équafion  [IJ  est  donc  le  produit  des  suivantes  : 

8j:+12ï/  +  42;  — 30=0, 

8a;  +  12?/  +  42;— 20  =  0, 

qui  représentent  bien  deux  plans  parallèles- 
4°  En  appliquant  les  mêmes  méthodes  à  Téquation 

x"  +  ?/  +  5-  +  2z/2  -h  2a;2  4-  2a;î/  —  1  Oa; "  1  Oï/  —  1 02  4-  25  =  0, 

on  reconnaît  qu'elle  représente  deux  plans  qui  se  confondent  et  qui  ont  pour 
équation  commune 

a:;  4-  î/  +  x  =^  5. 

Le  premier  membre  de  l'équation  n'est  en  effet  que  le  carré  de  (rc + ?/  +  2  —  5) . 
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699.  Surface  diamétrale.  Plan  diamétral.  —  Le  lieu  des 
milieux  de  toutes  les  cordes  d'une  suiface, parallèles  à  une  même 
direction,  se  nomme  une  surface  diamétrale.  Si  la  surface  est  du 
^^mo  ordre,  les  cordes  considérées  pouvant  la  rencontrer  en  m 

points,  la  surface  diamétrale  pourra  être  du  degré  — ^ \ 

puisque  les  m  points  d'intersection,  combinés  deux  à  deux,  dé- 

,  mim  —  1)       ,       ^                 ,         ,m(m  —  1) 
termment  — ^-^ cordes  et  par  conséquent  ■   ^  ^ '   mi- 
lieux. Une  surface  diamétrale  sera  donc,  en  général,  d'un  degré  ' 
plus  élevé  que  celui  de  la  surface  proposée.  Mais  lorsquemi=2, 
le  degré  de  la  surface  diamétrale  est  1 ,  c'est-à-dire  que  c'est  un 
plan.  On  lui  donne  alors  le  nom  de  lûan  diamétral. 

Toute  droite  parallèle  aux  cordes  qu'un  plan  diamétral 
divise  en  deux  parties  égales  est  dite  conjuguée  à  ce  plan  dia- 
métral. 

693.  Lorsqu'on  prend  un  plan  diamétral  pour  plan  des  oj?/, 
et  pour  axe  des  z  une  droite  conjuguée  à  ce  plan,  la  substitution 
de  —  %  à  4- ^  ne  doit  pas  changer  l'équation  delà  surface,  ce  qui 
exige  qu'elle  n'ait  que  des  termes  de  môme  parité  en  %^  c'est-à- 
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dire  ou  tous  de  degré  pair,  ou  tous  de  degré  impair.  Mais,  dans 
ce  dernier  cas,  il  ne  doit  pas  exister  de  terme  indépendant  dez. 
Le  premier  membre  de  l'équation  est  donc  divisible  par  :s;  et, 
par  suile,  cette  équation  étant  satisfaite  par  ^=  0,  quels  que 
soient  x  et  i/,  représente  Tensemble  du  plan  des  xy  et  d'une 
certaine  surface  de  degré  pair  en  z;  de  sorte  qu'en  divisant  l'équa- 
tion par  z  il  ne  restera  que  des  termes  de  degré  pair.  On  conclut 
delà  que,  lorsqu'une  surface  admet  un  plan  diamétral^  siVon  prend 
ce  plan  pour  l'un  des  plans  coordonnés^  V équation  ne  renfermera 
que  des  puissances  paires  de  la  variable  relative  à  Vaxe  non  situé 
dans  ce  plan. 

Réciproquement,  lorsque  cette  condition  est  remplie,  par  rap- 
port à  la  variable  :s  par  exemple,  le  plan  des  xy  est  un  plan  dia- 
métral, puisque  à  chaque  système  de  valeurs  de  x  ci  deij  corres- 
pondent deux  valeurs  de  z  égales  et  de  signes  contraires. 

Remarque.  — Si  l'équation  contenait  un  terme  en  z^  mais  ne 
renfermait  pas  d'autre  terme  de  degré  impair  par  rapport  à  cette 
variable,  le  plan  des  xy  ne  serait  pas  un  plan  diamétral;  mais  il 
serait  parallèle  à  un  plan  diamétral,  puisqu'on  pourrait,  en  gé- 
néral, faire  disparaître  le  terme  en  z  par  un  simple  déplacement 
de  l'origine  sur  l'axe  des  z. 

Exemples.  —  I.  Les  équalions 

^z^'  —  ox'^y  —  AS, 

2*  —  ôxz^  +  ^xy  +  2i/  =:  G4, 

représentent  des  surfaces  qui  ont  pour  plan  diamétral  le  plan  des  xy;  la  direc- 
tion conjuguée  est  celle  de  l'axe  des  z. 

.    II.  Les  surfaces 

5;S2  _|-  %f  4-  J^xy  +  5;S  r=z  92, 

5x-  -t-  5?/-  +  Ixy  -f-  6:2  =  45, 

ont  un  plan  diamétral  parallèle  au  plan  des  xy.  Seulement,  dans  la  seconde, 
le  coefficient  de  z'^  étant  nul,  ce  plan  est  à  Tinfini. 

694.  Plans  diamétraux  conjugués.  —  Deux  plans  diamé- 
traux sont  dits  conjugués  lorsque  les  cordes  conjuguées  à  l'un 
d'eux  sont  parallèles  à  l'autre. 

Lorsqu'on  prend  deux  plans  conjugués  pour  plans  des  xy  cides 
xzy  et  pour  axes  des  yei  des  z  des  droites  respectivement  conju- 
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guées  à  ces  plans,  réquation  ne  doit  contenir  que  des  puissances 
paires  des  :2  et  de?/.  Et  réciproquement,  si  ces  conditions  sont  rem- 
plies, le  plan  des  xy  et  celui  des  xz  seront  deux  plans  diamétraux 
conjugués. 

Les  plans  dcsxij  et  des  ;r;5  seraient  encore  conjugués  si,  en  fai- 
sant tourner  l'axe  des  y  dans  le  plan  des  xy^  et  l'axe  des  ;s  dans 
le  plan  des  xz,  on  pouvait  ramener  l'équation  à  la  forme  précé- 
dente. 

Trois  plans  diamétraux  sont  dits  conjugués  lorsque  deux  quel- 
conques d'entre  eux  sont  conjugués. 

Lorsque  les  trois  plans  coordonnés  sont  conjugués,  l'équation 
de  la  surface  ne  doit  renfermer  que  des  puissances  paires  de 
chacune  des  variables. 

Exemples.  —  Les  plans  des  xy  et  des  xz  sont  des  plans  diamétraux  conjugués 
par  rapport  aux  surfaces  que  représentent  les  équations 

Ax^'  +  oxz^-  —  02^  -r-  5^2  _  iqq^ 
Ax'  —  65-î/-=^25. 

Les  plans  coordonnés  sont  conjugués  relativement  à  la  surface  qui  a  pour 
équation 

a;2-f  5Î/2  +  42-  — 25. 

695.  Plans  diamétraux  principaux.  —  Un  plan  diamétral 
est  dit  principal,  lorsqu'il  est  perpendiculaire  aux  cordes  qu'il 
divise  en  deux  parties  égales. 

Les  cordes  conjuguées  à  un  plan  principal  sont  dites  cordes 
principales. 

696.  Diamètres,  axes,  sommets.  —L'intersection  de  deux 
plans  diamétraux  se  nomme  un  diamètre.  Le  diamètre  est  p'm- 
cipal  lorsqu'il  est  l'intersection  de  deux  plans  principaux.  Onlui 
donne  aussi  le  nom  d'axe. 

On  nomme  sommet  le  point  où  une  surface  est  ren'contrée  par 
un  de  ses  axes.    • 

Trois  diamètres  sont  conjugués  lorsque  les  plans  qui  les  con- 
tiennent sont  conjugués. 

69'î'.  Dans  toute  surface  du  second  degré,  les  surfaces  diamé- 
trales sont  des  plans. 
Nous  avons  déjà  été  conduit  à  ce  résultat  par  la  considération 
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du  degré  de  la  surface  diamétrale  (692);  mais  on  peut  aussi  dé- 
montrer la  proposition  de  la  manière  suivante  : 

Rappelons  d'abord  que  toute  surface  du  second  degré  esl  cou- 
pée par  un  plan 'suivant  une  courbe  du  second  degré  (631). 
Un  diamètre  de  la  section  ainsi  obtenue  aura  évidemment  tous 
ses  points  sur  la  surface  diamétrale  conjuguée  aux  cordes  qu'il 
divise  en  deux  parties  égales. 

Maintenant,  soient  S  une  surface  du  second  degré  et  S'  une 
de  ses  surfaces  diamétrales;  si,  par  deux  points  quelconques  pris 
sur  S',  on  mène  un  plan  P  parallèle  aux  cordes  conjuguées,  ces 
deux  points  appartiendront  au  diamètre  conjugué  b.  ces  cordes 
dans  la  courbe  du  deuxième  degré  qui  résulte  de  l'intersection 
du  plan  Pet  de  la  surface  S.  Maisce  diamètre  estune  ligne  droite; 
et  cette  droite  doit  être  tout  entière  dans  la  surface  diamétrale. 
Donc  cette  surface  contient  en  entier  toute  ligne  droite  qui  passe 
par  deux  de  ses  points.  C'est  donc  un  plan. 

698.  Équation  générale  des  plans  diamétrauxdes  surfaces 
du  second  degré.  — Jusqu'à  présent,  nous  n'avons  fait  aucune 
hypothèse  sur  la  direction  des  axes.  Désormais  nous  suppose- 
rons ces  axes  rectangulaires,  ce  qui  est  permis,  puisqu'on 
peut  toujours  passer  de  l'équation  de  la  surface  rapportée  à 
des  axes  obliques  à  l'équation  de  cette  surface  rapportée  à 
des  axes  rectangulaires  :  on  sait  que  dans  ce  passage  son  degré 
reste  le  même. 

Soit  donc 

Ax'^ H- A.Y -h  AV -hlEijz-h  '2Wxz -h  Wxij  -h2Cx 
^  +2G'î/-f-2C":s-i-F=:zO  [1], 

ou  plus  simplement 

f(x,y,z)  =  0, 

l'équation  de  la  surface,  rapportée  cette  fois  à  des  axes  rectan- 
gulaires. 

699.  Jf^lans  diamétraux  conjugués  aux  axes.  —  On  peut 
•d'abord  obtenir  très-simplement  les  plans  diamétraux  conjugués 
aux  axes.  Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  l'axe  des  x. 
En  résolvant  l'équation  par  rapport  à  x,  on  trouve 

A 
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V  désignant  une  certaine  fonction  de  y  et  de  2.  On  voit  par  là  que, 
pour  avoir  les  points  de  rencontre  d'une  parallèle  à  l'axe  des  x 
avec  la  surface  proposée,  il  faut  ajouter  et  retrancher  alternati- 
vement la  quantité  y/y  à  Yx  du  point  où  cette  parallèle  rencontre 
le  plan  donné  par  Féquation 

X  — 


ou 


A 


Aa;-hB"y-f-B':sH-Cr=0.  [P] 


Donc  le  plan  [P]  est  le  plan  diamétral  conjugué  à  l'axe  des  x. 

Remarques.  —  1.  L'équation  [P]  revient  à  f j  —  0'.  Ainsi 
les  plans  diamétraux  conjugués  aux  axes  sont  donnés  par  les 
équations 

f;=o,   f;=o,    f:=o. 

II.  Les  équations  qui  nous  ont  servi  à  déterminer  le  centre 
d'une  surface  du  second  degré  n'étaient  donc  que  les  équations 
des  trois  plans  conjugués  aux  axes. 

III.  Si  la  quantité  V  sous  le  radical  était  un  carré  parfait,  l'é- 
quation [1]  serait  décomposable  en  deux  facteurs  du  premier 
degré  et  représenterait  deux  plans. 

700.  Plan  diamétral  conjugué  à  une  direction  quelcon- 
que. —  Soient 

x  =  az    et     y^^bz  ,   [2] 

les  équations  de  la  direction  donnée,  et  (x^,  [/^,  z^  le  milieu  de 
l'une  des  cordes  parallèles  à  cette  direction  ;  si  nous  transportons 
les  iixes  parallèlement  à  eux-mêmes  en  ce  point,  l'équation  de  la 
surface  deviendra 

f(x^  +  ^,,  ?/+?/,, 2  + :2,)=0,  [5] 

et  les  équations  de  la  droite  qui  détermine  la  corde  considérée 
seront  précisément  les  équations  [2],  celte  droite  passant  par  la 
nouvelle  origine  et  faisant  les  mêmes  angles  avec  les  nouveaux 
axes  qu'avec  les  anciens.  Maintenant,  si  nous  éliminons  x  et  y 
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entre  les  équations  [2]  et] 3],  il  viendra 

[  AftS + x'b'  4-  A"  +  2Bb  +  2B'a  h-  2B"ab]  %' 

équation  dont  les  racines  sont  les  z  des  deux  exlrémités  de  la 
corde  considérée  ;  ces  racines  devant  être  égales  et  de  signes 
contraires,  il  faut  qu'on  ait,  en  supprimant  les  indices, 

an-hbf;-i-f;=0.  [d\ 

Cette  équation  étant  vérifiée  par  les  coordonnées  du  milieu 
d'une  corde  quelconque  parallèle  à  la  direction  donnée,  est 
l'équation  du  plan  diamétral  cherché. 

Remarques.  — I.  L'équation  [d]  est  satisfaite  quand  on  a  à  la 
fois 

n=o,   f;=o,   f:=o,  [e] 

c'est-à-dire  lorsqu'on  y  substitue  les  coordonnées  du  centre; 
ainsi,  quand  la  surface  a  un  centime,  ce  point  se  trouve  sur  un 
plan  diamétral  quelconque;  par  conséquent  tous  les  plaus  dia- 
métraux }}assent  par  le  centre^  ce  qui  est  d'ailleurs  évident. 

II.  Lorsque  la  surface  n'a  pas  de  centre^  tous  ses  plans  diamé- 
traux sont  parallèles  à  une  même  droite  ou  parallèles  entre  eux. 
En  effet,  les  équations 

f;^o,    f;=o,   f:=o,  [k] 

qui  donnent  les  coordonnées  du  centre,  étant  alors  incompati- 
bles, il  ne  peut  aniver  que  deux  cas  :  ou-  deux  des  plans  re- 
présentés par  ces  équations  se  coupent  suivant  une  parallèle  au 
troisième,  ou  les  trois  plans  sont  parallèles  entre  eux. 

1°  Supposons  que  la  droite  représentée  parf^  =  0  et  fy=^0 
soit  parallèle  au  plan  représenté  par  fz=^0.  Tout  plan  passant 
par  cette  droite  aura  une  équation  de  la  forme  (058) 

f;+v;-=o; 

et  pour  qu'il  soit  parallèle  au  plan'/l'i^O,  il  faudra  que  le  pre- 
mier membre  de  cette  dernière  équation  soit  une  fonction 
linéaire  du  premier  membre  de  la  précédente  (650),  et  qu'on 
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ail,  par  exemple, 

Par  suite,  l'équation  [d]  du  plan  diamétral  deviendra 

<+  Hy-^Hîx-^'>^Q  H-  /t  =  0  OU  (a  -{-  k)f;,-^(b-{-k\)fy  4-  /i=: 0, 
équation  d'un  plan  parallèle  à  la  droite 

2°  Supposons  que  les  trois  plans  [k]  soient  parallèles;  f^  et  /jj 
seront  des  fonctions  linéaires  de  f'^  ;  et,  par  suite,  le  premier 
membre  de  Féqualion  du  plan  diamétral  sera  lui-même  une 
fonction  linéaire  de  fj  ;  elle  représentera  donc  un  plan  paral- 
lèle à  fs^O,  c'est-à-dire  aux  trois  plans  [k]. 

III.  Lorsque  la  surface  a  pour  centres  tous  les  points  crime 
même  droite  D,  tous  les  plans  diamétraux  passent  par  celte  droite. 

Dans  ce  cas,  en  effet.  Tune  quelconque  des  équations  [e]  est 
une  conséquence  des  deux  autres  (691)  ;  et  f^,  par  exemple,  peut 
être  considéré  comme  une  fonction  linéaire  de  fi  et  de  fi,;  il  en 
résulte  que  l'équation  [d]  des  plans  diamétraux  peut  s'écrire 
sous  la  forme 

/:;+v;=o, 

et  l'on  voit  que  tous  les  plans  représentés  par  cette  équation 
passent  par  la  droite  D  qui  a  pour  équations 

f:=o  et  f;j=o. 

IV.  Lorsque  la  surface  a  pour  centres  tous  les  points  dhin  plan 
P,  tous  les  plans  diamétraux  se  confondent  avec  le  plan  P. 

Caries  équations  [e]  se  réduisent  alors  à  une  seule  /1-— 0; 
et  l'équation  [cl]  se  réduit  aussi  à  fj^O,  puisque  f]  et/^  ne  sont 
que  des  produits  de  f^  par  des  facteurs  constants. 

•ïOl.  Si,  dans  réqualion  [d]  on  remplace  f'x,  f'y  et  fz  par  leurs  valeurs,  on 
trouve  qu'en  désignant  par  o  {x,  y,  z)  l'ensemble  des  termes  du  2"  degré  dans 
l'équation  de  la  surface,  on  a  pour  l'équation  des  plans  diamétraux 

ar,'^  +  bt^'y  +  9^2  +  2Ca  +  2G'&  +  2C''=  0. 

On  peut  encore  écrire  cette  équation  sous  la  forme 

x.<^'4a,b,])-{-y.o'y{a,b,\)-\-z.r^',{a,b,i)-{-2Ca-i-^G'b  +  '2i:"^0, 

en  permutant  x,  y,  z  avec  a,  6,  1,  ce  qui  est  possible  à  cause  de  la  syméUie. 
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If 02.  Cordes  infinies.  —  La  direction  de  la  droite  x  =  az, 
y  z=:  bz  peut  être  telle,  qu'il  n*existe  en  réalité  aucun  plan  dia- 
métral conjugué  à  cette  direction.  Gela  a  lieu  lorsque  les  coeffi- 
cients angulaires  aeib  annulent  le  coefficient  de  z^^  dans  l'équa- 
tion [4]  du  n*"  700  ;  c'est-à-dire  lorsqu'on  a 

(Remarquons,  avant  d'aller  plus  loin,  que  le  premier  membre 
de  cette  équation  n'est  autre  chose  que  l'ensemble  des  termes 
du  second  degré  de  l'équation  de  la  surface,  dans  lesquels  on 
aurait  remplacé  ^,  ij,  z  par  a,  &,  1 .) 

Lorsque  la  relation  [g]  a  lieu,  l'équation  [4]  a  une  racine 
infinie;  elles  cordes  parallèles  à  la  direction  donnée  ont  elles- 
mêmes  une  longueur  infinie.  11  en  résulte  que  le  milieu  de  cha- 
cune de  ces  cordes  est  indéterminé,  et  que  par  conséquent  il 
n'y  a  plus  de  plan  diamétral  conjugué. 

L'équation  [d]  représente  alors  un  plan  parallèle  aux  cordes 
infinies  ;  Qar,  si  l'on  cherche  la  condition  pour  que  la  droite 

X  =  az^     y  =  bz 

soit  parallèle  au  plan  [d\ ,  on  retrouve  la  condition  [g]. 

Si  l'un  des  systèmes  de  valeurs  x^^  |/^,  z^_  qui  dans  ce  cas 
satisfont  à  l'équation,  [d],  satisfaisait  en  même  temps  à 
l'équation 

l'équation  [4J  serait  satisfaite  indépendamment  de  z.  Et,  en 
effet,  le  milieu  de  l'une  des  cordes  parallèles  à  la  direction 
donnée  se  trouvant  alors  sur  la  surface,  celte  corde  s'y  trouve- 
rait tout  entière,  et  l'ordonnée  z  de  ses  extrémités  serait  indé- 
terminée, en  même  temps  qu'elle  est  infinie.  Cette  corde  serait 
aussi  tout  entière  sur  le  plan  [d] ,  puisqu'elle  a  un  point  sur 
ce  plan  et  qu'elle  lui  est  parallèle. 

L'équation  [g]  ne  peut  être  vérifiée,  quelles  que  soient  les  va- 
leurs de  a  et  b,  à  moins  d'être  identiquement  nulle,  auquel  cas 
l'équation  proposée  cesserait  d'être  du  second  degré.  Donc 
toute  surface  du  second  degré  a  des  plans  diamétraux  à  distance 
finie. 


CHAPITRE  IV 


DES    SURFACES   DU  SECOND   DEGRE 


703.  Lemme.  —  Pour  que  deux  courbes  AB,  A'B'  (fig.  227) 

situées  dans  deux  plans  paral- 
lèles soient  semblables  et  seni- 
blablement  placées^  il  faut  et 
il  suffit  que  leurs  projections 
ab,  a'b'  sur  un  même  plan 
soient  semblables  et  semblable- 
ment  placées. 

Soient   OM    et    O'M'   deux 
rayons  vecteurs  homologues 
et  k  le  rapport  de  similitude,  nous  aurons 

O'M' 


OM 


^k. 


Soient  om  cl  o'm'  les  projections  orthogonales  de  OM  et  de 
OxM'  sur  le  plan  considéré.  Les  projections  de  deux  droites  pa- 
rallèles sur  deux  plans  parallèles  élant  parallèles,  on  aura 

angle  (OM,  om)  =  angle  (O'M',  o'm')  =a, 

par  suite  om  =  OM  cos  a,     o'm' = O'M'cos  a  ; 

,,  ,  o'm'      j 

d  ou  ^~=k. 

om 

Donc  les  deux  courbes  ab  et  a'b'  sont  semblables. 

Réciproquemeint,  si  les  projections  de  deux  courbes  situées  dans 
des  plans  parallèles  sont  semblables,  ces  courbes  le  sont  également. 
Car  de  la  relation 


o'm'      ,  ,,,  .       O'M' 

zzzzk      on  déduit      --,-r 

om  OM 


=  k. 
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Remarques.  —  I.  Nous  avons  supposé  que  les  projections 
étaient  orthogonales  ;  le  théorème  a  encore  lieu  lorsque  les 
projections  sont  obliques.  Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  de 
démontrer  le  théorème  dansée  cas. 

II.  Quand  une  courbe  plane  a  un  centre  C,  sa  projection  sur 
un  plan  quelconque  a  aussi  un  centre  C\  qui  est  la  projection 
du  centre  G  de  la  courbe  proposée. 

Car  toute  corde  de  la  courbe  proposée  qui  passe  par  le  point 
C  y  étant  divisée  en  deux  parties  égales,  sa  projection  est  divi- 
sée aussi  en  deux  parties  égales  au  point  C;  donc  ce  point  C 
est  le  centre  de  la  projection. 

704.  Théorème.  —  Les  sections  faites  par  des  plans  parallèles 
dans  une  sjirface  du  second  ordre  sont  des  courbes  semblables  et 
semblablement  placées. 

Soient 

f{x,y,%)  =  0  [1] 

l'équation  de  la  surface  et  ' 

Ux-\-Ny-hVz-{-Q=0  [2] 

celle  d'un  plan.  Si  l'on  élimine  z  entre  ces  deux  équations,  on 
obtient  l'équation 

r,(X,lJ,Q)=0  [5] 

de  la  projection  sur  le  plan  des  xy  de  la  section  faite  dans  la  sur- 
face parce  plan.  Mais  il  est  aisé  de  voir  que,  dans  cette  équa- 
tion, les  termes  du  second  degré  en  x  et  y  seront  indépendants 
de  Q;  par  conséquent  toutes  les  projections  ainsi  obtenues  en 
faisant  varier  Q  seront  des  courbes  semblables  (516) .  En  d'autres 
fermes  les  sections  faites  dans  la  surface  par  des  plans  paral- 
lèles au  plan  [2]  ont  des  projections  semblables  sur  le  plan  des 
xy  ;  donc,  en  vertu  du  lemme,  ces  sections  sont  elles-mêmes 
semblables  (le  mot  semblable  est  pris  ici  dans  son  sens  ana- 
lytique). 

HO^,  Théorème.  —  Quand  les  sections  faites  par  des  plans 
parallèles  dans  une  surface  du  second  degré  sont  des  courbes  à 
centre,  les  centres  de  toutes  ces  sections  sont  en  ligne  droite.  En 
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effet,  les  sections  parallèles  au  plan 

Mx-h'Ny  +  Vz  =  0  [P] 

sont  représentées  par  l'ensemble  des  équations  [1]  et  [2]  du 
numéro  précédent;  et  l'équation  [5]  représente  leurs  projec- 
tions sur  le  plan  des  xy.  Par  conséquent  les  coordonnées  x  et  y 
du  centre  d'une  quelconque  des  sections  considérées  sont  aussi 
celles  du  centre  de  la  projection.  Or  on  obtiendra  celles-ci  en 
égalant  à  zéro  les  dérivées,  par  rapport  à  x  et  par  rapporta  y, 
du  premier  membre  de  l'équation  [5].  Mais  ces  dérivées  peuvent 
s'obtenir  en  prenant  les  dérivées  de  la  fonction  f,  pourvu  que 
l'on  y  considère  z  comme  une  fonction  de  x  et  de  y  donnée  par 
la  relation  [2] . 
On  obtient  ainsi 

n+n[-f)=o  et  f;+i:(-fj^Q 

U hj /  z 


OU 


M"~N"~P* 


[4J 


Les  coordonnées  du  centre  d'une  quelconque  des  sections  consi- 
dérées satisfont  donc  à  ces  deux  équations,  qui  sont  celles  d'une 
droite  ;  et,  comme  ces  équations  sont  indépendantes  de  Q,  elles 
représentent  le  lieu  des  centres  de  ces  sections  :  ce  qui  démontre 
la  proposition  énoncée. 

La  direction  de  la  droite  [4]  est  dite  conjuguée  h  celle  du 
plan  [P]. 

706.  Théorème.  —  Quand  les  sections  faites  par  des  plans  pa- 
rallèles dans  une  surface  du  second  degré  sont  des  paraboles,  toutes 
ces  paraboles  ont  leurs  axes  parallèles. 

En  effet,  dans  ce  cas,  l'équation 

cp{x,y,Q)=zO 

représenteaussiuneparabole,  puisque  c'est  unecourbedu  second 
degré  qui  s'étend  indéfiniment  dans  un  seul  sens  (598).  De  plus 
tout  diamètre  de  la  section  considérée  a  pour  projection  un  dia- 
mètre de  la  parabole  9;  car,  puisque  le  premier  divise  en  deux 
parties  égales  un  système  de  cordes  parallèles,  il  en  est  de  môme 
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de  sa  projection.  Or  tous  les  diamètres  des  paraboles  représen- 
tées par  l'équation 

sont  parallèles,  car,  les  termes  du  second  degré  en  x  et  ij  dans 
cette  équation  étant  indépendants  de  Q,  toutes  ces  paraboles 
sont  semblablement  placées,  et  ont  par  conséquent  leurs  axes 
parallèles.  Il  en  est  donc  de  même  des  axes  des  sections  consi- 
dérées. 

^O^,  Le  lieu  des  centres  des  sections  planes  parallèles  à  un 
plan  donné  prend  le  nom  de  diamètre.  Celte  définition  coïncide 
avec  celle  qui  a  été  donnée  au  \f  696.  Car  si  par  cette  droite, 
que  nous  nommerons  L,  on  fait  passer  un  plan  quelconque  P,  il 
coupera  les  sections  planes  parallèles  considérées,  suivant  des 
diamètres  qui  seront  parallèles  ;  les  cordes  qui,  dans  chaque 
section,  sont  conjuguées  à  ces  diamètres  seront  aussi  parallèles  ; 
le  plan  P  divisera  donc  en  deux  parties  égales  un  système  de 
cordes  parallèles  de  la  surface;  ce  sera  donc  un  plan  diamé- 
tral. On  peut  donc  considérer  la  droite  L  comme  l'intersection 
de  deux  plans  diamétraux,  ou  même  d'une  infinité  de  plans  dia- 
métraux. 

708.  Théorème.  — Le  plan  diamétral  conjugué  à  un  diamètre 
est  parallèle  aux  sections  planes  conjuguées  à  ce  diamètre. 

Soient 

h il  Iz  rj 

M~N~P  l  - 

les  équations  du  diamètre  conjugué  au  plan 

}i\x-h^y-hVz  =  0,  [2] 

et  soit 

an-i-bf;-^f:=0  [5] 

l'équation  du  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction 

x=azj     y  =  bz.  [4] 

Si  l'on  représente  par  (^{x,ij,z)  l'ensemble  des  termes  du  se- 
cond degré  dans  .l'équation  de  la  surface,  on  voit  aisément  que 
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les  équations 

9;  {x, y,  z)  _  o,j  (x,ij,  z)  _  9:  (x,ij,  z) 
M       "~        N       ~"        P 


[5] 


représenteront  une  droite  parallèle  à  la  droite  [i],  mais  passant 
par  l'origine. 

Pour  qu'elle  soit  identique  à  la  droite  [4],  il  faut  qu'en  rem- 
plaçant X  et  y  par  az  et  bz^  les  équations  [5]  soient  satisfaites 
quel  que  soit  z^  ce  qui  exige  qu'on  ait 


M       ~       N        ~~        P       ' 

attendu  qu'en  opérant  ainsi  ;^  disparait  de  lui-même  comme  fac- 
teur dans  les  trois  membres,parceque9^!,9y,  9^  sont  des  fonctions 
homogènes  du  premier  degré  en  x,  y,  z. 

Mais  on  a  vu,  au  n""  ^Ol,  que  Téqualion  [3]  du  plan  diamétral 
peut  s'écrire 

a;9;(«,  &,  1) -j- î/9;k  M) -H  ^9:(a,  M)  +  2Ca  H- 2C'/>  +  2G''==o. 

On  aura  donc  un  plan  parallèle  en  écrivant 

X9;(a,  &,  1)  -1- yoyia,  ^,  1  )  +  z:^',(a,  b,  i )  —0.         [7] 

Pour  que  les  plans  [2]  et  [7]  soient  parallèles  et  coïncident,  il 
faut  qu'on  ait 

9;(fl, ^,  1  ) _ 9;(a,  bj)  _ 94a.,  b,'\) 
M       "~        N       ~        P       ' 

ce  qui  est  précisément  la  condition  [6].  Donc  si  la  direction  [4] 
est  parallèle  au  diamètre  [1]  conjugué  au  plan  [2],  le  plan  dia- 
métral [3] ,  conjugué  à  la  direction  [4] ,  sera  parallèle  au  plan  [2]  : 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

709.  Théorème.  —  Tous  les  plans  diamétrcnix  conjugués  à  des 
directions  parallèles  à  un  même  plan  P  passent  par  le  diamètre 
conjugué  à  la  direction  du  plan  P. 

Soient 

Mx-^^y-{-Vz=:0  [1] 
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réquation  d'un  plan  fixe  et 

x  =  az^     y^=bz  [*2] 

les  équations  d'une  parallèle  à  ce  plan,  de  telle  sorte  qu'on 
ait  (65S) 

Soient  maintenant 

'  Ù  —  Ù  —  Ù  \A] 

les  équations  du  diamètre  conjugué  à  la  direction  du  plan  [1], 
et 

an^bf;-i-n=o  [5] 

l'équation  du  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction  [2].  Si  dans 
cette  dernière  relation  on  remplace  f^  et  /J  par  leurs  valeurs  ti- 
rées des  relations  [4],  on  obtient 

équation  qui  est  satisfaite  d'elle-même,  en  vertu  de  la  condi- 
tion de  parallélisme  [5].  Il  en  résulte  que  le  diamètre  [4]  est 
contenu  dans  le  plan  diamétral  [5].  La  proposition  se  trouve 
donc  démontrée. 

Remarque.  —  Nous  avons  démontré  la  réciproque  de  ce  théo- 
rème au  n"  70^. 

TIO.  Trois  diamètres  soni  dits  conjugués,  lorsque  chacun  d'eux 
est  conjugué  au  plan  des  deux  autres.  Les  plans  que  ces  dia- 
mètres déterminent  deux  à  deux  sont  eux-mêmes  dcsplans  dia- 
métr aux  conjugués. 

Si  les  plans  diamétraux  conjugués  sont  des  plans  principaux, 
leurs  intersections  sont  des  axes  de  la  surface. 

711.  Remarques.  —  I.  Dans  les  surfaces  à  centre,  tons  les  dia- 
mètres passent  par  le  centre,  puisque  ce  sont  les  intersections  de 
plans  diamétraux,  et  que  ceux-ci  passent  parle  centre  (700, 1). 

II.  Quand  la  surface  a  pour  centres  tous  les  points  d'une  droite^ 
tous  les  diamètres  se  confondent  avec  cette  droite.  Car  tous  les 
plans  diamétraux  passent  par  la  droite  dont  tous  les  points  sont 
des  centres  (700,  III). 
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ni.  Quand  la  surface  a  pour  centres  tous  les  points  (Vmi  plan, 
tous  les  diamètres  sont  dans  ce  plan.  Car  tous  les  plans  diamé- 
traux se  confondent  avec  le  plan  dont  tous  les  points  sont  des 
centres. 

IV.  On  a  vu  au  n°  700,  II,  que  lorsque  la  surface  est  dépourvue 
de  centre,  tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles  àimemême  droite 
ouparallèles  entre  eux^  c'est-à-dire  parallèles  à  un  môme  plan. 

Dans  le  premier  cas,  tous  les  diamètres  sont  parallèles  à  cette 
droite;  dans  le  second  cas,  ils  sont  parallèles  à  ce  plan  ;  mais 
dans  ce  second  cas  ils  sont  rejetés  à  l'infini,  puisque  les  plans 
diamétraux  ne  se  rencontrent  pas. 

TfS.  Relations  entre  les  angles  qui  déterminent  les  directions 
de  trois  diamètres  conjugués. 

Pour  trouver  ces  relations,  il  suffit  d'exprimer  que  deu-s  quel- 
conques des  trois  directions  données  sont  parallèles  au  plan 
diamétral  conjugué  à  la  troisième.  Soient 

X y z      X y z       £ y  z 

l~~m~~n'     f~m'~'n"     l~'~"^'~¥"         ^^^ 

les  équations  qui  représentent  les  trois  directions  données.  Le 
plan  diamétral  conjugué  à  la  première  aura  pour  équation  (700) 

(A/^-P/''m  +  B'î^)a;^-(B'7  +  A'm^-B/%-^(B7^-Bm^-A''?^)^ 

Pour  que  la  seconde  direction  donnée  soit  parallèle  à  ce  plan, 
il  faut  qu'on  ait  (65S) 

(A/4-B"m+B'n)r+(B'7-|-A'm4-Bn)m'-i-(B7-h-Bm-+-A''/0?i'==0[5] 

La  condition  pour  que  la  troisième  direction  donnée  soit  aussi 
parallèle  au  plan  [2]  sera  de  môme 

(M  +  Wm  +B'n)  /"  -f-  (B'7  -t-  k'm  -i-  B?0  m" 

-+-(B7-+-Bm  +  A"n)n"=0.  [4] 

Par  des  permutations  de  lettres  on  exprimera  de  même  les  con- 
ditions nécessaires  pour  que  le  plan  diamétral  conjugué  à 
chaque  direction  donnée  soit  parallèle  au  plan  des  deux  autres. 
On  aura  de  la  sorte  six  conditions-,  mais  elles  se  réduiront  à  trois; 
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car  la  rclalion  [f)]  par  exemple,  qui  exprime  que  la  deuxième  ^ 
direction  donnée  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  à  la 
première,  peut  être  mise  sous  la  forme 

AÏÏ-hA'mm'-hk"nn'-hB(mn'^nm')  -h  B'(/n'  -H  ni') 
-^W(ml'-hlm')  =  0; 

et,  sous  celte  forme  symétrique,  on  reconnaît  qu'elle  exprime 
aussi  que  la  première  direction  donnée  est  parallèle  au  plan 
diamétral  conjugué  à  la  seconde.  Les  quatre  autres  conditions 
formeront  aussi  deux  groupes  identiques;  et  les  six  conditions 
se  réduiront  à  trois.  Il  faudra  y  joindre  les  trois  relations  : 

P-^m''i-n'=\,      P  -+-  m"  -f- n"  =  1 ,       l'" -h m'" -f-  n"^=  1 . 

On  aura  ainsi  six  équations  pour  déterminer,  par  exemple,  /', 
m',  n'  et  l'\  m",  ?i"  connaissant  /,  m,  n, 

713.  Théorème.  —  Le  plan  tangent  en  un  point  d'une  surface 
du  second  degré  est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  du  diamè- 
tre qui  aboutit  au  point  de  contact. 

Soient  x,  ?/,  z  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface  ;  l'équa- 
tion 

Xf;4-Y/-;+z/-:=o  [i] 

représentera  un  plan  parallèle  au  plan  tangent  (671)  en  ce 
point.  Les  équations  du  diamètre  aboutissant  au  point  de  con- 
tact seront  de  la  forme 

h h h  •  rc)i 

et  l'équation 

Mx-h^y-^?z  —  ()  [5] 

représentera  un  plan  ayant  la  direction  conjuguée  à  ce  diamè- 
tre (708). 

Or,  si  dans  l'équation  [1]  on  remplace  /;;,  fj,  /;'  par  les  constan- 
tes M,  N,  P  qui  leur  sont  proportionnelles  en  vertu  des  équations 
[2],  on  obtient 

MX-hNY-hPZ=:0, 


588  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  TROIS  DIMENSIONS. 

c'est-à-dire  réqualion  même  du  plan  [5].  Donc  la  direction  du 
plan  tangent  est  conjuguée  à  celle  du  diamètre  qui  aboutit  au 
point  de  contact. 

g  2.  —  PÔLE    ET  PLAN    POLAIRE. 

'î'f  4.  On  a  vu  au  n*'  681  que  si,  par  un  point  P  dont  les  coor- 
données homogènes  sont  a,  (3,  y,  §,  on  mène  des  plans  tangents 
à  une  surface  du  second  degré 

le  lieu  des  points  de  contact  est  l'intersection  de  la  surface  par 
un  plan  qui  a  pour  équation 

relation  dans  laquelle  il  faut  supposer 

u  =  l     et    §  =  !. 

Cette  intersection  est  aussi  le  lieu  des  points  de  contact  des 
tangentes  à  la  surface  menées  parle  point  P. 

Pour  ces  raisons  on  a  donné  au  plan  [i]  le  nom  de  plan  des 
contacts.  On  le  désigne  aussi  sous  le  nom  de  plan  polaire,  par 
rapport  au  point  P  considéré  comme  jjôle,  parce  que  ce  plan  et 
le  point  P  jouissent  de  propriétés  analogues  à  la  polaire  et  au 
pôle  dans  les  courbes  du  second  degré. 

Remarque.  —  L'équation  [1]  du  plan  polaire  n'est  autre  chose 
que  celle  du  plan  tangent,  dans  lequel  on  a  remplacé  les  coor- 
données courantes  X,  Y,  Z,U,  par  les  coordonnées  a,  p,  y,  o  du 
pôle  P. 

715.  Théorème.  —  Le  plan  polaire  est  conjngué  au  clj^amètre 
qui  aboutit  au  pôle. 

En  effet  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  du  plan  [1]  a  pour 
équations 

tx / ?/ tz  roi 

Or  ces  équations  sont  évidemment  satisfaites  quand  on  y 
remplace  x,  ?y,  z  par  a,  [3,  y  ;  ce  qui  démontre  la  proposition. 
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716.  —  Théorème.  Le  plan  polaire  cV un  point  P  est  le  lieu  du 
conjugué  harmonique  de  ce  point  par  rapport  aux  intersections  de 
la  surface  avec  une  sécante  quelconque  issue  du  point  P. 

Pour  le  démontrer,  prenons  le  point  P  pour  origine  ;  l'équa- 
tion de  la  surface,  rapportée  à  des  coordonnées  rectangulaires, 
sera  de  la  forme 

Ax'  -h  A'tf  -{-  AV  -h  2Bp  H-  "iWxz  H-  Wxy  +  2Cx 

-h2G'î/-f-2G"2-4-F=r.O.  [1] 

Soient  a,  g,  y  ^gs  cosinus  des  angles  qu'une  sécante  quelconque 
menée  par  l'origine  fait  avec  les  axes  coordonnés;  et  soit  p  la 
distance  de  l'origine  au  point  qui  a  pour  coordonnés  x,  ij,  %  : 
on  aura 

^  =  ap)   2/  =  Pp,   ^==ïp; 
et,  en  substituant  dans  [1],  il  viendra 

(  Aa^  -H  A!f  4-  AY  -H  ^2B;^Y  +  2B'aY  -h  2B"ag)  f 

^-2(Ca^-C'^S  +  C"Y)p^-F=rO.  [-2] 

Soient  M'  et  M"  les  points  d'intersection  de  la  sécante  avec  la 
surface,  p'  et  p"  leurs  distances  à  l'origine,  et  p^  la  distance  de 
l'origine  à  son  conjugué  M  par  rapport  aux  points  M'  et  M"  ;  on 


[3] 


devra  avoir  (109) 

2_ 

_i    ,    '1_P"-^P' 

'    Pi~ 

-p'^p"-    p'p"  • 

Or,  p'  et  p"  étant  les  racines  de  l'équation  [2] , 

2(Ca  +  C'g+C"Y) 
F 

Par  conséquent, 

1_ 

(Ca  +  C'^  -\-  C'y 

Pi 

F 

[41 

n 

d'où 

p,{Ga4-CY.  +  G"Y)-4-F  =  0. 
Or,  si  a.\,  ?/^,  z^  sont  les  cordonnées  du  point  M,  on  a  x^  =-  ap^, 
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î/^  =  fip^,  :^,^=:  Y?i  ;  pai*  conséquent,  l'équation  ci-dessus  peut 
s'écrire 

ce  qui  est  l'équation  d'un  plan.  Le  lieu  du  conjugué  harmonique 
du  point  P  est  donc  un  plan.  Mais  ce  plan  contient  les  points  de 
contact  de  la  surface  avec  les  tangentes  issues  du  point  P,  car 
ce  sont  les  points  pour  lesquels  la  sécante  devient  tangente,  et 
pour  lesquels,  par  conséquent,  les  deux  racines  de  l'équation 
[2]  deviennent  égales.  Ce  plan  n'est  donc  autre  chose  que  le 
plan  polaire  du  point  P,  ce  qui  démontre  la  proposition. 

^17.  Remarques.  —  I.  Si  le  point  P  était  sur  la  surface,  le 
plan  polaire  ne  serait  autre  que  le  plan  tangent,  puisque  sa  di- 
rection est  conjuguée  à  celle  du  diamètre  aboutissant  au  point 
de  contact. 

IL  Soit  P'  le  point  où  le  plan  polaire  rencontre  le  diamètre 
passant  par  le  pôle.  Si  le  pôle  P  s'éloigne  de  la  surface  en  res- 
tant sur  le  même  diamètre,  le  point  P'Ven  éloigne  en  sens 
contraire,  comme  il  serait  facile  de  s'en  assurer.  Mais  la  relation 
entre  ces  deux  mouvements  s'obtiendra  plus  aisément  dans 
l'étude  particulière  de  chaque  surface  du  deuxième  degré. 

'î'18.  —  Théorème.  Si  le  pôle  décrit  un  plan,  le  plan  polaire 
change  de  direction,  mais  passe  constamment  par  un  point  fixe; 
et  réciproquement. 

En  effet,  l'équation  du  plan  polaire  peut  s'écrire 

Supposons  que  le  pôle  se  meuve  dans  le  plan  ayant  pour 
équation 

Ma;-f-Nîy-hP:s4-Q=:0.  [2] 

On  aura,   en  mettant  pour  x,  ?/,   z^  les  coordonnées  homo- 


gènes ^ 


a  p    Y 


Ma  +  ]Np  +  PY-f-Qa  =  0.  [3] 


Multiplions  celte  dernière  équation  par  un  facteur  indéterminé 
A,  et  retranchons-la  de  [1],  il  viendra 

a(l\-m)  -hf^(/'',_xN)  +Y(A-AP)-i-S(r«-AQ)--0.[4] 
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Or  cette  équation  est  satisfaite,  quels  que  soient  a,  p,  y,  o, 
si  l'on  pose 

t\=}M,    r,=-}A     A=-XP,    r«  =  XQ.         [5] 

Ces  quatre  équations  feront  connaître  le  facteur  X  et  les  coor- 
données a;,  î/,  z  d'un  point  situé  dans  le  plan  polaire;  donc  ce 
plan  passe  par  un  point  fixe. 

On  arrive  au  môme  résultat  en  remarquant  que,  en  vertu  de 
[5],  les  coefficients  de  l'équation  [1]  sont  fonctions  linéaires  de 
deux  paramètres  arbitraires  (659). 

La  réciproque  est  également  vraie;  car  si  les  équations  [5] 
sont  satisfaites,  on  en  déduit  l'équation  [4]  quels  que  soient 
a,  p,  Y  et  o;  relranchant  de  cette  dernière  l'équation  [1]  et  di- 
visant par  X,  on  retombe  sur  l'équation  [5],  et  par  conséquent 
le  pôle  se  meut  dans  le  plan  représenté  par  celte  équation. 

719.  Théorème.  —  Si  le  pôle  décrit  une  droite^  le  plan  polaire 
change  de  direction,  mais  passe  constammeîit  par  une  droite  fixe  ; 
et  réciproquement. 

En  effet,  les  coordonnées  du  pôle  devant  vérifier  les  deux 
équations  de  la  droite,  deux  de  ces  coordonnées  pourront  s'ex- 
primer en  fonction  de  la  troisième,  et  par  suite  les  coefficients 
de  Téquation  [1]  sont  fonctions  d'un  seul  paramètre  arbitraire 
(660). 

g  5.  —  Des  plans  principaux.  Réduction   de  l'équation  du  second 

DEGRÉ. 

720.  L'équation  générale  du  second  degré  à  trois  variables 
peut  toujours  être  ramenée  à  des  formes  plus  simples  par  un 
changement  de  coordonnées.  Mais,  dans  le  cas  même  où  les 
coordonnées  sont  rectangulaires,  le  calcul  direct  est  presque 
impraticable.  D'ailleurs  on  a  bien  moins  pour  but  d'effectuer 
réellement  cette  réduction  que  de  déterminer  le  petit  nombre 
de  types  auxquels  l'équation  générale  peut  être  ramenée.  La  re- 
cherche de  ces  types  est  fondée  sur  l'emploi  des  plans  princi- 
paux; et  l'on  peut  employer  pour  les  obtenir  deux  méthodes 
distinctes,  dont  l'une,  très-simple,  se  présente  naturellement  à 
l'esprit,  et  dont  l'autre,  plus  compliquée  et  plus  délicate,  mais 
plus  complète,  est,  pour  cela  môme,  fréquemment  demandée 
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dans  les  examens.  Nous  ferons  connaître  successivement  ces 
deux  méthodes. 

7Sf .  Plans  principaux.  —  Première  méthode.  —  Soient  a, 
P,  Y  les  angles  que  fait  avec  trois  axes  rectangulaires  la  direc- 
tion d'un  système  de  cordes  parallèles.  En  posant 

cosa       ^     ,      ces  S 

a=^ et     b=: -, 

cosY  cos  Y 

on  aura  pour  les  équations  d'uae  droite  menée  par  l'origine  pa- 
rallèlement à  ces  cordes 

x^=:az    et    y=:bz.  [1] 

L'équation  du  plan  diamétral  conjugué  à  cette  direction 
sera  (700) 

ar,-\-bfy^f,  =  (}  [2] 

ou 

(ka-\-B"b -hB') x-h(Q"a-{- k'b -hB)  y  -h (B'a  -hBb -h^")  z 

-+-C«  +  CT-+-C"=zO.  [5] 

Pour  que  ce  plan  soit  urî  plan  principal,  il  faut  qu'il  soit  per- 
dendiculaire  aux  cordes  qu'il  divise  en  deux  parties  égales,  et 
par  conséquent  à  la  droite  [1],  ce  qui  exige  que  l'on  ait  (649) 

Aa  +  B"b -hB'  =  a (B'a  -h B&  +  A")  [4J 

et 

B"a -hK'b-i-B  =b (BUt  -h B^ H- A") .  [5] 

Ces  équations  feront  connaître  les  valeurs  de  a  et  de  &,  et,  en 
les  portant  dans  l'équation  [3],  on  aura  l'équation  du  plan  prin- 
cipal correspondant  à  la  direction  considérée. 

Or,  si  Ton  élimine,  par  exemple,  b  entre  les  équations  [4] 
et  [5],  on  obtient  une  équation  en  «,  qui  est  du  troisième  degré: 
car  les  deux  seuls  termes  du  quatrième  degré  qu'elle  pourrait 
contenir,  savoir  -i-BB'^a*et  —  BB'^a*,  se  détruisent.  Il  en  résulte 
que  l'équation  en  a  a  toujours  au  moins  une  racine  réelle  (qui 
peut  être  finie,  infinie  ou  nulle)  ;  en  la  substituant  dans  l'équa- 
tion [4]  qui  est  du  premier  degré  en  b,  on  en  déduira  pour  b 
une  valeur  réelle  (qui  pourra  aussi  être  finie,  infinie  ou  nulle)  ; 
par  conséquent,  il  existe  toujours  au  moins  un  système  de  cordes 
principales. 
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A  ce  système  de  cordes  répond  un  plan  principal.  Mais  il  peut 
arriver,  dans  certains  cas  particuliers,  que  ce  plan  soit  rejeté 
à  l'infini.  Examinons  ce  cas  en  particulier. 

733.  Puisque  les  équations  [4]  et  [5]  déterminent  toujours 
au  moins  une  direction  principale,  prenons  l'axe  des  %  paral- 
lèle à  cette  direction.  Nous  auront  alors  cosa.=:0  et  cosg  =  0, 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  «=0  et  &=0;  par  conséquent, 
l'équation  du  plan  diamétral  correspondant  se  réduira  à 

B'a;-i-B|/H-A"^-l-C"=:0.  [6] 

Pour  que  ce  plan  soit  un  plan  principal,  il  faut  qu'il  soit  per- 
pendiculaire à  l'axe  des  %^  ce  qui  exige  que  l'on  ait  à  la  iois 
B  =  0  et  B'  =  0.  Si,  de  plus,  ce  plan  est  rejeté  à  l'infini,  on  doit 
avoir  xV'=0. 

Il  en  résulte  que  l'équation  de  la  surface  se  réduit  à 

kx'^  +  Mif  -\-  ^"xij  +  Q.X  -+-  C'i/  4-  C"2  +  D  r==  0.      [7] 

Mais,  sans  changer  la  direction  de  l'axe  des  z^  on  peut,  par  une 
transformation  de  coordonnées  dans  le  plan  des  ^y,  faire  dispa- 
raître le  terme  en  x)j  et  le  terme  en  ?/;  en  sorte  que  l'équation 
se  réduit  à  la  forme 

Mx^  +  Nî/  -f-  Px  +  Q  H-  C"2  =  0.  [8] 

Or,  sous  cette  forme,  on  reconnaît  que  le  plan  des  xz  est  un 
plan  principal,  puisque  à  chaque  système  de  valeurs  de  xaiàQz 
répondent  pour  y  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires. 
Donc  il  existe  toujours  au  moins  un  plan  principal  à  distance 
finie. 

733.  Ceci  étant  démontré,  on  peut  supposer  qu'on  ait  pris 
originairement  pour  plan  des  xy  ce  plan  principal;  l'équation 
de  la  surface  devra  alors  donner,  pour  chaque  système  de  va- 
leurs de  X  et  y,  deux  valeurs  de  z  égales  et  désignes  contraires-; 
elle  ne  contiendra  donc  aucun  terme  du  premier  degré  en  z,  et 
elle  sera  de  la  forme 

Ax'^  4-  AY  H-  A":s^  -H  2B"^?/  +  2Cx  ^  2C'y  4-  D  =:  0.     [9] 

Mais,  sans  changer  la  direction  de  l'axe  des  z,  on  peut  toujours 
faire  tourner  les  axes  rectangulaires  des  x  et  des  y  de  manière 
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à  faire  disparaître  le  terme  en  xy.  L'équation  de  la  surface 
prendra  alors  la  forme 

Lx'  -h  Mif  -h  m'  +  2Ga;V  2Hî/  +  D  =  0 .        [10] 

Si,  dans  cette  transformation,  aucun  des  carrés  des  variables  a; 
et  y  n'a  disparu,  on  pourra  faire  disparaître  les  termes  du  pre- 
mier degré  en  transportant  l'origine  au  point  qui  a  pour  coor- 
données 

A\=:  — -j-     et     î/^  =  _-,     avec    z^  =  0; 

l'équation  de  la  surface  sera  alors  réduite  à  la  forme 

Lx^-f-Mî/^  +  N;5*:=T.  [11] 

Si  la  transformation  qui  a  fait  disparaître  le  terme  en  xy  a 
fait  aussi  disparaître  l'un  des  termes  en  x^  ou  en  i/,  le  i>remier 
par  exemple,  on  pourra,  en  transportant  les  axes  parallèle- 
ment à  eux-mêmes,  faire  disparaître  en  même  temps  le  terme 
en  y  et  le  terme  indépendant;  en  sorte  que  l'équation  de  la  sur- 
face se  réduira  à  la  forme 

My'-{-W  =  1l]x.  [12] 

Les  formes  réduites  [11]  et  [12]  comprennent  toutes  les  sur- 
faces du  second  degré. 

If24:.  Remarque.  —  On  peut  remarquer  que,  si  l'équation  de 
la  surface  a  la  forme  [11],  celte  surface  a  trois  plans  principaux 
rectangulaires  deux  à  deux,  qui  sont  précisément  les  plans 
coordonnés. 

Si  l'équation  de  la  surface  a  la  forme  [12],  il  y  a  deux  plans 
principaux  rectangulaires,  qui  sont  les  plans  des  xy  et  des  xz. 
On  peut  regarder  le  troisième  plan  principal,  perpendiculaire 
aux  deux  premiers,  comme  étant  rejeté  à  l'infini. 

Dans  les  deux  cas,  il  y  aurait  une  infinité  de  plans  principaux 
si  l'on  avait  M=N.  Car,  en  faisant  tourner  dans  leur  plan  les 
axes  rectangulaires  des  y  et  des  z,  la  somme  M(y^-{-z^)  serait 
remplacée  par  une  somme  analogue  U(y''^  -hz''^);  et  les  nou- 
veaux plans  des  xy'  et  des  xz'  seraient  encore  des  plans  prin- 
cipaux. 
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112^.  Plans  principaux.  —  Deuxième  méthode.  —  Nous  re- 
présenterons par  /,  m,  nies  cosinus  des  angles  que  la  direc- 
tion des  cordes  principales  fait  avec  les  trois  axes.  Les  équations 
d'une  droite  menée  par  l'origine  parallèlement  à  ces  cordes 
pourront  s'écrire 

-  =  ^--  fil 

/       m      n'  ^  ^ 

et  l'équation  du  plan  diamétral  conjugué  sera 

ou 

(XI  -h  B"m  +  Wn)  X  +  (B'7  +  A'm  -h  Bn)  y 

-H(B'/  +  Bm-f-A"n)^4-C/-f-C'm4-G"n=0.        [5] 

Avant  d'exposer  la  théorie  générale,  nous  examinerons  deux 
cas  particuliers  qu'il  nous  sera  utile  d'écarter  d'abord. 

J.  Admettons  que  l'un  des  trois  cosinus  /,  m,  n  soit  nul;  et 
supposons,  par  exemple,  ?i=:0  ;  les  cordes  considérées  seront 
alors  parallèles  au  plan  des  xy,  et  leurs  équations  pourront 
s'écrire 

y=:jX      et      z  =  0. 

En  même  temps,  l'équation  [5]  se  réduira  à 

(kl  -h  B"m)  X  4-  (B"l  -+-  k'm)  y  -f-  (B7  H-  Bm)  «  ^  C/  +  Cm  =  0  ; 

et  les  conditions  nécessaires  pour  que  ce  plan  et  cette  droite 
soient  perpendiculaires  seront 

[4]       B"/  -4-  A'm  =  ~(M-^  B"m)     et    B7  +  Bm=0.     [5]  . 

Cette  dernière  relation,  jointe  à 

/^ -f- m' +  n'^  ==  i , 
qui  se  réduit,  dans  le  cas  actuel,  à 
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donnera 

l  =  ±L  — —  et     m  =  - 


Ces  valeurs,  substituées  dans  [4],  donnent  une  équation  de  con- 
dition que  l'on  peut  mettre  sous  la  forme 

B'B"  BB" 

A-i^  =  A'-^.  [6] 

Si  l'on  avait  supposé  m==0,  on  eût  trouvé  de  môme 

B~  ^^  ^'  ^^ 

et,  si  l'on  avait  supposé  /=0,  on  eût  trouvé 

A»_f=A'_f.  [8] 

Remarques.  —  I.  Si  Ton  avait  B=:0  et  B'  =  0,  les  valeurs  ci- 
dessus  de  /  et  de  m  seraient  indéterminées;  elles  devraient  seu- 
lement satisfaire  à  la  condition  [5]  ;  il  y  aurait  donc  une  infinité 
de  directions  principales  et  de  plans  principaux.  11  en  serait  de 
même  si  l'on  avait 

B  =  0,  B"  =  0,     ou  bien    B'^0,^  B"=:0. 

11.  Supposons  que  deux  des  cosinus  /,  m,  n  soient  nuls,  et 
qu'on  ait,  par  exemple,  /=:0,  7?i=0,  d'où  résulte  7?::=dzl. 
Les  cordes  considérées  seront  parallèles  à  l'axe  des  z.  Le  plan 
diamétral  correspondant  aura  pour  équation 

Pour  que  ce  soit  un  plan  principal,  il  faudra  qu'il  soit  parallèle 
au  plan  des  ^î/,  ce  qui  exige  que  l'on  ait  B'  =  0,  B  =  0. 

On  verrait  de  même  que  si  l'on  avait  /=:0,  n=0,  il  en  ré- 
sulterait B  =  0,  B'  =  0,  et  que  si  l'on  avait  ?w=:0,  ?i=:0,  on 
devrait  avoir  B'.t^:0,  B"=:0. 

Nous  supposerons  d'abord,  dans  ce  qui  va  suivre,  qu'aucun 
des  trois  cosinus  /,  m,  n  ne  soit  nul,  ce  qui  est  le  cas  le  plus 
général. 
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^2S.  Cela  posé,  reprenons  les  équations  générales  [1]  et  [5]. 
Pour  que  le  plan  [o]  devienne  un  plan  principal,  il  faut  qu'il 
soit  perpendiculaire  à  la  direction  [1];  il  faut  donc  que  Ton  ait 

/  m  n  *      ^  ^  . 

Ces  deu^  équations,  jointes  à  la  relation 

l'-hm'-hn'=z\,  [a] 

serviront  à  déterminer  les  trois  inconnues  /,  m,  n;  et,  si  Ton 
trouve  pour  ces  inconnues  un  système  de  valeurs  réelles,  en  les 
transportant  dans  la  relation  [3],  on  aura  l'équation  du  plan 
'  principal  correspondant  à  la  direction  obtenue. 

Mais,  au  lieu  d'effectuer  ces  calculs  qui  sont  très-pénibles, 
on  égale  les  trois  rapports  [9]  à  une  inconnue  auxiliaire  S;  les 
deux  équations  [9]  sont  alors  remplacées  par  les  trois  équations 

(A_S)/+B"m-f-B'n=z:01 
B"l  +  (A'  —  S)m + Bn  =:  0  ,  [A] 

B7H-BmH-(A"  — S)n=0) 

auxquelles  il  faut  toujours  joindre  l'équation  [a] . 

A  l'aide  de  l'auxiliaire  S,  l'équation  [5]  du  plan  principal 
peut  s'écrire 

S  (Ix  -+-my-h  nz)  +  C/  -+- Cm  -h  C"n  =  0.  [P] 

Si  Ton  tire  de  deux  équations  [A]  les  valeurs  des  rapports 

/  lyyi 

-  et  —,  et  qu'on  les  substitue  dans  la  troisième,  on  obtient 
l'équation  de  condition 

(A_S)(A'  — S)(A"-S)  — (A  — S)B^  — (A'-S)B'^  — (A"-S)B"^ 

4-2BB'B"=rO  [CJ 

ou 

en  posant  pour  abréger 

P  =  — (A-f-A'H-A"), 

Q  r=  AA'  -4-  AA"  +  A'A"  —  B^  —  B'^  —  B"% 

R  =  AB^  H-  A'B'^  -H  A"B"^  ~  AA'A"  —  2BB'B". 
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Le  premier  membre  de  l'équation  [C]  n'est  autre  chose,  comme 
on  pouvait  s'y  attendre,  que  le  déterminant  des  équations  [A], 
c'est-à-dire  le  dénominateur  commun  des  valeurs  de/,  m,  7i  qu'on 
tirerait  de  ces  équations.  La  relation  [C],  ou,  ce  qui  revient  au 
môme,  l'équation  [S],  exprime  donc  la  condition  nécessaire  pour 
que  l'une  quelconque  des  équations  [A]  soit  la  conséquence  des 
deux  autres,  ou  pour  que  les  trois  équations  se  réduisent  à 
une  seule. 

Remarque.  —  On  remarquera  que  le  coefficient  R  n'est  autre 
chose  que  le  dénominateur  des  coordonnées  du  centre  de  la  sur- 
face, que  nous  avons  désigné  par  la  même  lettre  au  n''  687  et 
que  nous  avons  appris  à  former  à  l'aide  du  tableau 


A, 

A', 

A" 

B, 

B', 

B" 

B, 

B', 

B" 

Les  autres  coefficients  de  l'équation  [S]  peuvent  se  retenir  à 
l'aide  du  même  tableau  :  P  est  égal  à  moins  la  somme  des  nom- 
bres de  la  première  ligne;  Q  est  égal  à  la  somme  des  produits 
deux  à  deux  des  nombres  de  la  première  ligne,  moins  les  carrés 
des  nombres  de  la  seconde. 

737.  L'équation  [S]  étant  du  troisième  degré  a  au  moins  une 
racine  réelle,  et  cette  racine  est  finie  puisque  le  coefficient  de 
S^  est  l'unité.  Supposons  que  nous  transportions  cette  valeur 
dans  deux  des  équations  [A],  dans  les  deux  dernières  par  exem- 

pie,  pour  en  tirer  les  valeurs  des  rapports  -  et  —  ;  et  admettons 

que  le  dénominateur  de  ces  valeurs,  lequel  est  un  déterminant 
mineur  des  équations  [A],  ne  soit  pas  nul,  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

(A'_S)B'-BB"^0,     d'où     S<A'  — !^. 

/       ïïi 
On  obtiendra  pour  -  et  —  des  valeurs  finies  et  déterminées 
^        n       n 

k  et  /c';  et,  en  les  substituant  dans  l'équation  [a],  on  en  tirera 

V 'Te-  -h  k"  -f-  1 
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et  par  suite 

l=-h:  —  et     m:=ih 


valeurs  admissibles  dans  lesquelles  les  signes  se  correspondent, 
et  qui  par  conséquent  ne  donnent  que  les  deux  sens  d  une  seule 
et  même  direction  de  cordes  principales.  Ces  valeurs  de  S,  /,  m,  n 
substituées  dans  l'équation  [P]  donneront  l'équation  du  plan 
principal  correspondant  à  ces  cordes. 

Au  lieu  de  se  servir  des  deux  dernières  équations  [A]  pour 

calculer  -  et  —,  on  pourrait  employer  la  première  et  la  seconde 

/       n 
pour  calculer  —  et  —,  ou  la  première  et  la  troisième  pour  obte- 
nir j  et  y;  on  arriverait  à  des  conclusions  analogues. 

A  la  valeur  S  ne  correspondra  donc  quhm  système  de  cordes 
principales  et  tin  seul  plan  principal  si  l'on  a  à  la  fois 

B'B"                    BB"  BB' 

-jj-,      b^A g^,      ^<A— p-„ 


S^A-^,     S^A'-4-,     S^A"-^-„-,     [10] 


inégalités  que  nous  écrirons,  pour  abréger, 

S^a,     S^«',     S^a".  [H] 

Il  s'agit  d'examiner  les  racines  de  l'équation  en  S,  et  d'en 
déduire  les  conséquences  relatives  aux  plans  principaux. 

7S8.  On  peut  d'abord  démontrer  que  V équation  en  S  a  tou- 
jours ses  trois  racines  réelles.  La  démonstration  peut  se  faire  en 
substituant  dans  l'équation  à  la  place  de  S  les  valeurs  —  oo  ,  «, 
a\  a",  -1-  00  ,  et  en  faisant  voir  qu'on  obtient  dans  tous  les  cas 
trois  variations  de  signes.  Mais,  comme  ce  calcul  offre  quelques 
difficultés,  nous  proposerons  le  tour  de  démonstration  qui  con- 
siste à  montrer  que  l'équation  ne  saurait  avoir  des  racines  ima- 
ginaires. 

Soient,  en  effet.  S'  et  S"  deux  racines  imaginaires,  nécessai- 
rement conjuguées,  de  l'équation  en  S.  Ces  racines  imaginaires 
ne  pouvant  annuler  aucun  des  trois  déterminants  mineurs 

(A  _  S)B  —  B'B",     (A'  —  S)B'  -  BB",     (A"  —  S)B"  —  BB', 
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puisqu'ils  sont  du  premier  degré  en  S,  on  tirera  de  deux  des 
équations  [A]  et  de  la  relation  [a]  deux  systèmes  correspon- 
dants de  \aleurs  de  /,  ?n,  n,  qui  seront  évidemment  imaginaires 
conjug;ués.  On  peut  donc  supposer,  par  exemple,  que  les  deux 
systèmes  de  valeurs  soient 


/'=p  +  çv/  — 1,     m':z=;/-+-r/V  — 1,     7i'=|)"4-f/V-'l 


Or  les  deux  systèmes  devant  satisfaire  aux  équations  [A] ,  on 
doit  avoir  les  identités 

(A  -  S')  V  4-  B'W  4- B'n'  ==0,  (A  -  S")  /"  +  Wm"  +  BV  =  0, 
B'Th-{A'— S>'-4-Bn'=:0,  B'r  +  (A'— S")m"  +  Bn"^0, 
m  +  Bm'  4-  (A"  —  ^')n'  =  0,  B7"  +  Bm"  +  (A"—  ^")n"  =  0. 

Multiplions  les  trois  premières  respectivement  par  /",  m",  n", 
les  trois  dernières  par  /',  m',  n\  et  de  la  somme  des  trois  der- 
nières retranchons  la  somme  des  trois  premières,  il  viendra,  en 
ayant  égard  aux  relations 

P-hm"-^n"=::\     et    r -+-m"^ +  n"^  =  l,     [12]     - 

la  relation 

(S'  —  S'')  (17  +  m'm"  4-  n'n")  =  0, 

ou,  puisque  S'  —  S"  est  différent  de  zéro, 

ir-hm'm"-hn'n"  =  0. 

Or  si,  dans  cette  dernière,  on  met  pour  /',  m',  n',  /",  m",  n'\  leurs 
valeurs,  on  obtient 

p'  -4-  f  4-  p"  +  (/'  -hp'"  4-  q'"  =  0, 

ce  qui  exige 

pz=:0,  ry  =  0,  p'  =  0,  q'  =  0,  p"  =  0,  r/'  =  0, 

relations  dont  l'ensemble  est  incompatible  avec  les  identités  [12] . 
Donc  l'équation  en  S  ne  saurait  admettre  des  racines  imagi- 
naires. 

7a9.  Les  trois  racines  de  l'équation  en  S  étant  réelles,  il  en 
résulte  que  si  ces  racines  sont  distinctes,  et  si  aucune  d'elles 
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71  annule  à  la  fois  les  trois  déterminants  mineurs  des  équations 
[A],  c'est-à-dire  si  ces  racines  diffèrent  des  quantités  que  nous 
avons  nommées  «,  a\  a",  la  surface  a  trois  systôm.es  de  cordes 
principales,  et  en  général  trois  plans  principaux  correspondants 
à  ces  cordes.  Nous  disons  en  général,  parce  qu'il  pourrait  arri- 
ver que  l'un  de  ces  plans  fût  rejeté  à  l'infini. 

On  peut  ajouter  que  ces  trois  jjlans  principaux  sont  rectangu- 
laires entre  eux.  Car,  si  l\  m\  n'  et  /",  m",  n!'  représentent  les 
cosinus  des  angles  que  deux  des  directions  de  cordes  princi- 
pales font  avec  les  axes  coordonnés,  on  obtiendra,  en  opérant 
comme  au  numéro  précédent,  la  relation 

/T-f-mV-f-nV^O,' 

qui  exprime  que  les  deux  directions  considérées  sont  perpendi- 
culaires entre  elles  ;  et  il  en  est  évidemment  de  môme  des  plans 
principaux  qui  leur  correspondent. 

730.  Pour  qu'une  racine  S  annule  à  la  fois  les  trois  déter- 
minants mineurs  des  équations  [A] ,  il  faut  que  les  valeurs  de  S 
tirées  de  ces  déterminants  égalés  à  zéro  soient  égales  et  qu'on 
ait 

B'B"  BB"  BB' 

S  =  A-^=A'-9-=A"-^.         [131 

On  tire  de  ces  égalités 

B'B"  BB"  BB' 

A-S  =  '-^,    A'-S  =  i^,     A"-S  =  '|-. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  [C]  et  dans  ses 
deux  premières  dérivées  par  rapport  à  S,  on  reconnaît  que 
l'équation  [C]  est  satisfaite  et  que  la  première  dérivée  s'annule, 
sans  qu'il  en  soit  de  même  de  la  seconde.  On  en  conclut  que  la 
valeur  [1 5]  est  une  racine  double  de  l'équation  [S] . 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  les  équations  [A]  se  réduisent  à 
une  seule 

B'B"/H-BB"m-^BB'«  =  0, 
ou 

/      m      n  ^ 

B~^B'~^B^"~^* 
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Toules  les  valeurs  de  /,  m,  n  qui  satisfont  à  cette  relation  corres- 
pondent donc  à  une  direction  de  cordes  principales.  Ces  direc- 
tions sont  toutes  parallèles  au  plan 

J  +  |+è  =  0.  [141 

Il  y  a,  dans  ce  cas,  une  infimté  de  plans  principaux  perpendicu- 
laires au  plan  [14]. 

Quant  à  la  racine  simple  de  l'équation  en  S,  elle  correspond 
à  une  direction  unique  de  cordes  principales,  et  par  conséquent 
à  un  seul  plan  principal. 

Si  deux  seulement  des  trois  déterminants  mineurs  des  équa- 
tions [A]  s'annulent  pour  une  même  valeur  de  S,  cette  valeur 
est  une  racine  simple  de  l'équation  en  S  ;  on  le  reconnaît  par  la 
suljstitution  directe  comme  ci-dessus,  et  à  cette  racine  simple 
correspond  une  direction  unique  de  cordes  principales. 

731.  Remarques.  — 1.  Lorsque  deux  des  déterminants  mi- 
neurs des  équations  [A]  sont  nuls  en  même  temps,  il  y  a  tou- 
jours un  des  trois  cosinus  /,  m,  n  qui  devient  égal  à  zéro.  Si,  par 
exemple,  on  a  à  la  fois 

X-S  =  ^^     et     A'-S      ï'^" 


B  —  \y  ' 

on  tire  de  la  première  et  de  la  troisième  des  équations  [A]  les 
valeurs 

m  _D^^-(A  — S)(A^^-S)_B^[BB^  — B^^(A^^— S)]_      B^ 
l  '—     ir(A"  — S)  — BB'     ~B   B"(A"  — S)  — BB'~~       B 


et 

n      B(A  — S)  — B'B"  *        0 


0. 


/  —  B"  (A"  —  S)  —  BB'  ~  B"  (A"  —  S)  —  BB' 

On  arriverait  à  une  conclusion  analogue  en  supposant  nul  un 
autre  couple  de  déterminants  mineurs. 

Ceci  s'accorde  avec  la  proposition  démontrée  au  n"*  735,  I. 
Ainsi,  bien  que,  pour  établir  l'équation  en  S  et  pour  démontrer 
la  réalité  de  ses  racines,  nous  ayons  admis  qu'aucun  des  trois 
cosinus  /,  ?n,  n  n'était  nul,  néanmoins  le  cas  où  l'un  d'eux  est 
égal  à  zéro  se  trouve  compris  dans  la  théorie  qui  précède. 
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Lorsque  les  trois  déterminants  mineurs  sont  nuls  à  la  fois,  les 
rapports  que  l'on  tire  des  équations  [A],  de  quelque  manière 
qu'on  les  combine,  se  présentent  toujours  sous  la  forme  §,  ce 
qui  s'accorde  avec  ce  qui  a  été  dit  au  numéro  précédent. 

733.  Nous  avons  supposé  jusqu'ici  qu'aucun  des  trois  coef- 
ficients B,  B',  B"  n'était  nul  ;  il  faut  maintenant  examiner  ce  qui 
arrive  lorsqu'un  ou  plusieurs  d'entre  eux  deviennent  égaux  à 
zéro. 

I.  Supposons  d'abord  qu'un  de  ces  coefficients  soit  nul,  par 
exemple 

B"=::0, 

les  deux  autres  étant  différents  de  zéro. 
Dans  ce  cas  l'équation  [C]  se  réduit  à 

(A-S)(A'  — S)(A"— S)  — (A—S)B«-(A'--S)B''-=0. 

Si  l'on  y  met  pour  S  les  valeurs 

—  oo     ,     A    ,     A'     ,     -i-x), 

le  signe  que  prend  le  premier  membre  est,  en  supposant  A<A', 

+     ,     —     ,     +     ,-. 

Par  conséquent  l'équation  en  S  a  ses  trois  racines  réelles  et  iné- 
gales. 
Si  l'on  a 

A=:A', 

l'équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

(A  — S)[(A-S)(A"-S)-(B^-1-B'^)]=:0. 

On  voit  d'abord  que  S = A  est  une  racine  simple;  et  si,  dans  le 
polynôme  entre  parenthèses,  on  met  pour  S  les  quantités 

—  oo  ,        A"         ,         ;4-X)  , 

on  obtient  des  résultats  dont  les  signes  respectifs  sont 

+     ,     —     ,+. 

Les  deux  autres  racines  sont  donc  réelles  et  inégales. 

En  même  temps  l'hypothèse  B"=0  réduit  les  déterminants 
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mineurs  des  équations  [A]  à 

(A_S)B     ,     (A'  — S)B'     ,     —  BB'. 

Aucune  valeur  de  S  ne  peut  les  annuler  tous  les  trois  ;  par  consé- 
quent, à  chaque  racine  de  l'équation  [S]  correspond  une  direc- 
tion unique  de  cordes  principales. 

733.  II.  Supposons,  en  second  lieu,  que  deux  des  coeffi- 
cients B,  B',  B",  soient  nuls,  et  qu'on  ait,  par  exemple, 

B  =  0,    B'=0, 

B"  étant  différent  de  zéro.  Dans  ce  cas,  l'équation  [C]  se  ré- 
duit à 

•(A_S)(A'  — S)(A"  — S)  — (A"— S)B"2=zO 
ou 

(A"— S)  [(A -S)  (A'~S)  -B"T  =  0. 

On  voit  que 

Sz^A" 

est  racine.  Celte  racine  est  simple  si  la  quantité  entre  paren- 
thèses ne  s'annule  pas  en  faisant  S = A",  c'est-à-dire  si  l'on  a 

(A_A")(A'  — A")  — B"^<0.  [15] 

La  racine  S=A"  est  double  si  l'on  a 

(A_A")(A'  — A")  — B"^=:0.  [16] 

En  même  temps,  les  équations  [A]  se  réduisent  à 

(A_S)/  +  B"m=0,  B"/H-(A'  — S)m=0,  (A"  — S)n=:0.[17] 

Si  S::=A"  est  une  racine  simple^  on  a  l'inégalité  [15]  qui  ex- 
prime que  le  déterminant  des  deux  premières  équations  [17]  est 
différent  de  zéro  ;  ces-  deux  équations  donnent  donc       ♦ 

par  suite  on  a 

n=l. 

Ceci  est  d'accord  avec  ce  qui  a  été  dit  au  n°  7»5,  II. 

Si  S  =  M'  est  racine  double,  on  a  l'égalité  [16],  qui  exprime 
alors  que  les  deux  premières  des  équations  [17]  rentrent  l'une 
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dans  l'aulre.  Les  équations  [1 7]  sont  alors  satisfaites  par 

et  un  couple  quelconque  de  valeurs  de  /  et  m  satisfait  à  la 
relation 

(A— A")/-i-B"m=:0, 

ce  qui  caractérise  une  direction  des  cordes  principales  paral- 
lèles au  plan 

(A  —  k")x-+-h"y=:0. 

734.  III.  Supposons  enfin  que  l'on  ait  à  la  fois 

B=:0,     B'=0,     B"  =  0. 
L'équation  [C]  se  réduit  alors  à 

(A_S)(A'-S)(A"-S)=r.O 
et  admet  pour  racines 

S  =  A,     S=A',     S=:A". 
En  même  temps  les  équations  [A]  se  réduisent  à 

(A  — S)/=0,     (A'-S)m=:0,     (A"-S)/i  =  0.    [18] 

Si  8= A  est  une  racine  simple,  ce  qui  suppose  A,  A'  et  A"  iné- 
gaux, les  équations  [18]  sont  satisfaites  par 

l=\,     m=0,     n=:0, 

ce  qui  répond  à  une  seule  direction  de  cordes  principales,  per- 
pendiculaire à  l'un  des  plans  coordonnés. 

Si  S=:A  est  une  racine  double^  et  qu'on  ait  A=A',  les  équa- 
tions [18]  sont  satisfaites  par 

71  =  0, 

quels  que  soient  /  et  ?n,  pourvu  que  l'équation 

soit  satisfaite  ;  toutes  les  directions  de  cordes  parallèles  au  plan 
des  xy  sont  donc  des  cordes  principales. 
Enfin  si  l'on  avait 

A=:A'  =  A'\ 
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les  équations  [A]  seraient  satisfaites  indépendamment  de  /,  m, 
n;  c'est-à-dire  que  toutes  les  directions  de  F  espace  sont  alors 
des  directions  de  cordes  principales.  II  est  facile  de  s'en  rendre 
compte  en  remarquant  que  si  l'on  a  à  la  fois 

A=:A'=:A" 

avec 

l'équation  du  second  degré  est  Féquation  d'une  sphère;  et  l'on 
sait  que  toutes  les  cordes  de  la  sphère  parallèles  à  une  direction 
donnée  quelconque  sont  coupées  en  deux  parties  égales  par  le 
plan  du  grand  cercle  perpendiculaire  à  cette  direction. 

735.  II  reste  à  examiner  le  cas  où  l'équation  en  S  aurait  une 
ou  plusieurs  racines  nulles. 
Si  l'équation  [S]  a  une  racine  nulle,  ce  qui  suppose 

c'est-à-dire  que  la  surface  est  dépourvue  de  centre  ou  en  a  une 
infinité,  les  déterminants  mineurs  des  équations  [A]  se  rédui- 
sent à 

AB  — B'B",     A'B'-BB",    A"B"  — BB'.  [19] 

Si  ces  trois  quantités  ne  sont  pas  nulles  à  la  fois,  on  tirera  des 
équations  [A]  et  [a]  un  système  de  valeurs  réelles  et  détermi- 
nées pour  /,  ?n,  n;  il  y  aura  donc  un  système  de  cordes  princi- 
pales. L'équation  [P]  du  plan  principal  correspondant  se  réduira 
alors  à 

Cl-i-C'm-hC"n  =  0. 

Si  cette  relation  n'est  pas  satisfaite,  le  plan  principal  considéré 
sera  rejeté  à  l'infini.  Si  cette  relation  est  au  contraire  satisfaite, 
l'équation  [P]  deviendra  une  identité,  c'est-à-dire  qu'il  y  aura 
une  infinité  de  plans  principaux  perpendiculaires  à  la  direction 
des  cordes  principales  obtenues.  Cette  circonstance  se  rencontre 
dans  les  surfaces  cylindriques. 

Si  les  trois  quantités  [19]  étaient  nulles  à  la  fois,  on  en  con- 
clurait 

JrV  |.       7  il  ..,-  ,  il      ^.ff    , 
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d'où 

AA'  H-  AA"  H-  A'A"=B"^  H-  B'^  -f-B^ 

11  en  résulterait 

et  l'équation  en  S  aurait  alors  deux  racines  nulles. 

En  même  temps  les  équations  [A]  donneraient  pour/,  m,  n  des 
valeurs  indéterminées,  puisque  les  trois  équations  se  rédui- 
raient à  une  seule,  savoir 

A;  +  B"m-HB'/i  =  0. 

La  direction  des  cordes  principales  correspondantes  serait  alors 
assujettie  seulement  à  être  parallèle  au  plan 

Les  trois  racines  de  l'équation  en  S  ne  sauraient  être  nulles  à 
la  fois  ;  car,  si  l'on  avait 

Ah-A'+A"=0    et    AA'H-AA"-f-A'A"  — B^— B'^  — B"^z=:.0, 

on  trouverait,  en  élevant  la  première  de  ces  égalités  au  carré  et 
en  retranchant  le  double  de  la  seconde, 

A^-hA'^  +  A'"^H-2B'2  +  2B'^  +  2B"^==0, 

ce  qui  exigerait  qu'on  eût  à  la  fois 

A  =  0,       A'=zO,       A"==0,       Brr=:0,       B' =r  0,       B"r=:0, 

et  alors  l'équation  de  la  surface  ne  serait  plus  du  second  degré, 

^SG.  Résumé.  —  En  résumant  cette  discussion,  on  voit  que  : 

i''  L'équation  en  S  a  toujours  ses  racines  réelles. 

2"  A  chaque  racine  simple  correspond  une  direction  unique 
de  cordes  principales,  et  par  conséquent  un  plan  principal 
unique,  qui  est  rejeté  à  l'infini  si  la  racine  considérée  est  nulle. 

5"  Si  les  trois  racines  sont  inégales^  il  y  a  trois  plans  princi- 
paux, rectangulaires  entre  eux  deux  à  deux. 

4"  S'il  y  a  une  racine  double^  il  y  a  ime  infinité  de  plans 
principaux,  dont  l'un  est  perpendiculaire  à  tous  les  autres. 

5°  Si  l'équation  en  S  a  une  racine  triple,  toutes  les  directions 
de  respace  sont  des  directions  de  cordes  principales^  et  il  y  a 
un  plan  principal  perpendiculaire  à  chacune  de  ces  directions. 
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737.  Réduction  de  Téquation  du  second  degré  à  trois  va- 
riables. —  Ayant  ainsi  déterminé  les  plans  principaux,  on 
pourrait  en  conclure,  comme  dans  la  première  méthode,  les  deux 
formes  simples  auxquelles  on  peut  réduire  l'équation  du  second 
degré  à  trois  variables.  Mais  il  est  préférable  d'employer  la  mar- 
che suivante,  qui  fait  ressortir  de  nouvelles  propriétés  utiles  de 
l'équation  en  S. 

On  peut  d'abord,  sans  changer  l'origine,  transformer  les  an- 
ciens axes  rectangulaires  en  nouveaux  axes  rectangulaires  pa- 
rallèles à  des  cordes  principales.  Si  l'équation  en  S  a  ses  ra- 
cines inégales,  les  trois  directions  de  cordes  principales  seront 
déterminées.  Si  l'équation  en  S  a  deux  racines  égales,  on  pren- 
dra Taxe  des  :2  par  exemple,  parallèle  à  la  direction  des  cordes 
déterminées  par  la  racine  simple,  et  deux  axes  rectangulaires 
quelconques,  qui  seront  nécessairement  parallèles  à  des  cordes 
principales.  Si  les  trois  racines  de  l'équation  en  S  étaient  égales, 
on  pourrait  prendre  les  nouveaux  axes  rectangulaires  à  volonté, 
ou,  ce  qui  serait  plus  simple,  conserver  les  anciens. 

Si  /,  m,  n  désignent  toujours  les  cosinus  des  angles  que  l'une 
des  directions  principales  fait  avec  les  anciens  axes  coordonnés, 
et  l\  m\  n'  et  /",  m'\  n"  les  quantités  analogues  pour  les  deux 
autres  directions  rectangulaires,  les  formules  de  transforma- 
tion seront 

y  z=z  mx'  -h  m'y'  +  m'V, 
z=znx'  -h  n'y'  -hn"z'. 

Soient  L,  M,  N  les  coefficients  des  carrés  des  variables  dans 
l'équation  transformée.  On  démontre  que  ces  coefficients  ne 
seront  autre  chose  que  les  racines  de  l'équation  en  S. 

En  effet,  on  trouvera,  par  exemple, 

L  =:  Al'  -1-  k'm'  ■+-  AV  +  2Bm?î  -i-  "IB'ln  +  2B'7m. 

Or,  si  l'on  se  reporte  aux  équations  [9J  du  n"  736,  on  trouve, 
en  mullij)liant  les  deux  termes  du  premier  rapport  par  l,  les 
deux  termes  du  second  par  m,  les  deux  termes  du  troisième  par 
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11,  et,  ajoutant  membre  à  membre, 

A/^  -H  A  V  4-  A"n'  +  2Bmn  -f-  2B'4ii  4-  2W'lm  =  S  ; 
d'où 

Lz=  S,  c'est-à-dire  une  des  racines  de  l'équation  en  S. 

On  démontrerait  de  même  que  M  et  N  sont  deux  autres  ra- 
cines de  cette  même  équation. 

Quant  aux  coefficients  des  termes  en  yz,  en  xz  et  en  xy,  ils 
disparaîtront. 

Soit,  en  effet,  2V  le  coefficient  du  terme  en  î/V,  on  trouvera 

V  =  A IT  +  A'm'm"  -f-  A"?i'n"  4-  B  (m'n''  -h  m'V) 
-+-  B'(rn"  -f-  ni')  H-  B"(IV  -h  l"m'). 

Or,  si  dans  les  équations  [A]  on  écrit  /',  m',  n'  à  la  place  de 
/,  m,  n,  et  S'  à  la  place  de  S  (S'  étant  la  seconde  racine  de  l'é- 
quation en  S)  et  qu'on  passe  les  termes  en  S'  dans  le  second 
membre,  on  obtient 

A^'4-B'V-i-BV  =rST, 
BT  +  AW+B/i'  =.SV, 
BT-i-Bm'  -|-AV=:SV. 

Multipliant  ces  relations  respectivement  par  T,  m",  n"  et  ajou- 
tant, on  obtient,  en  ayant  égard  aux  relations  qui  lient  les  co- 
sinus /',  m',  n'  et  l'\  m",  n", 

N^^'[lT^m'm"-^n'n") 

ou  simplement  V=0,  puisque  la  quantité  entre  parenthèses  est 
nulle. 

On  appliquerait  la  même  démonstration  aux  coefficients  des 
termes  en  oîY  et  Qwx'y'. 

L'équation  transformée  aura  donc  la  forme  suivante,  en  étant 
les  accents  des  variables  : 

U'  +  mf  H-  N^^  H-  Q^^x  +  CVj  H-  C"^^  +  D,  =  0. 

Cela  posé,  si  la  surface  a  un  ce^iire  unique,  on  pourra  y 
transporter  l'origine;  on  fera  ainsi  disparaître  les  termes  en  x, 
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î/ et  ;s;  et  il  restera,  attendu  que  dans  cette  transformation  les 
termes  du  second  degré  ne  changent  pas, 

lx'-hMf-{-Nz'  =  T;  [20] 

c'est  l'une  des  deux  formes  simples  obtenues  dans  la  première 

MÉTHODE. 

Si  la  surface  n'a  pas  de  centre,  ou  en  a  nne  infinité,  le  dernier 
terme  de  l'équation  en  S  étant  nul,  une  des  racines  de  cette 
équation  sera  nulle.  Ce  sera  L  si  l'on  a  pris  l'axe  des  x  pa- 
rallèle aux  cordes  principales  données  par  la  racine  nulle.  On 
transportera  alors  les  axes  parailèlement  à  eux-mêmes,  de  ma- 
nière à  faire  disparaître  les  termes  en  y  et  en  z,  ainsi  que  le 
terme  indépendant  des  variables.  Les  termes  du  second  degré  ne 
changeront  pas,  et  il  restera  une  équation  de  la  forme 

M?/^  +  N^'  =  2Ua;;  [21] 

c'est  la  seconde  forme  simple  obtenue  dans  la  première  méthode. 

•738.  Discriminant.  —  On  verra  plus  loin  que  la  nature  des 
surfaces  représentées  par  les  équations  [20]  ou  [21]  dépend 
principalement  des  signes  des  coefticients  des  termes  du  second 
degré.  Or,  puisque  ces  coefficients  sont  les  racines  de  l'équation 
en  S,  ces  signes  pourront  toujours  être  déterminés  à  la  seule 
inspection  de  l'équation  [S],  par  l'application  de  la  règle  de  Des- 
cartes, puisque  cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles.  On 
peut  donc  regarder  l'équation  en  S  comme  le  discriminant  de 
l'équation  du  second  degré  à  trois  variables. 

^39.  Invariants.  —  Les  racines  de  l'équation  en  S  n'étant 
autre  chose  que  les  coefficients  L,  M,  N  des  termes  du  second 
degré  dans  les  équations  réduites  [20]  ou  [21],  il  en  résulte  que 
l'on  a 

P=— (L-f-M  +  N),Q=:+(LM4-LN  +  MN),R=-LMiN 

ou,  en  mettant  pour  P,  Q,  R  leurs  valeurs  {'S2G), 
A-|-A'4-A"=L-i-M-4-Nj 
A  A'  H-  AA"  +  A'A"  —  B^  —  B'^  —  B"^  ^  LM  +  LN  -+-  MN, 
AB^  -h  A'B'^  -+-  A"B"^  -  AA'A"  -  2BBB"=  LMN. 
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Ces  quantités  sont  donc  des  invariants  des  surfaces  du  second 
degré. 

740.  Conditions  pour  qu'une  surface  du  second  degré 
soit  de  révolution.  —  L'inspection  des  équations  [20]  et  [21] 
montre  que,  lorsque  deux  des  coefficients  L,  M,  N  sont  égaux,  la 
surface  est  une  surface  de  révolution.  Car  si  l'on  a,  par  exemple, 
M  =  N,  on  peut,  sans  changer  l'équation,  faire  tourner  d'un 
même  angle,  dans  leur  plan,  les  axes  àesy  et  des  %. 

Réciproquement,  si  une  surface  du  second  degré  est  unesur- 
face  de  révolution,  les  sections  faites  perpendiculairement  à 
l'axe  de  révolution  ont  leur  centre  sur  cet  axe  ;  il  en  résulte  que 
cet  axe  est  un  axe  principal,  et  que  le  plan  principal  correspon- 
dant lui  est  perpendiculaire.  Par  conséquent,  si  l'on  prend  cet 
axe  principal  pour  axe  des  x^  par  exemple,  l'équation  réduite 
devra  avoir  l'une  des  formes 

Ix'  ■+■  M(^^  -H  z')  =  T    ou    M(y'  4-2^)  —  ^Vx, 

c'est-à-dire  les  formes  réduites  trouvées  plus  haut,  dans  les- 
quelles les  coefficients  des  carrés  de  deux  variables  sont  égaux. 
Or,  pour  que  l'équation  en  S  ait  deux  racines  égales,  il  faut, 
d'après  la  discussion  faite  plus  haut,  ou  bien  qu'on  ait  (7^9) 


B  B'  B 

ou  bien  que  deux  des  coefficients  B,  B',  B"  soient  nuls  et  qu'on 
ait,  par  exemple  (73S), 
Soit 

Br=z:0,  B'=:0  avcc  (A— A")  (A' -- A")  —  B"^  =  0  ; 
Soit 

B=zO,B"i=:0  avec  (A  -  A')  (A"  -  A'j  —  B'^^^O; 
Soit 

B'=0,  B''  =  0    avec  •  (A'  — A)  (A''  — A)  —  B^z^O. 

Telles  sont  donc  les  conditions  nécessaires  pour  que  l'équa- 
tion du  second  degré  à  trois  variables  représente  une  surface  de 
révolution. 
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§    5.    —    CLASSIFICATION    DES    SURFACES   A    CENTRE. 

741.  Considérations  générales.  —  Toutes  les  surfaces  à 
centre  sont  comprises,  comme  nous  l'avons  vu,  dans  l'équation 

lx'-h^^y'-i-^z'  =  T.  [1] 

Si  l'on  suppose  que  le  terme  tout  connu,  passé  dans  le  second 
membre,  soit  positif,  condition  que  l'on  peut  toujours  remplir, 
on  n'aura  plus  à  examiner  que  les  cas  suivants  :         | 

d'^  Les  coefficients  du  premier  membre  sont  tous  positifs  ; 

2°  Un  seul  des  coefficients  du  premier  membre  est  négatif; 

5°  Deux  de  ces  coefficients  sont  négatifs. 

Le  cas  où  les  trois  coefficients  seraient  négatifs  doit  être  écarté, 
puisqu'il  est  clair  que  l'équation  [1]  ne  pourrait  être  satisfaite 
alors  par  aucune  valeur  réelle  des  variables  et  ne  représenterait 
aucune  surface. 

Toute  surface  à  centre  est  comprise  dans  une  de  ces  trois  divi- 
sions :  seulement,  si  quelque  coefficient  est  nul,  on  peut  regar- 
der la  surface  représentée  comme  appartenant  à  deux  de  ces 
classes  entre  lesquelles  elle  servira  de  transition.  Ainsi,  quand 
on  a  N  =  0,  la  surface  peut  être  considérée  comme  une  limite 
commune  des  surfaces  oùN  est  positif  et  de  celles  où  N  est  néga- 
tif. Enfin,  nous  remarquerons  une  fois  pour  toutes  que  les  sur- 
faces représentées  par  Téquation  [i]  sont  symétriques  par  rap- 
port aux  plans  actuels  des  coordonnées.  De  la  partie  comprise 
dans  l'angle  trièdre  des  axes  positifs,  il  sera  toujours  facile  de 
déduire  les  parties  comprises  dans  les  sept  autres  angles 
trièdres. 

74:2.  Premier  cas.  Les  trois  coefficients  du  premier 
membre  sont  positifs.  —  Geniœ  ellipsoïde. 

Coordonnées  à  rorujine.  Axes.  Equation  aux  axes.  —  Si,  dans 
l'équation  de  la  surface,  on  fait  l/=0  et  z=::0,  on  obtient 


-Vr 


quantité  réelle  que  nous  représentons  par  ±a 


La  surface   coupe    donc  l'axe  des  x  en  deux  points  A  et  A' 
(fig.228),  situés  à  une  distance  a  de  l'origine.  On  verra  de  même 
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que  si  Ton  pose 
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''=\/lv  '=\/l^ 


la  surface  est  rencontrée  par 
l'axe  des  y  en  deux  points  B  et  B' 
à  une  distance  h  de  l'origine,  et 
par  l'axe  des  z  en  deux  points 
C  et  C\  à  une  distance  c  de 
cette  origine.  Les  six  points 
que  nous  venons  de  détermi- 
ner sont  les  sommets  de  l'el- 
lipsoïde. 

Les  droites  AA'i=2«,  BB'  =  2&,  CC'=2c  sont  appelées  les 
axesàe  l'ellipsoïde.  Pour  introduire  leurs  longueurs  dans  l'équa- 
tion de  la  surface,  il  suffit  de  remplacer  L,  M,  N  respective- 

T    T    T 
ment  par --2,  p,  -,;  et  alors,  en  divisant  par  T,  l'équation  devient 


^%-î!=i 


[E] 


c'est  ce  qu'on  appelle  l'équation  aux  axes. 

•743.  Sections  principales.  —  En  égalant  tour  à  tour  à  zéro 
chacune  des  variables  dans  [E],  on  aura  les  traces  de  la  surface 
sur  chacun  des  plans  coordonnés,  ou  ce  que  l'on  nomme  les 
sections  principales  de  l'ellipsoïde.  Elles  ont  donc  pour  équa- 
tions 

-0,     ^^^  =  U 


y=o, 


x"       %^       ^ 


^=0,    'i 


c' 


Ces  trois  sections  sont  des  ellipses  :  la  première,  ABA'B',  a  pour 
axes  2a  et  2b;  la  deuxième,  AGA'C,  2«  et  2c;  la  troisième, 
BCB'C,  ^b  et  2c.  On  les  nomme  ellipses  principales. 
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744.  Sections  par  des  plans  parallèles  aux  plans  coordonnés; 
limites  de  la  surface.  —  Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  pa- 
rallèle au  plan  des  %y^  à  une  distance  OP  =  a,  la  section  ainsi 
obtenue  aura  pour  équations 

'     b^      c^  a^ 

Elle  représente  une  ellipse  dont  les  axes  sont  proportionnels 
à  &  et  à  c.  Cette  section  se  réduit  à  un  point  si  a^=a^;  elle  devient 
imaginaire  pour  a^>>«-. 

On  conclut  de  là  que  l'ellipsoïde  est  tout  entier  compris  entre 
deux  plans  parallèles  au  plan  des  zy^  menés  par  les  points  A  et 
A'.  La  môme  chose  pouvant  se  dire  relativement  aux  autres  axes, 
on  voit  que  l'ellipsoïde  est  inscrit  dans  un  parallélépipède  rec- 
tangle dont  les  arêtes  sont  2»,  ^b,  2c. 

745.  Section  par  un  plan  quelconque.  —  Si  Ton  coupe  l'ellip- 
soïde par  un  plan  dont  l'équation  soit 

z=::mx-hny-hp, 

la  projection  de  la  section  sur  le  plan  des  xy  sera  représentée 
par 

x'^     y'      (mx-hny-^pY_ 
a^'^l'^  â  ~~ 

La  fonction  caractéristique  B^ — 4AC  est  ici 


m^n"" 

(m"      \\ 

c' 

'Kê-^â^) 

ne        re 

1 

b^â      a'c' 

a'b'' 

ou 


quantité  toujours  négative  ;  cette  projection  est  donc  une  el- 
lipse. Donc  la  courbe  projetée,  qui  est  du  second  degré,  et 
située  sur  un  cylindre  à  base  elliptique,  est  aussi  une  ellipse 

(598). 

Remarques.  —  L  Si  a=zb^=^c^  l'équation  se  réduit  à 


î/^4-r  =  a 
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et  représente  une  sphère.  La  sphère  est  donc  un  ellipsoïde  dont 
les  axes  sont  égaux. 

II.  Si  b=:a,  toutes  les  sections  parallèles  au  plan  des  xy  sont 
des  cercles,  et  la  surface  peut  être  conçue  comme  engendrée 
par  l'ellipse  principale  ACA'C'qui  tournerait  autour  de  l'axe  des 
z.  On  a  alors  un  ellipsoïde  de  révolution, 

III.  Lorsque  1=0,  l'équation  ne  peut  être  satisfaite  que  par 
x=0^  y^=0  et  z'=zO.  Elle  représente  un  point,  l'origine  des 
coordonnées.  Le  point  est  donc  une  variété  de  l ellipsoïde. 

IV.  Quand  on  suppose  c=oo,  l'équation  de  l'ellipsoïde  se 
réduit  à 

a'  ^  b' 

et  représente  un  cylindre  à  base  elliptique.  Cette  variété  du 
genre  ellipsoïde  peut  donc  être  obtenue  en  augmentant  indéfi- 
niment l'un  des  axes  de  l'ellipsoïde,  dont  les  deux  autres  axes 
restent  constants,  ou  varient  suivant  une  loi  qui  leur  assigne  des 
limites  finies. 

746.  Deuxième  cas.  Un  seul  coefficient  négatif.  —  Genre 
HYPERBOLOÏDE  A  UNE  NAPPE.  —  L'équatiou,  OU  mettant  Ics  signes  en 
évidence,  est 

Coordonnées  à  V origine.  Axes.  —  Pour 


î/  =  0,     z=:0,     on  a     X=:±t/ 


0,    ^=0,    on  a    î/=:±:v/|; 


x=:0,    î/=0,    on  a    ^  =  =i= 


V    N 


Les  deux  premières  valeurs  sont  réelles,  et  montrent  que  la  sur- 
face est  rencontrée  par  Taxe  des  x  en  deux  points  également 
éloignés  de  l'origine  ;  il  en  est  de  môme  pour  l'axe  des  y  ;  mais 
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elle  n'est  pas  rencontrée  par  l'axe  des  z.  Il  n'existe  donc  que 
quatre  sommets  A,  A',  B,  B'  (fig.  229). 
Si  l'on  pose,  comme  dans  le  premier  cas, 

•=^L.     -VI-     '=^Î' 

2a,  2&,  2c  sont  appelés  les  axes 
de  l'hyperboloïde  ;  mais  les  deux 
premiers  sont  des  axes  transverses 
ou  réels  ;  le  troisième  est  un  axe 
imaginaire.  Ces  longueurs,  intro- 
duites dans  l'équation  de  la  sur- 
face, lui  donnent  la  forme 


y' 


1. 


m 


Fig.    ^29. 


Elle  ne  diffère  de  l'équation  de 
l'ellipsoïde  que  par  le  changement  de  â  en  — c^ 


747.  Sections  jirincipales,  —  Les  sections  principales  ont 
pour  équations 

?/  _  z^ 


x  =  0, 
z  =  0, 


1, 


Les  deux  premières  QAA'Q',  BBB'B',  situées  dans  le  plan  des 
yz  et  dans  le  plan  des  xz,  sont  des  hyperboles,  dont  l'axe  imagi* 
naire  coïncide  en  direction  avec  l'axe  des  z.  La  section  par  le 
plan  des  xy  est  une  ellipse  ABA'B',  dont  les  axes  coïncident  avec 
les  axes  réels  de  la  surface.  On  la  nomme  ellipse  de  gorge. 

748.  Sections  parallèles  aux  sections  principales.  —  Si  l'on 
donne  à  z  une  valeur  déterminée  y,  on  obtient  l'équation 


X' 

a^ 


1-1 +L 
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qui  représente  la  section  de  la  surface  par  un  plan  parallèle  au 
plan  des  xij.  C'est  une  ellipse  QRQT/  toujours  réelle,  et  d'autant 
plus  grande  que  7^  est  plus  grand.  L'hyperboloïde  se  compose 
donc  de  deux  portions  indéfinies,  situées  de  part  et  d'autre  du 
plan  des  xij^  et  qui,  se  raccordant  suivant  l'ellipse  de  gorge,  ne 
forment  en  réalité  qu'une  seule  nappe  illimitée  dans  les  deux 
sens  :  de  là  son  nom  d^hyperbolo'ide  à  une  nappe. 

Un  plan  mené  parallèlement  à  celui  des  yz,  à  la  distance  a  de 
ce  plan,  donne  une  section  représentée  par  l'équation 

b'      e~         a'' 

hyperbole  dont  l'axe  transverse  est  parallèle  à  l'axe  des  y,  si  l'on 
a  a?<,ci^-,  et  parallèle  à  Taxe  des  z  dans  le  cas  contraire.  Quand 
on  a  a^  =  a%  l'hyperbole  se  réduit  à  deux  droites.  Les  sections 
parallèles  au  plan  des  xz  donneraient  lieu  à  des  observations 
analogues. 

Section  par  un  plan  quelconque,  —  Un  calcul  semblable  à  celui 
que  nous  avons  fait  dans  le  premier  cas,  montrerait  que  l'hy- 
perboloïde  à  une  nappe  peut  donner,  par  son  intersection  avec 
un  plan,  les  trois  courbes  du  second  degré. 

Remarque.  —  Si  a  =  b^  l'ellipse  de  gorge  se  réduit  à  un  cer- 
cle, ainsi  que  toutes  les  sections  parallèles  au  plan  des  xy.  La 
surface  peut  alors  être  engendrée  par  la  révolution  de  l'hyper- 
bole principale  QAS  autour  de  l'axe  des  z. 

•749.  Cône  asymptote.  —  Si  T  =  0,  l'équation 

homogène  par  rapport  aux  trois  variables,  représente  un  cône. 
Si  l'on  compare  ce  cône  à   l'hyperboloïde  représenté  par 
l'équation 

La;'-|-Mî/'-  — N;5^  =  T,  [2] 

on  arrive  à  un  résultat  très-remarquable  et  que  nous  allons  faire 
connaître. 

Soient  V(x,  y,  Z)  et  p{x^y,  z)  les  points  où  une  parallèle  à 
l'axe  des  z  rencontre  le  cône  [1]  et  l'hyperboloïde  [2];  nous 
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aurons 

NZ^=La;^  +  Mi/, 


d'où 

et,  par  suite, 


N(Z'-— ^'-)r=T, 


1^%= 


N(Z. 


Or,  si  nous  supposons  Z  et  %  de  même  signe,  ce  qui  revient  à 

prendre  les  deux  points  P  ctp  d'un  même  côté  du  plan  des  x^^ 

l-\-%  croîtra  indéfiniment  à  mesure  que  l'on  s'éloignera  de 

l'origine,  c'est-à-dire  à  mesure  qu'on  fera  croître  x  et  î/,  et  par 

conséquent  la  distance  entre  les  deux  surfaces  tendra  vers  %éro; 

mais  cette  distance  ne  sera  jamais  nulle. 

A  catise  de  cette  propriété,  le  cône  [1]  a  reçu  le  nom  de  cône 

asymptote  de  l'hyperboloïde  [2].  Son  équation  peut  se  mettre 

sous  la  forme 

x'      ?/      z'      ^ 
1-1- n — -.=0. 

Cl"        ¥       â 

Ce  sera  un  cône  de  révolution  si  a=:h. 

Remarques. — I.  L'équation  de  l'hyperboloïde  et  celle  de  son  cône 
asymptote  ne  différant  que  par  un  terme  constant,  on  peut  en 
conclure  que  les  sections  faites  par  un  môme  plan  dans  ces  deux 
surfaces  sont  des  courbes  semblables,  et  sembîablement  placées. 

II.  Lorsque  c=:oo  ,  l'équation  [HJ  se  réduit  à 

et  représente  un  cylindre  à  base  elliptique.  On  aurait  un  cylindre 
à  base  hyperbolique  en  supposant  fc=:oo  ,  c  restant  fini. 

III.  Si  l'on  a  en  môme  temps  &  =  oo  ,  c  =  oo  ,  la  surface  se 
réduit  à  deux  plans  parallèles. 

750.  Troisième  cas.  Deux  coefficients  négatifs.  —  Genre 
irïPERBOLoïDE  A  DEUX  NAPPES.  —  En  mettant  en  évidence  les  signes 
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des  coefficients,  réquation  est  dans  ce  cas 

Axes;  sommets.  —  Pour 

î/z=0,  z=:b^  on  a  a;  =  ±W|-, 

x=:0,  %  =  0,  on  a  î/=:zh\/-^, 

x=zO,  ?/  =  0,  on  a  :5  =  ±y-^. 

L'axe  des  x  est  donc  le  seul  qui  rencontre  la  surface.  Si  l'on 
pose 

a=s^l,    h^^^,    c=y^i-, 

2a,  2&,  2c^  sont  encore  appelés  les  axes  de  l'hyperboloïde  ; 
mais  le  premier  seul  est  réel.  La  surface  n'a  donc  que  deux 
sommets,  savoir  :  les  points  A  et  A'  (fig.  250),  où  elle  est  ren- 
contrée par  Taxe  des  x. 


Figr.  230, 


En  introduisant  les  longueurs  des  axes  dans  l'équation  de  la 
surface,  on  la  réduit  à  la  forme 


a^       b'^      e 


1. 


[H.1 


Cette  équation  ne  diffère  de  celle  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe 
que  par  le  changement  de  ¥  en  —  b^\ 
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751.  Sections  principales.  —  Les  sections  principales  sont 
données  par  les  équations 


0^  =  0, 

7* 

'^==0, 

-S='^ 

.  =  0, 

x" 
a" 

-$-'■ 

La  première  est  une  ellipse  imaginaire.  Les  deux  autres  sont 
des  hyperboles  dont  l'axe  transverse  coïncide  avec  l'axe  des  x, 

75S.  Sections  jjarallèles  aux  sections  principales.  Limites  de  la 
surface.  —  Une  section  parallèle  au  plan  des  zij  a  pour  équations 

if'       %^        a? 
'     h^       c^       a^ 

C'est,  en  général,  une  ellipse;  mais  cette  ellipse  esf  imaginaire 
tant  que  l'on  aa^<C«^  Elle  se  réduit  à  un  point  lorsque  a^  =  a'. 

Donc  il  n'y  a  aucun  point  de  la  surface  comprise  entre  deux 
plans  perpendiculaires  à  l'axe  des  .r,  menés  par  les  points  A 
et  A'.  Mais  si  l'on  a  a^>a%  la  section  est  une  ellipse  réelle  qui 
croît  avec  a.  Donc  la  surface  est  composée  de  deux  nappes  infi- 
nies, séparées  l'une  do  l'autre,  et  qui  s'élargissent  de  plus  en 
plus  à  mesure  qu'on  s'éloigne  du  plan  des  xy.  De  là  et  de  la  na- 
ture de  deux  de  ses  sections  principales  le  nom  d'hyperboloide  à 
deux  îiappes. 

On  verra  de  même  que  les  sections  parallèles  aux  deux  autres 
plans  coordonnés  sont  des  hyperboles. 

Quant  aux  sections  par  des  plans  quelconques,  elles  peuvent 
être  l'une  des  trois  courbes  du  second  degré. 

Remarques.  —  L  Si  è  =  c,  toute  section  parallèle  au  plan  des 
zy  est  un  cercle,  et  l'hyperboloïde  est  alors  une  surface  de  révo- 
lution ayant  pour  axe  l'axe  des  x. 

II.  Si  T^O,  l'équation  se  réduit  à 

lx'-.Mx'  —  m'  =  0,   . 
et  représente  un  cône. 
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III.  Le  cône  et  l'hyperboloïde  qui  ont  respectivement  pour 
équation 

x^-      \f       z^ . 

sont  deux  surfaces  asymptotes  l'une  de  l'autre;  même  démon- 
stration que  pour  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 

Ces  deux  surfaces  sont  coupées  par  un  même  plan  suivant  des 
courbes  semblables. 

IV.  Le  cylindre  à  base  hyperbolique  et  le  système  de  deux 
plans  parallèles  sont  des  cas  particuliers  de  l'hyperboloïde  à 
deux  nappes.  Le  premier  s'obtient  en  supposant  è  ou  c  infinis; 
le  second  en  faisant  à  la  fois  b  et  c  infinis. 

•753.  Résumé.  —  Les  surfaces  du  second  ordre,  douées  de 
centre,  se  partagent  donc  en  trois  genres  : 

1°  Une  surface  entièrement  fermée,  I'ellipsoïde,  dont  l'équa- 
tion la  plus  simple  est 

ïî  +  g  +  ^==l,  [E] 

a^      b-       c'  ^ 


et  qui  comprend,  comme  variétés,  le  point,  le  cylindre  à  base 
elliptique,  le  système  de  deux  plans  parallèles. 

2°  Une  surface  illimitée  dans  tous  les  sens  n'offrant  aucune 
solution  de  continuité,  I'hvterboloïde  a  une  nappe,  dont  l'équa- 
tion la  plus  simple  est 

et  qui  comprend,  comme  variétés,  le  cône,  le  cylindre  à  base 
elliptique  ou  hyperbolique,  le  système  de  deux  plans  parallèles. 

5"  Une  surface  illimitée  dans  tous  les  sens,  composée  de  deux 
parties  entièrement  détachées  l'une  de  l'autre,  l'HYPEriBoi  oïde  a 
DEUX  nappes,  dont  l'équation  la  plus  simple  est 

a'       b'       c^~^'  ™ 
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et  qui  comprend,  comme  variétés,  le  cône,  le  cylindre  à  base 
hyperbolique,  le  système  de  deux  plans  parallèles. 


5. 
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754.  Considérations  générales.  —  Les  surfaces  dépour- 
vues de  centre  sont  comprises  dans  Téqualion 


Mif-h^z'  =  2\]x. 


m 


Nous  pourrons  toujours  supposer  M  positif,  condition  que 
l'on  remplirait  en  changeant  les  signes  des  deux  membres.  Le 
coefficient  U  peut  aussi  être  supposé  positif,  car  s'il  ne  Tétait 
pas,  on  le  rendrait  tel  en  changeant  le  sens  suivant  lequel  on 
compte  les  x  positifs. 

Ceci  admis,  la  discussion  de  l'équation  ne  comprendra  que 
deux  cas,  suivant  que  les  coefficients  du  premier  membre  se- 
ront tous  les  deux  positifs,  ou  l'un  posilif  et  l'autre  négatif. 


755.    Premier  cas.  Deux  coefficients  positifs. 

BOLOÏDE  ELLIPTIQUE. 


Para- 


l-ig.  231. 


Axe.  Sommet.  —  L'un  des 
trois  plans  principaux  étant  à 
l'infini,  lasurface n'admet  qu'un 
seul  axe,  l'axe  des  x.  Il  est 
clair  que  cet  axe  ne  rencontre 
la  surface  qu'en  un  point,  qui 
est  l'origine  0  (fig.  251).  Ce 
point  s'appelle  le  sommet. 

Sections  principales.  —  L'une 
d'elles  est  à  l'infini.  Les  deux 


autres  sont  données  par  les  équations 

2U 


0,    y' 


M 

2U 


X, 


î/r=:0,      Z'=:-^X. 


Ce  sont  deux  paraboles.  Le  plan  des  %y  ne  rencontre  la  sur- 


CLASSIFICATION  DES  SURFACES  DEPOURVUES  DE  CENTRE.  623 

face  qu'au  point  0,  puisque  pour  x  =  0  l'équation  ne  peut  être 
satisfaite  que  par  y  ^  0  et  z  =  0. 

En  appelant  ^p  et  2q  les  paramètres  des  deux  sections  princi- 
pales, l'équation  de  la  surface  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Section  parallèle  au  plan  des  zy.  —  Une  pareille  section  a  pour 
équations 

y^       z^ 

C'est  donc  une  ellipse  réelle  ou  imaginaire,  suivant  que  a  est 
positif  ou  négatif;  la  surface  est  donc  tout  entière  à  droite  du 
plan  des  %y,  et  elle  s'étend  indéfiniment  vers  les  x  positifs. 
Section  par  un  plan  quelconque.  —  Soit 

^  =  aa;  -{-  Py  H-  Y 

l'équation  du  plan  considéré.  La  projection  de  la  section  sur  le 
plan  des  xx^  est  représentée  par  l'équalion 

if       (aa;  +  gt/  +  Yy^_ 
La  fonction  caractéristique  B^  —  4AG  est  ici 

a? 

OU  . 

pq 

La  section  est  donc  une  ellipse,  à  moins  que  Ton  n'ait  a^O, 
c'est-à-dire  que  le  plan  sécant  ne  soit  parallèle  à  l'axe;  dans  ce 
cas  la  section  est  une  parabole. 

Ainsi,  la  surface  examinée  ne  peut  être  ^coupée  par  un  plan 
que  suivant  une  ellipse  ou  une  parabole.  De  là  le  nom  de  \mra- 
boloide  elliptique. 

Remarques.  —  L  Si  ^=r  oo  ,  Péquation  se  réduit  à 

et  représente  un  cylindre  à  base  parabolique. 
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II.  Si  dans  réquation 

on  suppose  U  =  0,  l'équation  se  réduit  à  Mî/^  +  N;5*  =  0,  et  ne 
peut  être  satisfaite  que  par  i/  =  0  et  z=:0.  Elle  ne  représente 
donc  qu'une  droite,  Taxe  des  x. 

III.  Si  p  =  q,  l'équation  représente  un  paraboloïde  de  révolu- 
tion. 

756.  Deuxième  cas.  Deux  coefficients  de  signes  con- 
traires. —  Paraboloïde  hyperbolique. 

L'équation  devient,  en  rnettant  les  signes  en  évidence, 

Axe,  sommet.  —  La  surface  n'a,  comme  la  précédente,  qu'un 
seul  axe,  l'axe  des  x  ;  qu'un  seul  sommel,  l'origine. 

Sections  principales,  —  Ces  sections  sont  données  par  les 
équations 

yz=0,    ^^z'  =  Wx, 
z  =  0,         Mf^  =  '2Vx. 

Ce  sont  donc  des  paraboles  ayant  leur  sommet  en  0  (fig.  232), 

/  et  pour  axe  l'axe  des  x;  mais 
l'une  s'étend  vers  les  x  positifs, 
et  l'autre  vers  les  x  négatifs. 

En  désignant  par  2p  et  2g  leurs 
_  paramètres,  on  donnera  à  l'équa- 
tion de  la  surface  la  forme 


2p 


-2^=- 


coordonnés. 
équations 


'"*  Sections  parallèles  aux  plans 

Une  section  parallèle  au  plan  des  zy  a  pour 


2p       2g 


On  voit  que  c'est  une  hyperbole  dont  l'axe  transverse  est  pa- 
rallèle à  l'axe  des  y  ou  à  l'axe  des  z,  suivant  que  a  est  positif  ou 
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négatif.  La  surface  s'étend  donc  indéfiniment  clans  le  sens  des 
X  positifs  et  dans  celui  des  x  négatifs.  Si  a=:0,  l'hyperbole  se 
réduit  à  deux  droites. 

Les  sections  parallèles  aux  autres  plans  coordonnés  sont  des 
paraboles  égales  aux  paraboles  principales,  et  semblablement 
placées. 

Section  par  un  plan  quelconque,  —  En  changeant  q  en  —  q 
dans  le  résultat  trouvé  pour  le  cas  du  paraboloïdc  elliptique,  on 
voit  que  les  sections  planes  de  la  surface  sont  toujours  des  hy- 
perboles ou  des  paraboles,  et  ce  dernier  cas  n'a  lieu  que  si  le 
plan  sécant  est  parallèle  à  l'axe.  De  lu  le  nom  de  paraboloïde 
hijperbolique. 

Remarques.  —  I.  vSi  g=oo  ,  l'équation  se  réduit  à   ^  =  a;, 

et  représente  yn  cylindre  à  base  parabolique. 

II.  Si  dans  l'équation  générale  on  a  11  =  0,  l'équation  se 
réduit  à  Uy^  —  N:s^:=0,  et  représente  deux  plans  qui  se  cou- 
pent. 

IIL  Le  paraboloïde  hyperbolique  ne  peut  jamais  elre  une 
surface  de  révolution,  puisque  aucun  plan  ne  peut  le  couper 
suivant  une  courbe  fermée. 

'î'5'7.  Résumé.  —  Ainsi,  les  surfaces  du  second  ordre,  dé- 
pourvues de  centre,  se  partagent  en  deux  genres. 

1**  Une  surface  indéfinie  dans  un  sens  :  le  paraboloïde  ellip- 
tique, dont  l'équation  la  plus  simple  est 

et  qui  comprend,  comme  variétés,  la  droite  et  le  cylindre  à  base 
parabolique. 

2"  Une  surface  indéfinie  dans  les  deux  sens  :  le  paraboloïde 
HYPERBOLIQUE,  doul  l'équatlon  la  plus  simple  est 

et  qui  comprend,  comme  variétés,  le  système  de  deux  plans  qui 
se  coupent,  et  le  cylindre  à  base  parabolique. 

GliOMi   ANAL.    iO.NiSET    LTFKONTKRA.  41) 


626  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  TIIOIS  DIMENSIONS. 

^58.  Rapprochement  entre  les  surfaces  à  centre  et  les 
surfaces  dénuées  de  centre.  —  Les  surfaces  que  nous  venons 
d'étudier  se  distinguent  parleur  aspect  décolles  qui  font  l'objet 
du  premier  paragraphe,  et  justifient  ainsi  les  deux  grandes  di- 
visions que  nous  avons  adoptées.  Toutefois,  les  surfaces  dénuées 
de  centre  ne  diffèrent  pas  tellement  des  surfaces  à  centre,  qu'on 
ne  puisse  passer  de  celles-ci  à  celles-là  par  des  modifications 
convenables.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  voir. 
Prenons  l'ellipsoïde  représenté  par  l'équation 

x"       if       z' 
a^       b-       c^ 

et  transportons  l'origine  au  sommet  de  gauche.  L'équation  de- 
viendra 

x^  —  2ax*  -h-  d^      ij^      z^       ,      * 
cr  b^      c^ 


ou 


x^      \f      %^ ^x 


et  l'on  pourra  l'écrire  ainsi 


x^      if        z^ 
a         a 


X. 


Or,  si  l'on  fait  grandir  indétiniment  «,  b,  c,  de  telle  sorte  tou- 
tefois qu'on  ait  constamment 

b^  d" 

p  et  q  étant  des  quantités  déterminées,  et  qu'on  fasse  ensuite 
a =00  ,  on  aura 

équation  du  paraboloïde  elliptique. 

On  pourrait  de  même  déduire  ce  paraboloïde  de  l'hyperbo- 
loïde  à  deux  nappes  en  transportant  l'origine  au  sommet  de 
droite.  Par  conséquent  : 
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Le  paraboloïde  elliptique  [PE]  peut  être  considéré  comme  un 
ellipsoïde  dont  le  centre  serait  situé  à  l'infini  sur  Vaxe  des  x  et 
du  côté  des  x  positifs^  ou  comme  un  hyperboloïde  à  deux  nappes^ 
dont  le  centre  serait  situé  sur  le  même  axe  à  Vinfmi^  mais  du  coté 
des  X  négatifs. 

Le  cône  asymptote  est  dans  ce  dernier  cas  à  l'infini,  et  toutes 
ses  génératrices  peuvent  être  considérées  comme  parallèles  à 
l'a'xe. 

Si  dans  l'équation  de  l'hypecboloïde  à  une  nappe 

•     .  ?!  +  m!_^^i  fHi 

Cl"  ^  b'     e  .  ^  '^ 

on  transporte  l'origine  sur  l'axe  des  a;  à  la  distance  -Ha,  et  qu'on 

b^      c^ 
fasse  ensuite  varier  les  axes  de  manière  que  -  et  -  restent 

^       a       a 

constants  et  que  a  tende  vers  l'infini,  on  obtiendra  à  la  limite  le 

paraboloïde  hyperbolique, 

ainsi,  le  paraboloïde  hyperbolique  [PH]  peut  être  considéré  comme 
un  hyperboloïde  à  une  nappe,  dont  le  centre  serait  situé  à  U infini 
sur  Vaxe  des  x. 

De  là  résulte  cette  conclusion  importante,  que  les  propriétés 
des  surfaces  dépourvues  de  centre  ne  peuvent  être  que  des  cas 
particuliers  de  celles  dont  jouissent  les  surfaces  douées  de  centre. 
Par  exemple,  de  ce  que,  dans  une  surface  de  cette  dernière  es- 
pèce, tout  plan  diamétral  passe  par  le  centre,  on  déduit  sur-le- 
champ  que,  dans  les  deux  paraboloïdes,  tout])lan  diamétral  doit 
être  parallèle  à  Vaxe. 


g  6.  —  FORMES  RÉDUITES  DE  l'ÉQUATION  DU  SECOND  DEGRÉ  A  TROIS  VARIA- 
IT 
BLES,  EN   COORDONNÉES  OBLIQUES. 

^59é  Au  lieu  de  rapporter  les  surfaces  du  second  degré  à 
des  axes  rectangulaires,  il  peut  être  utile,  dans  certaines  ques- 
tions, de  les  rapporter  à  des  axes  obliques.  L'objet  de  ce  para- 
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graphe  est  de  faire  voir  qu'on  peut  toujours,  et  d'une  infinité 
de  manières,  rapporter  la  surface  donnée  à  des  axes  obliques  en 
conservant  la  forme  simple  que  l'équalion  avait  en  coordonnées 
rectangulaires,  c'est-à-dire  l'une  des  deux  formes  [20]  ou  [2i] 
du  n°  737. 

760.  Supposons  d'abord  qu'il  s'agisse  d'une  surface  à  centre 
unique  représentée  en  coordonnées  rectangulaires  par  l'é- 
quation 

lx'-+-Mif-{-m'  =  T.  [1] 

Si  x=:^az,  y=:bz  représentent  une  direction  donnée  quel- 
conque, le  plan  diamétral  conjugué  à  cette  direction  sera  repré- 
senté par  l'équation  (735) 

ou 

alx-hbMy-hm=0,  [2] 

ou  encore,  en  appelant  a,  g,  y  les  angles  que  la  direction  donnée 
fait  avec  les  axes, 

cosa.Lo;  H-cosp.Mî/-|-cosY.N:2  =  0;  [5] 

ce  plan  sera  toujours  déterminé  et  placé  à  distance  finie. 

Concevons  donc  qu'on  transforme  les  axes  en  prenant  pour 
plan  des  xy  un  des  plans  diamétraux  représentés  par  l'équ  i- 
tion  [3]  et  pour  axe  des  z  une  parallèle  aux  cordes  que  ce  plan 
diamétral  divise  en  deux  parties  égales. 

L'équation  de  la  surface,  rapportée  à  ce  nouveau  système 
d'axe,  ne  devra  point  contenir  de  termes  affectés  de  la  première 
puissance  de  z,  puisque  pour  chaque  système  de  valeurs  de  x'  et 
de  ?y  elle  doit  donner  pour  z  deux  valeurs  égales  et  de  signe 
contraire.  La  nouvelle  éijuation  sera  donc  de  la  forme 

9  représentant  une  fonction  du  second  degré;  c'est  celle  qui, 
égalée  à  zéro,  donne  l'équation  de  l'intersection  de  la  surface  avec 
le  plan  des  x'y'. 

Mais  puisque  l'origine  est  le  centre  de  la  surface,  ce  point  est 
aussi  le  centre  de  la  section  dont  nous  parlons.  On  pourra  donc, 
en  la  rapportant  à  un  système  quelconque  de  diamètres  conju- 
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gués,  sans  changer  la  direction  de  l'axe  des  tI ^  réduire  la  fonc- 
tion ©  à  la  forme  L V^ -h  My  =  T' ;  et  dès  lors  Téquation  de  la 
surface  sera 

LV-^  +  MY^-f-]NV^=T',  [4] 

c'est-à-dire  qu'elle  sera  de  même  forme  que  l'équation  [1]. 

On  peut  remarquer  que  le  plan  de  deux  axes  coordonnés 
quelconques  divise  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles 
au  troisième,  c'est-à-dire  que  la  surface  est  rapportée  à  un 
système  de  diamètres  conjugués.  El  l'on  voit  que  celte  transtor* 
mation  peut  s'effectuer  d'une  infinité  de  manières. 

761.  Supposons,  en  second  lieu,  qu'il  s'agisse  d'une  surface 
dépourvue  de  centre,  ou  en  ayant  une  infinité,  et  représentée 
en  coordonnées  rectangulaires  par  l'équation 

Mî/2-f-N^2— 2U^z=0.  [5] 

L'équation  du  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction  qui  fait 
avec  les  axes  les  angles  a,  g,  y,  sera 

—  cosa.U-hcosg.Mî/  4-cosY.N;5  =  0.  [6] 

Ce  plan  sera  toujours  déterminé;  il  ne  serait  rejeté  à  l'infini 
que  si  l'on  avait  à  la  fois  cosg=:0  et  cosy=0,  ou  coS;3=0 
avec  N  =  0,  ou  enfin  cosy  =  0  avec  M=:0.  Sauf  ces  cas  ex- 
ceptionnels, que  l'on  est  maître  d'écarter,  on  aura  donc  tou- 
jours un  plan  diamétral  situé  à  distance  finie. 

Concevons  qu'on  le  prenne  pour  plan  des  o^y,  et  pour  axe 
des  7^  une  parallèle  aux  cordes  que  ce  plan  divise  en  deux  par- 
ties égales.  L'équation  de  la  surface  ne  devra  point  contenir  de 
termes  du  premier  degré  en  t! ,  et  sera  par  conséquent  réduite 
à  la  forme 

^  représentant  une  fonction  du  second  degré,  et  ^[x\vl)-=.^ 
étant  l'intersection  de  la  surface  avec  le  nouveau  plan  des  x'\^' . 
Mais  le  plan  [6]  est  un  plan  parallèle  à  l'axe  des  x.  Or  il  ré- 
sulte de  la  forme  môme  de  l'équation  [5]  que  tout  plan  paral- 
lèle à  l'axe  des  x  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  ou  variété 
de  courbe  qui  appartient  au  genre  parabole,  car  sa  projection 
sur  l^plan  des  x^  appartient  à  ce  même  genre.  On  pourra  donc, 
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et  d'une  infinité  de  manières,  par  un  changement  d'axes  dans  le 
plan  des  x'y%  et  sans  changer  la  direction  de  l'axe  des  z\  ré- 
duire la  fonction  (];  à  la  forme 

et  dès  lors  Féquation  de  la  surface,  rapportée  aux  nouveaux 
axes,  sera 

My^  +  NV^~2UV:=:0,  [7] 

c'est-à-dire  qu'elle  sera  de  même  forme  que  l'équation  [5]. 

Cette  forme  de  l'équation  [7]  montre  que  l'origine  est  un  point 
de  la  surface;  que  le  plan  des  x'y'  est  un  plan  diamétral,  et  qu'il 
en  est  de  même  du  plan  des  x'z',  Ces  deux  plans  sont  tous  deux 
parallèles  à  l'ancien  axe  des  x,  c'est-à-dire  à  l'axe  principal  de 
la  surface;  il  en  est  donc  de  môme  de  leur  intersection,  c'est-à- 
dire  de  l'axe  des  x'.  Le  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction 
de  l'axe  des  x'  est  rejeté  à  Tinfîni  ;  mais  le  plan  des  i/z'  lui  est 
parallèle;  et  il  est  facile  de  voir  qu'il  est  tangent  à  la  surface  au 
point  pris  pour  origine.  Enfin,  les  axes  des  y'  et  des  z'  sont  pa- 
rallèles à  deux  diamètres  conjugués  quelconques  de  la  section 
qra'on  obtiendrait  en  coupant  la  surface  par  un  plan-  parallèle 
an  plan  des  y'z\ 


CHAPITRE 

PROPRIÉTÉS  PRINCIPALES  DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ 
g    1.    —    DES  SECTIONS  CIRCULAIRES. 

763.  Si  un  plan  coupe  une  surface  du  second  ordre  suivant 
un  cercle  C,  tous  les  plans  parallèles  à  celui-là  couperont  aussi 
la  surface  suivant  des  cercles  C,  C",  C"\  etc.,  dont  les  centres 
se  trouveront  sur  un  diamètre  E  de  cette  surface.  Imaginons  par 
la  droite  E  un  plan  P  perpendiculaire  aux  plans  des  sections  et 
coupant  les  cercles  C,  C/,  C"  suivant  les  droites  D,  D',  D",  etc. 
Toutes  les  cordes  perpendiculaires  à  ces  droites,  dans  les  sec- 
tions considérées,  seront  partagées  par  elles  en  deux  parties 
égales,  et  comme  ces  cordes  sont  perpendiculaires  au  plan  P, 
on  en  conclut  que  ce  plan  est  un  plan  principal.  On  a  donc  ce 
théorème  : 

Une  section  circulaire  quelconque  cV une  surface  du  second  ordre 
doit  être  dans  un  plan  perpendiculaire  à  un  plan  principal. 

Nous  appellerons,  avec  M.  Chasles,  plans  crjclicpies  les  plans 
qui,  par  leur  intersection  avec  une  surface  du  second  ordre, 
donnent  des  sections  circulaires. 

Nous  allons  maintenant  passer  en  revue  les  diverses  surfaces 
du  second  ordre  et  chercher  si  elles  possèdent  des  plans  cycliques. 
D'après  le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer,  il  suffira 
de  considérer  les  plans  parallèles  à  l'un  des  axes  principaux  de 
la  surface. 

Soit  d'abord  un  ellipsoïde 

a'^¥^c'—^'  l^J 

et  supposons 

a'^h';>  c. 
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Par  l'axe  moyen,  qui  est  ici  l'axe  des  i/,  faisons  passer  un  plan. 
La  section  obtenue  sera  une  ellipse  ayant  pour  axes  25,  et  un 
diamètre  2d  de  l'ellipse  principale  qui  a  pour  équations 

Or  le  diamètre  'Id  varie  entre  2a  et  2c  :  il  y  aura  donc  une  posi- 
tion à  droite  de  l'axe  des  z  et  une  symétrique  à  gauche,  dans  la- 
quelle on  aura  '2dz=2b,  et  pour  laquelle  par  conséquent  la  sec- 
tion sera  un  cercle. 

Soit  alors  G  l'angle  que  le  diamèt  je  2f/  fait  avec  la  partie  posi- 
tive de  l'axe  des  x-;  6  sera  aussi  l'angle  du  plan  cyclique  et  du 
plan  des  xy.  Soient  x',  z'  les  coordonnées  de  l'extrémité  de  ce 
diamètre  :  on  aura 


+^-1.  [2| 


et  puisque 


d=^b, 
a;'=:&cosô,     z'=zb  sïn^. 
Si  l'on  porte  ces  valeurs  dans  l'équation  [2],  on  aura 

b^  b^  ■ 

-^cos'e-h-sin'0:=:l  =  cos'ÔH-sin'0, 

d'où  l'on  tire  aisément 

b^__         (b'  —  â)a' 
et 

tango  =  ±^Yfi:?'  . 

valeurs  réelles,  comme  on  devait  s'y  attendre. 

On*  prouvera  facilement  qu'un  plan  mené  par  le  grand  axe  ou 
par  le  plus  petit  ne  peut  donner  de  sections  circulaires. 


DES  SECTIONS  CIRCULAIRES.  633 

763.  Soit  maintenant  un  hyperboloïde  à  une  nappe 


,  ,,-■•  m 


Supposons  />>  a.  Faisons  passer  un  plan  sécant  par  le  plus 
grand  des  deux  axes  réels,  c'est-à-dire  par  l'axe  des  î/,  et  par  un 
diamètre  transverse  2f/  de  l'iiyperbole  principale  représentée  par 
les  équations 


x'      -' 


La  section  sera  une  ellipse  ayant  pour  axes  ^b  et  2fL 

Or  ce  diamètre  2J,  d'abord  égal  à  2a  quand  le  plan  considéré 
est  coucbé  sur  le  plan  des  xy,  augmente  constamment  à  mesure 
que  le  plan  sécant  se  relève,  et  il  finit  par  devenir  égal  à  2/;.  Jl 
augmente  ensuite  jusqu'à  l'infini,  devient  imaginaire,  puis  rede- 
vient Iransverseet  passe  de  l'infini  à  0,  en  sorte  qu'il  devient  de 
nouveau  égal  à  2fc.  Par  conséquent  il  existe  deux  plans  cycli- 
ques symétriquement  placés  par  rapport  au  plan  des  zy  et  pas- 
sant par  l'axe  des  y. 

En  appelant  0  l'angle  du  plan  cyclique  et  du  plan  des  xy,  on 
trouvera,  comme  dans  le  cas  précédent, 


et  l'on  verrait  sans  peine  qu'aucun  plan  mené  par  l'axe  des  z  ou 
par  l'axe  des  x  ne  peut  être  un  plan  cyclique. 

L'équation  de  l'hyperboloide  à  deux  nappes  peut  être  mise 
sous  la  forme 

a'^b'      â  ™ 

Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  (749,  Rem.)  que  les  sec- 
tions faites  par  un  môme  plan  dans  les  surfaces  lï^  et  II^  sont  des 
courbes  semblables,  en  supposant  que  les  éléments  principaux 
a,  &,  c  y  aient  les  mômes  valeurs. 

Donc  la  surface  H^  possède  également  deux  séries  de  plans  cy- 
cliques parallè'es  aux  plans  cycliques  de  11^.  Donc,  si  l'on  observe 
que  2a  et  2/>  sont  les  axes  imaginaires  de  II„  on  pourra  dire  qu'il 


634  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE  A  TROIS  DIMENSIONS. 

exisic  dans  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  deux  séries  de  plans  cy- 
cliques parallèles  au  plus  grand  des  deux  axes  imaginaires. 

764.  En  considérant  les  paraboloïdes  comme  des  limites  des 
surfaces  à  centre  ('^SS),  on  trouvera  que  le  paraboloïde  ellip- 
tique a  deux  séries  de  plans  cycliques  perpendiculaires  au  plan 
de  la  parabole  principale  qui  a  le  plus  petit  paramètre,  et  que  le 
paraboloïde  hyperbolique  n'a  aucun  plan  cyclique,  ce  qui  s'ac- 
corde bien  avec  la  nature  de  cette  surface  dont  aucune  section 
plane  ne  peut  être  une  courbe  fermée. 

Ainsi,  en  résumé,  toutes  les  surfaces  du  second  ordre,  à 
l'exception  du  paraboloïde  hyperbolique,  admettent  deux  séries 
de  plans  cycliques.  Il  en  résulte  qu'on  peut  les  engendrer  par  le 
mouvement  de  translation  d'un  cercle  variable,  dont  un  dia- 
mètre serait  constamment  inscrit  dans  une  courbe  du  second 
degré. 

Remarque.  —  Les  deux  séries  de  plans  cycliques  sont  paral- 
lèles à  Taxe  moyen  dans  l'ellipsoïde,  au  plus  grand  des  axes  réels 
dans  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  au  plus  'grand  des  axes  imagi- 
naires dans  l'hyperboloïde  à  deux  nappes.  On  réduirait  tous  ces 
énoncés  à  un  seul,  si  l'on  convenait  de  ranger  les  axes  réels  ou 
imaginaires  d'une  surface  à  centre,  d'après  l'ordre  de  grandeur 
des  inverses  de  leurs  carrés,  en  regardant,  suivant  l'usage,  une 
quantité  négative  comme  étant  d'autant  plus  petite  que  sa  va- 
leur absolue  est  plus  grande.  On  pourrait  dire,  d'après  celte  con- 
vention, que  dans  les  surfaces  à  centres  les  plans  cycliques,  sont 
parallèles  à  Vaxe  dont  V inverse  élevé  au  carré  est  moyen  entre  les 
carrés  des  inverses  des  deux  autres  axes, 

765.  Théorème.  — Deux  sections  circulaires  dont  les  plans  ne 
sont  pas  parallèles  sont  toujours  situées  sur  une 
/\J^\^        même  sphère. 

/    ^MÇ^  Soit,  en  effet,  ACBD  (fig.  235)  la  section 

[     /l1!\  J       principale  dont  le   plan  est  perpendiculaire 

l"/    1        ]d     aux  deux  systèmes  de  plans  cycliques;   et 

A  Y       I       y       soient  AB  et  CD  les  traces  sur  ce  plan  de  deux 

^v     j    /        sections  circulaires  non  parallèles  ;  ce  seront 

Fig.  235.  en  même  temps  les  diamètres  de  ces  sections 

circulaires. 

Le  système  de  ces  deux  diamètres  forme  un  lieu  du  second 
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degré  qui  a  pour  axes  de  symétrie  les  bissectrices  des  angles 
en  I,  c'est-à-dire  des  parallèles  aux  axes  de  la  section  principale 
AGBD,  puisque  les  inclinaisons  des  deux  systèmes  de  plans  cy- 
cliques sont  symétriques.  Or  on  a  vu  au  n°  745  que,  lorsque 
deux  courbes  ou  lieux  du  second  degré  ont  leurs  axes  parallèles, 
leurs  quatre  points  d'intersection  sont  sur  une  même  circonfé 
rence  de  cercle.  Donc  les  quatre  points  A,  B,  G,  D  sont  sur  un 
même  cercle.  Si  sur  ce  cercle,  comme  grand  cercle,  on  construit 
une  sphère,  AB  et  CD  seront  les  diamètres  de  deux  petits  cercles 
de  cette  sphère.  Donc  cette  sphère  passe  par  les  deux  sections 
circulaires  considérées. 

766.  Ombilics.  —  Si,  dans  une  surface  du  second  degré, 
on  mène  un  plan  cyclique,  et  qu'on  le  transporte  parallèlement 
à  lui-même  jusqu'à  ce  qu'il  devienne  tangent,  le  point  de  con- 
tact jouit  de  cette  propriété  que,  si,  parallèlement  au  plan  tan- 
gent en  ce  point,  on  mène  un  plan  sécant  infiniment  voisin,  il 
coupe  la  surface  suivant  un  cercle  d'un  rayon  infiniment  petit. 
Les  points  qui,  dans  les  surfaces,  jouissent  de  cette  propriété 
ont  reçu  le  nom  d'oynbilics. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  dans  l'ellipsoïde  il  y  a  quatre 
ombilics  :  ce  sont  les  extrémités  des  deux  diamètres  conjugués 
aux  plans  cycliques. 

Il  en  est  de  même  dans  l'hyperboloïde  à  une  nappe  ou  à  deux 
nappes. 

Dans  le  paraboloïde  elliptique,  il  y  a  seulement  deux  ombi- 
lics ;  ce  sont  les  points  où  la  surface  est  percée  par  les  deux  dia- 
mètres conjugués  aux  deux  directions  de  plans  cycliques. 

Dans  l'ellipsoïde  de  révolution,  il  n'y  a  également  que  deux 
ombilics  ;  ce  sont  les  extrémités  de  l'axe  de  révolution . 

Dans  la  sphère,  au  contraire,  tous  les  points  de  la  surface 
sont  des  ombilics. 
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§  2.    —    SECTIONS   RECTILIGNES  DE    l'hYPERBOLOÏDE  A  UNE   NAPPE  ET    DU 
PARABOLOÏDE  HYPERBOLIQUE. 

767.  Génératrices  rectilignes  de  Thyperboloïde  à  une 
nappe.  —  Théorème.  —  On  peut,  sur  rhyperholoide  à  une  nappe, 
tracer  deux  droites  par  chacun  de  ses  points,  et  deux  seulement. 

L'équation 

^-^t-^  =  i  [111 


de  l'hyperboloïde  aune  nappe,  étant  mise  sous  la  forme 

a^      â~         h' 


ou 

'X        Z\  [ X 

a      c 


on  voit  qu'elle  est  vérifiée,  soit  en  posant 


soit  en  posant 


X      z        / .      V 
a      C        \        b 

a       c      al         b 


*+!=pYi_y 


)r 


a      c      'V        b 


X      z 
a      c 


K-s)r 


quelles  que  soient  la  valeurs  attribuées  à  a  et  à  g.  Or,  en  regar- 
dant a  et  (i  comme  deux  paramètres  variables,  [a]  et  [g]  sont  les 
équations  de  deux  systèmes  différents  de  lignes  droites,  situées 
sur  l'hyperboloïde  H^. 

Par  chacun  des  points  (a;',  if,  z')  de  l'hyperboloïde  passe  une 
seule  droite  du  système  [a]  et  une  seule  droite  du  système  [g]. 
En  effet,  pour  que  le  système  [a]  représente  une  droite  passant 
par  ce  point,  il  faut  et  il  suffit  de  prendre  pour  a  une  valeur  qui 
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vérifie  à  la  fois  les  deux  équations  de  condition 


637 


c  \        b 


X 

a 

a        c       OL 


m 


Or  chacune  de  ces  équations  donne  une  seule  valeur  pour  a, 
et  ces  valeurs  sont  égales  ;  car  en  les  égalant  on  obtient  l'identité 


x^ 


Donc  il  n'y  a  qu'une  seule  des  droites  du  système  [a]  qui 
passe  par  le  point  considéré.  On  prouverait  de  môme  qu'il  n'y 
a  qu'une  seule  droite  du  système  [p]  qui  passe  par  ce  point  ;  ce 
qui  démontre  la  seconde  partie  de  la  proposition  énoncée. 

768.  Théorème.  —  Deux  droites  d'un  même  système  ne  sont 
jamais  dans  un  même  plan. 


Soient 


H 


C        aV  b 


M 


a      C         \        b 
a      c      a'V         b 


les  équations  de  deux  droites  du  système  [a].  Pour  que  ces  deux 
droites  fussent  dans  un  même  plan,  leurs  équations  devraient 
être  satisfaites  par  un  môme  système  de  valeurs  de  x,  y,  %\  or 
chacune  des  équations  [a]  n'est  compatible  avec  l'équation  [a'] 
correspondante  que  poura=a.  Donc  les  deux  droites  considé- 
rées ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  deux  droites  du 
système  [g]  ne  sont  jamais  dans  un  même  plan. 

'î'69.  Théorème.  —  Deux  droites  de  systèmes  différents  sont 
toujours  dans  un  même  plan. 
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En  eftet,  si  l'on  élimine  x,  ?/,  z  entre  les  équations  [|^]  et  [a], 
on  obtient  la  relation  identique 

Donc  deux  droites  quelconques  représentées  par  ces  équations 
sont  dans  un  même  plan  ;  ce  qui  démontre  le  théorème. 

*î"î'0.  Théorème.  — Les  droites  représentées  par  les  équations 
[a]  et  [g]  sont  les  seules  droites  qu'on  puisse  tracer  sur  la  surface 
de  rhyperboloide  à  une  îiappe. 

En  effet,  supposons  qu'une  droite  D,  située  sur  l'hyperbo- 
loïde,  n'appartienne  ni  au  système  [a]  ni  au  système  [g] .  Par 
un  point  quelconque  de  D,  concevons  une  droite  D'  du  système 
[a];  puis,  par  chacun  des  points  de  D,  concevons  des  droites 
du  système  [p];  chacune  de  ces  droites  rencontrerait  D'  (^69); 
et,  par  suite,  elles  seraient  toutes  dans  un  même  plan,  ce  qui 
est  impossible  (768). 

*7K±,  Théorème.  —  Toutes  les  droites  situées  sur  l'hyperboloiée 
étant  transportées  au  centre,  parallèlement  à  elles-rnêmes ,  s  appli- 
quent exactement  sur  le  cône  asymptote. 

En  effet,  les  parallèles,  menées  par  le  centre  de  l'hyperbo- 
loïde,  aux  droites  représentées  par  les  équations  [a]  et  [g],  les 
seules  que  l'on  puisse  tracer  sur  cette  surface,  ont  pour  équa- 
tions 


X  z  y 

a  c  b 

X  z 1   y 

a  c  ol'I 


a  %  ^  y 

X  c  b\ 

X  z 1  y     I 

a  c      g  '  7; 


[Il 


[2] 


Or,  en  éliminant  a  entre  les  équations  [a]  et  [1],  ou  p  entre 
les  équations  [?>]  et  [2],  on  trouve 


SECTIONS  UEGTILIGNES  DE  L'IlYl'EUBOLUÏDE;  ETC. 


659 


équation  du  cône  asymptote  (749).  La  proposition  est  donc 
démontrée. 

^"72.  Théorème.  —  Trois  droites  situées  sur  rhyperboloide  à 
une  nappe  ne  sont  jamais  parallèles  à  un  même  plan. 

Car,  autrement,  il  y  aurait  trois  génératrices  du  cône  asymp- 
tote situées  dans  un  môme  plan,  ce  qui  est  impossible,  puisque 
ce  cône  est  du  second  degré. 

•773.  Théorème.  —  Uhijperboloide  à  une  nappe  peut  être  en- 
gendre  par  une  droite  qui  glisse  sur  trois  droites  fixes,  non  situées 
deux  à  deux  dans  un  même  plan  et  non  parallèles  à  un  même  plan. 

En  effet,  soient  D,  D',  D"  trois  droites  du  système  [a]  ;  par 
cliaque  point  de  l'une  d'elles,  de  D  par  exemple,  on  peut  mener 
une  droite  du  système  [g],  et  l'on  n'en  peut  mener  qu'une  seule, 
qui  rencontrera  D'  et  D"  (770).  Les  droites  du  système  [fi] 
peuvent  donc  être  considérées  comme  les  positions  successives 
d'une  droite  mobile  qui  glisserait  sur  les  droites  D,  D',  D", 
et  qui,  dans  son  mouvement,  engendrerait  l'hyperboloïde.  A 
cause  de  cette  propriété,  les  droites  représentées  par  les  équa- 
tions [a]  et  [g]  prennent  le  nom  de  génératrices  de  l'hyperbo- 
loïde. 

774.  Théorème.  —  Réciproquement,  lorsqu'une  droite  glisse 
sur  trois  droites  fixes ^  non  situées  deux  à  deux  dans  un  même 
plan^  et  non  parallèles  à  un 
même  plan ,  elle  engendre  un 
hyperboloide  à  une  nappe. 

Soient  D^  D',  D"  (fig.  254)  les 
trois  droites  données,  non  si- 
tuées deux  à  deux  dans  un 
même  plan  et  non  parallèles  à 
un  même  plan.  Concevons,  par 
chacune  de  ces  droites,  deux 
plans  respectivement  paral- 
lèles aux  deux  autres;  ces  six 
plans  formeront  un  parallélé- 
pipède. Pienons  pour  origine 
le  centre  de  ce  parallélépipède,  pour  axes  des  parallèles  aux 
droites  données,  et  désignons  par  2a,  'Ib,  'le  les  longueurs  des 
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arêtes  du  parallélépipède.  Les  droites  données  auront  respecti- 
vement pour  équations  : 


Soient  d'autre  part 

ij  =  nz  -+-  q 


m 


les  équations  de  la  génératrice.  Pour  que  la  droite  [G]  rencontre 
les  droites  données,  il  faut  qu'on  ait  : 

—  az=mc-{-p,  [1] 

m  n  ^  ^ 

On  aura  donc  l'équalion  de  la  surface  demandée,  en  élimi- 
nant m,  n,  p  et  q  entre  ks "équations  [G],  [1],  [2]  et  [5]  ;  ce  qui 
donne 

mjz  -+-  bxz  4-  cxy  -]-  abc  =  0, 

équation  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  puisque  la  surface  est 
du  second  degré,  à  centre  unique  et  à^généralrices  reclilignes. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

775.  Remarque.  —  L'hyperboloïde  à  deux  nappes  n'admet 
pas  de  sections  reclilignes.  En  effet,  remarquons  d'abord  qu'une 
droite  qui  a  plus  de  deux  points  sur  une  surface^du  second 
ordre,  doit  y  être  contenue  tout  entière,  puisque  deux  équations 
du  premier  degré  et  une  équation  du  second  ne  peuvent  être 
satisfaites  par  plus  de  deux  systèmes  de  valeurs,  sans  avoir 
toutes  les  solutions  communes.  Ainsi,  une  droite  située  sur  l'hy- 
perboloïde à  deux  nappes  ne  peut  élrc  en  partie  sur  une  nappe 
et  en  partie  sur  l'autre,  puisque  les  points  placés  entre  les  deux 
nappes  seraient  dans  ce  cas  hors  de  la  surface  :  elle  ne  pourrait 
pas  davantage  être  tout  entière  sur  une  même  nappe,  puisqu'une 
section  plane  faite  sur  une  seule  nappe  est  évidemment  une 
courbe  fermée  ou  une  parabole.  Donc  l'hyperboloïde  à  deux 
nappes  n'admet  pas  de  sections  reclilignes. 
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776.  Génératrices  rectilignes  du  paraboloïde  hyperbo- 
lique. Théorème.  —  On  peut,  sur  la  surface  du  2)araboloide  ht)- 
jjerbolique,  tracer  deux  droites  par  chacun  de  ses  points,  et  deux 
seulement. 


L'équation 


t-f=.X      ou       t-i=:<2x  [PII] 

2p      2(j  P       fl 


du  parabaloïde  hyperbolique  peut  être  mise  sous  la  forme 


y  .  ^\/l.__i.)^2^; 


Vf    s/qj  \sjp    H 

on  voit  alors  qu'on  y  satisfait,  soit  en  posant 


ÎIVPP 

s/p    s/q 

aVU<^ 

s/p     s/q    a 

soit  en  posant 

q  VPP 

\ip    \lq 

dVcL' 

i{y         z        'ix 
s,/p      sj~q~  (^ 

(al 


m 


quelles  que  soient  les  valeurs  que  Ton  donne  à  a  et  à  g.  Or,  en 
considérant  a  et  (^  comme  deux  paramètres  variables,  [a]  et  [(3] 
sont  les  équations  de  deux  systèmes  différents  de  droites  situées 
sur  le  paraboloïde. 

Par  un  point  (x',  ?/,  z')  du  paraboloïde  passe  une  droite  de 
chaque  système,  et  une  seule.  En  effet,  pour  que  les  équations 
[a]  représentent  une  droite  passant  par  ce  point,  il  faut  et  il 
suffit  de  prendre  pour  a  une  valeur  qui  satisfasse  aux  équations 
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de  condition 

Or  chacune  d'elles  ne  détermine  qu'une  seule  valeur  pour  a, 
et  ces  deux  valeurs  sont  égales,  à  cause  de  l'identité 

Donc  il  n'y  a  qu'une  seule  droite  du  système  [a]  qui  passe  par 
le  point  considéré. 

On  prouverait  de  même  qu'il  n'y  a  qu'une  seule  droite  du 
système  [p]  qui  passe  par  ce  même  point  ;  ce  qui  démontre  la 
proposition  énoncée. 

•^^7.  Théorème.  —  Deux  droites  cVun  même  système  ne  sont 
jamais  dans  un  même  plan. 

En  effet,  si  l'on  considère  les  équations 

■■    \/p     s/q         [ 

^  \/'P       sj'q       a       ! 
et 

\/P      H  \ 

slV       sj'q      a' 

de  deux  droites  du  système  [a],  on  voit  que  la  première  et  la 
troisième  ne  peuvent  être  satisfaites  par  un  même  système  de  va- 
leurs de  a;,  ?/,  z  qu'autant  qu'on  a  a  =  a  ;  et  il  en  est  de  même 
pour  la  seconde  et  la  quatrième.  Donc  les  deux  droites  considé- 
rées ne  sont  pas  dans  un  même  plan. 

Même  démonstration  pour  les  droites  du  système  [g]. 

778.  Théorème.  —  Deux  droites  de  systèmes  différents  sont 
toujours  dans  un  même  plan. 
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Car,  en  éliminant  x,  ?/,  %  entre  les  équations  [a]  et  [(ij,  on  ob- 
tient l'identité 

qui  prouve  que  deux  droites  quelconques  représentées  par  ces 
équations  sont  dans  un  même  plan. 

'î'79.  Théorème.  —  Les  droites  représentées  par  les  équations 
[a]  et  [[31  sont  les  seules  qiion  puisse  tracer  sur  la  surface  du  pa- 
raboloide  hyperbolique. 

Même  démonstration  qu'au  n^  ^70. 

Remarque.  —  Le  paraboloïde  elliptique  n'admet  pas  de  sec- 
tions rectilignes.  Même  démonstration  qu'au  n°  775. 

780.  Théorème.  —  Toutes  les  droites  d^un  même  système  sont 
parallèles  à  un  même  plan. 

Considérons  les  droites  du  système  [a]  dont  les  équations 
sont  : 

\/p    \/^y 

s/p       sjq      a 

Les  projections  de  ces  droites  sur  le  plan  des  yz  sont  évidem- 
ment parallèles;  et  il  en  est  de  même  des  plans  qui  les  pro- 
jettent; donc  les  droites  elles-mêmes  sont  parallèles  à  un  même 
plan. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  les  droites  du  sys- 
tème [[3]  sont  aussi  parallèles  à  un  même  plan. 

Les  plans  menés^par  l'axe  parallèlement  à  ces  deux  directions 
fixes  portent  le  nom  de  ylans  directeurs.  Ils  sont  placés  symétri- 
quement par  rapport  au  plan  des  %x.  ^ 

781.  Théorème.  —  Le  paraboloïde  hyperbolique  peut  être  en- 
gendré soit  par  une  droite  qui  glisse  en  s' appuyant  sur  trois  droites 
fixes  parallèles  à  un  même  plan,  soit  par  une  droite  qui  glisse  sur 
deux  droites  fixes  en  restant  parallèle  à  un  même  plan. 

i""  Soient  D,  D',  D"  trois  droites  d'un  même  système,  du  sys- 
tème [a]  par  exemple.  On  peut,  par  chaque  point  de  l'une  de 
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ces  droites,  mener  une  droite  du  système  [p],  qui  rencontre  les 
deux  autres.  Les  droites  du  système  [{3]  peuvent  donc  être  con- 
sidérées comme  les  positions  successives  d'une  même  droite 
qui,  dans  son  mouvement,  rencontrerait  toujours  D,  D'  D";  et 
par  suite,  le  paraboloïde  hyperbolique  peut  être  considéré  comme 
engendré  par  le  mouvement  d'une  droite  qui  glisse  sur  trois 
droites  fixes  parallèles  à  un  même  plan. 

2"  Considérons  deux  droites  D  et  D'  du  système  [a].  Si,  par 
chaque  point  de  D,  on  conçoit  une  droite  du  système  [g],  ces 
droites  rencontreront  D'  ;  et,  en  outre,  elles  seront  parallèles  à 
un  même  plan  (780).  Donc  le  paraboloïde  hyperbolique  peut 
aussi  être  engendré  par  une  droite  qui  glisse  sur  deux  droites 
fixes  en  restant  parallèle  à  un  même  plan. 

78S.  Réciproquement  1°  une  droite  qui  glisse  sur  trois  droites 
parallèles  à  un  même  plan  engendre  un  paraboloïde  hijperbolique  ; 
2°  une  droite  qui  glisse  sur  deux  droites  fixes,  et  qui  reste  con- 
stamment parallèle  à  un  même  plan,  engendre  un  paraboloïde  hy- 
perbolique. 

1**  Soient  D,  D'  et  D"  les  trois  droites  données  parallèles  à  un 
môme  plan.  Prenons  pour  axe  des  %  une  droite  qui  rencontre 
les  trois  droites  données,  pour  axe  des  x  l'une  de  ces  dioites, 
D  par  exemple,  et  pour  axe  des  y  une  parallèle  à  D'  ;  la  droite  D" 
sera,  par  hypothèse,  parallèle  au  plan  des  xy;  les  droites  don- 
nées auront  pour  équations 

m    IZl^i  ri 


Soient 


«  =  0  j' 

1») 

z —  n  1 

x=zmz-i-  p 
y=:nz-h  q 

\G\ 


les  équations  de  la  génératrice.  Pour  que  la  droite  [G]  s'appuie 
sur  les  trois  droites  données,  on  devra  avoir 

fy=zO,     mh  -\-p=^0,     a(mk-i-p):=nk-h  q. 

En  éliminant  p,  q,  met  ?i,  entre' ces  équations  et  celles  de 
la  génératrice,  on  obtient  l'équation  de  la  surface  demandée, 
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G45 


saYOïr 

kyz  —  a{k  —  }i)xz  —  khy  =  0 . 

Cette  surface  est  du  second  degré  et  dépourvue  de  centre  ; 
donc  c'est  un  paraboloïde  hyperbolique,  puisque  le  paraboloïdc 
elliptique  n'a  pas  de  généra- 
trices rectilignes. 

S*"  Soient  P  le  plan  direc- 
teur, et  AC,  AV  (fig.  255)  les 
deux  droites  données.  Par  le 
point  0,  milieu  de  GC,  menons 
OB  et  OB'  respectivement  paral- 
lèles aux  droites  données  ;  et 
prenons  pour  axe  des  y  la 
droite  CC  qui  joint  les  traces 
do  ces  droites,  pour  axe  des  x  la  trace  du  plan  BOB'  sur  le  plan 
P,  et  pour  axe  désola  ligne  qui  joint  le  point  0  au  milieu  d'une 
parallèle  BB'  à  OX.  Les  équatipns  des  deux  directrices  AC  et 
A'C  seront  : 


Fia.  235. 


*=f   ,  [Dl 

y=:b   y  ^  '    x=: — az 


[D] 


[G] 


Les  équations  de  la  génératrice  seront  de  la  forme  : 

yz=mX'i- 

Les  conditions  pour  que  la  génératrice  rencontre  les  direc- 
trices sont  : 

b^=map  —  q. 

En  éliminant  m,  p,  q  entre  ces  équations  et  celles  de  la  géné- 
ratrice, on  obtient  q  =  0^  et  l'équation  de  la  surface  demandée 
est 


ljZ=^-X. 


C'est  encore  l'équation  d'un  paraboloïde  hyperbolique,  puis- 
que la  surface  qu'elle  représente  est  du  second  degré,  privée  de 
centre,  et  à  génératrices  rectilignes. 
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'î'83.  Les  équations  des  génératrices  rectilignes  de  l'hyper- 
boloïde  à  une  nappe  peuvent  encore  être  présentées  sous  une 
autre  forme,  qu'il  peut  être  utile  de  connaître  ^ 

Soit 

l'équation  de  la  surface.  On  peut  d'abord  écrire  les  équations 
d'une  génératrice  sous  la  forme 

a  c      ^       b        c      ^  ^  - 

et,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  surface,  on 
trouve  que,  pour  qu'elle  soit  satisfaite  indépendamment  de  z, 
on  doit  avoir 

m'H-n^=:l,  [5] 

f    mp  +  nq  =  0,  [4] 

jf-{-q^z=-A.  [5] 

Pour  %  =  0^  on  a  x  =  ap  et  y  =  bq,  coordonnées  d'un  point  de 
l'ellipse  de  gorge.  Or  on  sait  qu'on  a  un  point  de  cette  ellipse 
en  posant 

a;=:acos9    et    |/  =  &sinç, 

9  étant  un  angle  auxiliaire.  On  satisfera  donc  à  la  condition  [5] 
en  prenant 

pnucosç    et   r/  =  sin9» 
La  relatioa  [4]  donne  alors 

m=:  —  ?itang9; 

et  en  substituant  dans  [5]  on  obtient 

??.^(1 +tang^9)==1, 
d'où 

??.=:±COScp, 

*  Nous  avons,  les  premiers,  donné  cette  méthode  dans  notre  deuxième  édition, 
publiée  en  18C3. 
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et  par  suite 

en  ayant  soin  de  prendre  les  signes  supérieurs  ensemble  et  les 
signes  inférieurs  ensemble.  On  aura  donc  les  équations  d'une 
première  génératrice  rectiligne  en  adoptant  les  signes  supé- 
rieurs, ce  qui  donnera 

—  :=^  —  -sinoH-cosç, 
avec  [6] 

2/_ 


b 


-h  -cosf  -j-smç, 


et  on  aura  les  équations  d'une  seconde  génératrice  rectiligne 
passant  par  le  même  point  de  la  surface,  en  adoptant  les  signes 
inférieurs,  ce  qui  donne 


avec 


-  =  +  -  sinoH-cosç, 


^  =  — -cosç-f-smç. 


[7] 


L'analyse  précédente  montre  qu'on  ne  peut  tracer  que  ces 
deux  droites  sur  la  surface  par  le  point  dont  les  coordonnées 
sont  x^  y,  z. 

On  peut  remarquer,  comme  moyen  mnémonique,  que  l'on 
passe  du  premier  système  au  second  en  changeant  c  en  —  c. 

784.  Toutes  les  propriétés  des  génératrices  rectilignes  de 
l'hyperboloïde  à  une  nappe  se  démontrent  facilement  à  l'aide 
des  équations  [6]  et  [7]. 

Supposons,  par  exemple,  qu'il  s'agisse  de  démontrer  que  la 
projection  d'une  génératrice  sur  le  plan  de  l'ellipse  de  gorge 
est  tangente  à  cette  courbe;  en  éliminant  z  entre  les  deux  équa- 
tions d'une  même  génératrice  de  l'un  ou  de  l'autre  système,  on 
obtient  également,  pour  l'équation  de  la  projection  considérée, 

ÛC  n 

-cos?-f-|sino  =  l  ;  [8] 
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si  on  élève  cette  équation  au  carré,  et  qu'on  la  retranche  mem- 
bre à  membre  de  l'équation  de  l'ellipse  de  gorge 


on  obtient 


d^où 


gsinç-^cos.y^O 


-sino  —  f cos©  =  0.    .  [91 

Or  les  équations  [8]  et  [9]  ne  donnent  qu'un  système  de  valeurs 
pour  XGly;  donc  la  projection  de  la  génératrice  est  tangente. 
L'équation  générale  d'un  plan  passant  par  une  génératrice 
du  premier  système  est 

'x     z  .  \     .  fy     ^  ■    \     f\ 

-  -h  -sincp  —  cosç  1  +  /Jj cosç  — smç  1  =  0. 

Si  ce  plan  passe  par  l'origine,  son  équation  se  réduit  à 

X  .  y  ^  %      (. 

—  sm© — 7-tos9-H-=(J; 
a       ^      b      ^      c 

ces  formes  peuvent  être  commodes  pour  la  résolution  de  divers 
problèmes. 

785.  En  général,  pour  qu'une  droite  dontles  équations  sont 

x=zaz-{-j)       et       y=^bz-{-q  fl] 

puisse  être  appliquée  entièrement  sur  une  surface  représentée  par 

nx,y,z)  =  0,  [2] 

il  faut  et  il  suffit  qu'en  portant  dans  l'équation  [2]  les  valeurs  de  x  et  de  y 
données  par  les  équations  [i],  l'équation  en  z  à  laquelle  on  parviendra,  et  que 
nous  représenterons  par 

^{z)  —  0,  [3] 

soit  satisfaite  quel  que  soit  z,  et  se  réduise  par  conséquent  à  une  identité. 

En  exprimant  que  la  relation  [5]  est  identique,  on  obtiendra  entre  les  pa- 
ramètres a,  t,p,  q  un  certain  nombre  de  relations.  Si  ces  relations  ne  peu- 
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vent  pas  être  satisfaites  par  un  système  de  valeurs  réelles,  et,  pour;?  et  q 
finis,  il  sera  impossible  d'appliquer  une  droite  sur  la  surface  proposée. 

Si  l'on  trouve  un  ou  plusieurs  systèmes  déterminés  de  solutions,  on  aura  les 
positions  d'une  ou  de  plusieurs  droites  pouvant  coïncider  avec  la  surface.  Si  on 
peut  satisfaire  d'une  infinité  de  manières  aux  équations  de  condition,  il  y  aura 
une  infinité  de  droites  pouvant  s'appliquer  sur  la  surface;  et  si  ces  droites  se 
succèdent  d'une  manière  continue,  on  pourra  les  considérer  comme  des  géné- 
ratrices de  la  surlace,  c'est-à-dire  que  celle-ci  pourra  être  considérée  comme 
engendrée  par  le  mouvement  d'une  droite. 

Les  surfaces  qui  peuvent  être  engendrées  de  cette  manière  sont  connues 
sous  le  nom  de  surfaces  réglées. 

En  appliquant  cette  méthode  aux  surfaces  du  second  degré,  on  reconnaît 
qu'il  n'y  a  que  le  cylindre,  le  cône,  l'hyperboloide  à  une  nappe  et  le  parabo- 
loïde  hyperbolique  qui  admettent  des  géi^ératrices  rectilignes. 

î'86.  Exercices.  —  I.  Prouver  géométriquement  que  l'hyperboloide  de  révo- 
lution à  une  nappe  est  coupé  par  un  plan  suivant  une  courbe  du  second  degré 
ayant  ses  foyers  aux  points  de  contact  de  deux  sphères  tangentes  au  plan  sécant 
et  à  la  surface. 

II.  Les  projections  des  génératrices  de  Vhyperboloïde  à  une  nappe  sur  les 
plans  principaux  sont  tangentes  aux  sections  principales  de  Vhyperboloïde. 

III.  Le  lieu  des  points  d'un  hyperboloïde  tels,  que  les  génératrices  qui  y  pas- 
sent se  coupent  à  angle  droit,  est  Vintersection  de  la  surface  par  une  sphère 
concentrique. 

IV.  Le  lieu  des  points  d'un  par  aboloïde  hyperbolique  tels,  que  les  génératrices 
qui  y  passent  sont  perpendiculaires,  est  une  hyperbole  dont  le  plan  est  perpen- 
diculaire à  l'un  des  plans  directeurs  du  paraboloïde. 
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H^H.  Ellipsoïde.  —  On  a  vu  que  son  équation,  réduite  en 
coordonnées  rectangulaires,  est 

^'      t      ^'      . 

La  surface  est  alors  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes. 

En  appliquant  à  l'ellipsoïde  les  principes  établis  aux  cha- 
pitres 111  et  IV,  on  reconnaîtra  que  cette  surface  jouit  des  pro- 
priétés suivantes  : 

Le  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction  qui  fait  avec  les 
axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  /,  w,  n,  a  pour  équations, 
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en  désignant  par  X,  Y,  Z  les  coordonnées  courantes, 

/X      m  Y       ni      ^  rm 

a^       ¥        &  ^  ^ 

Tout  plan  diamétral  passe  par  le  centre  ;  et  réciproquement 
tout  plan  passant  par  le  centre  est  un  plan  diamétral. 

Toutes  les  sections  faites  par  des  plans  parallèles  sont  des 
ellipses  homolhéti(Jues  ;  leur  centre  est  situé  sur  le  diamètre 
conjugué  à  la  direction  de  ces  sections. 

Tout  diamètre  passe  par  le  centre;  et  toute  droite  passant  par 
le  centre  est  un  diamètre. 

Les  conditions  pour  que  trois  diamètres  soient  conjugués 
(7f  S)  deviennent,  dans  le  cas  de  l'ellipsoïde  : 


n"         ïP-  & 


#2 


r/^  h-  &  ^  ^ 

avec 

\^  -H  m^  4-  ??'-  --=  1 ,     /'^  -H  m'^  4-  ?i"^  =  1 ,     /"^  4-  m"^  4-  n"^  =  1 . 

.  788.  L'équation  du  plan  tangent  devient 


\x      Yw      1%      . 
1 — £  _j z=.\ 


[4] 


Sa  dii'ection  est  conjuguée  au  diamètre  qui  aboutit  au  point 
de  contact.  Car  le  plan  parallèle  mené  par  l'origine  a  pour 
équation 

Or  les  cosinus  /,  m,  n  des  angles  que  le  diamètre  mené  au 
point  de  contact  fait  avec  les  axes  étant  proportionnels  à 
a?,  y,  z,  si,  dans  cette  dernière  équation,  on  remplace  x^  ?/,  z  par 
les  quantités  proportionnelles  /,  m,  n,  on  obtient  l'équation  [2]. 
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L'équation  du  plan  tangent  conserve  la  forme  [4]  quand  l'el- 
lipsoïde est  rapporté  à  trois  diamètres  conjugués  ;  mais  les  demi- 
axes  «,  b,  c,  doivent  alors  êlre  remplacés  par  les  demi-diamè- 
tres conjugués  a\  ?/,  c'. 

'î'89.  Mener  un  plan  tangent  par  un  point  extérieur^  situé  à  la 
distance  d  du  centre. 

Rapportons  l'ellipsoïde  à  trois  diamètres  conjugués  dont  l'un, 

l'axe  des  x  par  exemple,  passe  par  le  point  donné,  dont  les 

coordonnées  seront  alors  (/,  0  et  0.  L'équation  du  plan  tangent 

devant  être  satisfaite  par  ces  coordonnées,  on  aura  pour  déter- 

dx 
miner  les  coordonnées  du  point  de  contact  l'équation —  =  1, 

a 

et  l'équation  de  l'ellipsoïde.  Le  problème  est  donc  indéterminé  ; 

mais  tous  les  points  de  contact  des  plans  tangents  menés  par  le 

point  donné  sont  situés  dans  le  plan  oj  =  -y- ,  dont  la  direc- 
tion est  parallèle  au  plan  des  ijz,  c'est-à-dire  conjuguée  au  dia- 
mètre qui  passe  par  le  point  donné.  Ce  plan  des  contacts  est  le 
plan  polaire  correspondant  au  point  donné,  regardé  comme 
pôle;  et  de  son  équation,  très-simple,  on  tirerait  sans  difficulté 
les  propriétés  principales  des  plans  polaires. 

Les  droites  menées  du  point  donné  aux  différents  points  de 
contact  sont  les  génératrices  d'un  cône  qui  a  ce  point  pour  som- 
met, et  qui  est  circonscrit  k  l'ellipsoïde.  Pour  obtenir  l'équation 
de  ce  cône,  on  formerait  les  équations  des  droites  allant  du 

point  fl,  0,  0  au  point  -y  ,  i/,  :s;  et,  en  éliminant  ?/ et  :s  entre  ces 

équations  et  celle  de  l'ellipsoïde,  on  aurait  l'équation  du  cône 
circonscrit. 

790.  Mener  un  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné. 
Rapportons  l'ellipsoïde  à  trois  diamètres  conjugués ,  dont 
deux,  celui  des  x  et  celui  des  y  par  exemple,  soient  paral- 
lèles au  plan  donné.  Le  plan  tangent  devant  alors  avoir  une 
équation  de  la  forme  Z  =  constante,  il  faut  qu'on  ait  oi^O  et 
y  =  0,  ce  qui  donne  :$  =  =h  c'.  C'est-à-dire  qu'il  y  a  deux  solu- 
tions, et  que  les  deux  points  de  contact  sont  les  extrémités  du 
diamètre  dont  la  direction  est  conjuguée  à  celle  du  plan 
donné. 
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791.  Mener  un  plan  tangent  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Prenons  l'axe  des  x  parallèle  à  cette  droite,  et  deux  autres  axes 
conjugués.  L'équation  du  plan  tangent  ne  devant  plus  contenir 
de  terme  en  X,  il  faudra  qu'on  ait  ^  =  0.  On  voit  donc  qu'il  y 
a  une  infinité  de  solutions,  mais  quetous  les  pointsde  contactsont 
situés  dans  le  plan  des  yz,  c'est-à-dire  que  ce  sont  les  points  de  la 
section  faite  dans  Tellipsoïde  par  le  plan  diamétral  conjugué  à 
la  direction  de  la  droite  donnée. 

Toutes  les  tangentes  parallèles  à  la  direction  donnée  senties 
génératrices  d'un  cylindre  circonscrit  à  l'ellipsoïde.  Ce  cylindre 
a  pour  équation 

if         z'       . 

79S .  Lorsque  l'ellipsoïde  est  rapporté  à  ses  axes  principaux, 
on  peut  mettre  l'équation  du  plan  tangent  parallèle  à  un  plan 
donné  sous  une  forme  qu'il  est  utile  de  connaître.  Soient  /,  m,  n 
les  cosinus  des  angles  qu'une  perpendiculaire  abaissée  de  l'ori- 
gine sur  le  plan  tangent  fait  avec  les  trois  axes,  et  soit  p  la  lon- 
gueur de  cette  perpendiculaire.  L'équation  du  plan  pourra  se 
mettre  sous  la  forme  (619) 

/X  4-mY-i-nZ:=:p. 

Si  on  l'identifie  avec  l'équation  du  plan  tangent  [4],  on  ob- 
tient, en  ayant  égard  à  ce  que  le  point  de  contact  ^,  y,  z  est 
sur  la  surface, 


et  par  suite  l'équation  du  plan  tangent  prend  la  forme 


/X  -H  mY  +  7iL=:s/aT  -f-  b'm^  +  cV. 

793.  Théorème  de  Monge. — Le  lieu  des  sommets  des  angles 
trièdres  trirectangles  dont  les  faces  restent  tangentes  à  Vellip- 
so'ide,  est  une  sphère  ayant  le  même  centre. 

Soient,  eneltet,  /,  m,  ?i,  /',  m',  n\  l\  m",  n"  les  cosinus  des 
angles  que  les  arêtes  du  trièdre  font  avec  les  axes  de  l'ellip- 
soïde, pris  pour  axes  coordonnés.  Les  équations  des  trois  faces 
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seront,  puisqu'elles  doivent  rester  tangentes, 


/X  --h  mY  4-  nZ  =  sjaH''  +  hhn^  +  ân^ , 


l'\  H_  ^n'\  -+-  îi'Z  =  slaH"  H-  ^^^m'^  -h  &}i" , 


l"\  -I-  ?u"Y  +  n"Z  :==  v/a^/"^  -h  ¥w!"  +  c^n"^  ; 

et  si  ces  équations  ont  lieu  à  la  fois,  X,  Y,  Z  seront  les  coordon- 
nées du  sommet  de  l'angle  Irièdre.  Or,  si  l'on  fait  la  somme  de 
ces  équations ,  après  avoir  élevé  les  deux  membres  au  carré,  on 
trouve,  en  ayant  égard  aux  relations  qui  lient  les  cosinus  rela- 
tifs à  trois  droites  rectangulaires  entre  elles  (593) 

X'^-hY^  +  Z^  =  a^  +  /^^-  +  c% 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

794.  Théorèmes  d'Apollonius.  —  I.  La  somme  des  carrés  de 
trois  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à  la  somme  des 
carrés  des  trois  axes. 

II.  La  somme  des  carrés  des  faces  du  parallélépipède  construit 
sur  trois  diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à  la  somme 
des  carrés  des  faces  du  parallélépipède  rectangle  construit  sur  les 
trois  axes. 

JIl.  Le  volume  du  parallélépipède  construit  sur  trois  diamètres 
conjugués  est  constant  et  égal  au  volume  du  parallélépipède  rec- 
tangle construit  sur  les  trois  axes. 

Soit 

X''        f         z'        , 
a^       b-      c^ 

Téquation  d'un  ellipsoïde  rapporté  à  un  système  de  diamètres 
conjugués.  Considérons  une  sphère  concentrique.  Cette  sphère 
ne  pourra  être  tangente  à  l'ellipsoïde  que  si  son  rayon  a  l'une 
des  valeurs  a,  b,  c;  car  ce  n'est  qu'aux  extrémités  des  demi- 
axes  que  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  est  perpendiculaire  au 
diamètre  qui  aboutit  au  point  de  contact. 

D'après  ce  qu'on  a  vu  au  ïf  6SO,  l'équation  de  celte  sphère 
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est 

x'  -H y^  H-  z^-h 2ijz cos  X  -I-  'Izx  cos y.  -h  2xij  cos  v  —  r^  ^  0 ,  [i ] 

X,  [;.,  V  désignant  les  angles  que  font  entre  eux  les  diamètres  con- 
jugués h  et  c,  a  et  c,  «  et&.  L'équation  du  plan  tangent  à  celte 
sphère  est 

\(x  -hycos^-hz cos  \j.)-hY{x  cos  v 4-//  +  :scos  X) 

4-  Z  (^  cos [j.  -h  îj cos  A  4-  ::^)  —  r^  =  0 .  [2) 

Si  l'on  identifie  cette  équation  avec  celle  du  plan  tangent  à  l'el- 
lipsoïde, savoir 

X^     Xy      Z^_,__.. 

on  obtient,  après  réductions,  les  trois  relations 

(a''^  —  r^)x-h(a'^cosy  —  f'}  y  ■+-  [a'^  cos\).  —  r^)  z=zO, 
(b"co?,^  —  r')x-h{b"--r')y-^  (b"cosX—f')z^O,      [5] 
(c'^cos[i,—  r')  X  +  (c'^cosX  —  r')  y  +  (c''  —  f')  ;2  z=0. 

Ces  équations  donnent  zéro  pour  les  valeurs  des  coordonnées  x, 
y,  z,  qui  ne  peuvent  s'annuler  à  la  fois,  puisque  ce  sont  celles 
des  extrémités  de  l'un  des  axes;  il  faut  donc  que  les  valeurs 
obtenues  se  présentent  sous  la  forme  |,  et  que  par  conséquent 
le  déterminant  de  ces  équations  soit  nul.  Si  l'on  forme  ce  dé- 
terminant, qu'on  l'égale  à  zéro,  et  qu'on  l'ordonne  par  rap- 
port aux  puissances  décroissantes  de  r,  on  obtient 

r'  -  (a"  +  b"  -+-  c'')  r'  +  (b'"c"  sin^  X  4-  c"c(f'  sin^  y.  H-  aH"  sin^  v)r^ 

—  a'-'b'Y'  (1— cosO.—  cos'i^.—  cos%  +  2  cos  Xcos  [x  cosv)  =0.  [4J 

Les  valeurs  de  r  qui  satisfont  à  cette  condition  doivent  être  les 
demi-diamètres  rt,  &,  c;  l'équation,  considérée  comme  du  troi- 
sième degré  par  rapport  à  r\  doit  donc  avoir  pour  racines  a\ 
b'  et  c\  Par  conséquent,  d'après  les  relations  connues  entre  les 


PROPRIÉTÉS  PARTICULIÈRES  DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ.      655 

coefficients  de  l'équation  et  ses  racines,  on  doit  avoir 

b''c''\sin'\  -h  c"a'^  sinV  -H  a"b"  sinN=  ¥c^  4-  chi'  H-  a'b\ 
a'b'c'(i  —  cos^X  —  cosV  —  cosN  -h-  2  cosXcos  [jxosv)=:  ak. 
Ces  relations  démontrent  les  trois  théorèmes  énoncés*. 

995.  Exercices.  —  I.  Trouver  le  lieu  des  sommets  des  cônes  de  révolution 
circonscrits  à  V ellipsoïde. 


*  Soit  OABC  (fig.  236)  un  tétraèdre  ayant  pour  arêtes 

OA=a,      0B  =  ^,      0C  =  c, 

les  arêtes  faisant  entre  elles  les  angles 

B0G=a,      A0G  =  ^,      A0B  =  v. 

Abaissons  BP  perpendiculaire  sur  AOG,  et  PI  perpendi- 
culaire sur  OA.  Joignons  BI,  qui  sera  perpendiculaire      ^^r- 
sur  OÂ. 

Nous  aurons 

[BI  =  6.siny      et      BP  =  BI.sinA, 

en  désignant  par  A  l'angle  dièdre  OA.  De  là 

BP  =  6sin  y  sinA. 
On  aura  aussi 


Fis.  256. 


1 

'  surf.  ÂO  C  =  -  ttc .  sin  ^ . 

Par  conséquent,  en  appelant  V  le  volume  du  tétraèdre,  ' 

1 
V=i:-  «k\sin|3siny  sinA. 

Mais,  par  la  formule  fondamentale  de  trigonométrie  sphérique,  on  a 

cosficosv — cosa     1,    .    .    ^   .        .    .         i-rT, — ^~7"" — ; r! 

cos  A  =  —  ■     ' ,  dou  smâsmvsmA=  vsm^âsm-v —  cosScosy — cosa]^ 

sniiSsiny  '        '  V       K       /      \      1        /  / 

ou 


d'où 


sin  j3  sin  y  sin  A  =  y  1  —  co^-  a — cos'-^  j3  —  cos'-^  y  +  2  cos  a  cos  |3  cos  y  ; 


V=t;  abc  SJi  —  C0:5-a  — cos-^ — cos-y  +2  COS«  COSjS  COSy* 


En  multipliant  par  G  on  obtient  le  volume  du  parallélépipède  qui  a  pour  arêtes 
contiguës  a,  h,  c,  faisant  entre  elles  les  angles  y,  j3,  a. 

C'est  sur  cette  formule  que  se  fonde  la  démonstration  du  ti'oisième  théorème 
d'Apollonius. 
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II.  Trouver  le  lieu  des  normales  à  Vellipsoïde  parallèles  à  un  plan  donné. 

Ilf.  Lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés  des  normales  menées  de 
chacun  d'eux  à  l ellipsoïde  soit  constante. 

IV.  On  circonscrit  à  V ellipsoïde  des  cônes  qui  sont  coupés  par  un  plan  fixe 
1°  suivant  des  cercles,  2"  suivant  des  hyperboles  équilatères;  on  demande  le 
lieu  des  sommets  de  ces  cônes. 

Y.  Trouver  la  surface  lieu  des  perpendiculaires  abaissées  du  centre  d'un 
ellipsoïde  sur  les  plans  qui  le  coupent  suivant  des  ellipses  d'aire  équivalente. 

706.  Hyperboloïde  à  une  nappe.  —  L'équation  réduite  de 
celte  surface  est,  en  coordonnées  rectangulaires, 

x"^     it     z^      , 

a^     b^     c^  ^  J 

La  surface  est  alors  rapportée  à  ses  axes.  L'équation  du  cône 
asymptote  est 

Si  Ton  mène  par  le  centre  un  plan  qui  ne  coupe  le  cône 
asymptote  qu'en  ce  point,  il  coupe  la  surface  suivant  une  ellipse, 
et  tous  les  plans  pai'allôles  la  coupent  suivant  des  ellipses  homo- 
thétiques.  —  Si  le  plan  mené  par  le  centre  coupe  le  cône  asymp- 
tote suivant  deux  génératrices,  il  coupe  la  surface  suivant  une 
hyperbole  qui  a  ces  génératrices  pour  asymptotes  ;  et  tous  les 
plans  parallèles  la  coupent  suivant  des  hyperboles  homothéti- 
ques.  —  Si  le  plan  mené  par  le  centre  est  tangent  au  cône 
asymptote,  il  coupe  la  surface  suivant  une  parabole;  et  il  en  est 
de  môme  de  tous  les  plans  parallèles. 

Toutes  ces  propriétés  peuvent  être  démontrées  comme  il 
suit  : 

Soit 

z=px-i-qy  |3] 

l'équation  d'un  plan  mené  par  le  centre.  Si  on  la  combine  avec 
l'équation  [2]  et  qu'on  exprime  que  la  projection  de  l'intersec- 
tion sur  le  plan  dcsxy  se  réduit  à  une  droite,  on  aura  exprime 
que  le  plan  est  tangent  au  cône.  On  trouve  ainsi  pour  condition 

aY-i-b'(f--c'  =  0;  [4J 
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et  le  même  calcul  montre  que  si  le  premier  membre  est  négatif, 
l'intersection  se  réduit  à  un  point,  et  s'il  est  positif,  à  deux  droi- 
tes. Or,  si  Ton  combine  l'équation  du  plan  [3]  avec  celle  de  Fhy- 
perboloïde,  et  qu'on  cherche  le  caractère  d'après  lequel  on  re- 
connaît que  la  projection  de  l'intersection  sur  le  plan  des  xy 
est  une  ellipse,  une  parabole  ou  une  hyperbole,  auxquels  cas  il 
en  est  de  même  de  l'intersection  elle-même  (749,  Rem.  I),  on 
troijve  précisément 

aY-i-b'(f-'C^<0       ou      =0,       ou       >0, 

ce  qui  justifie  les  énoncés  qui  précèdent;  car  on  sait  d'ailleurs 
(704)  que  les  sections  parallèles  d'une  surface  du  second  degré 
sont  homothétiques. 

797.  Le  plan  diamétral  correspondant  à  la  direction  déter- 
minée par  les  cosinus  /,  rw,  ?i  a  pour  équation 

IX         imi  HZ  ,.  r^  I 

a^       b'       c^  ^  ^ 

A  toute  dircclion  de  cordes  parallèles  il  répond  donc  un  plan 
diamétral,  excepté  aux  directions  parallèles  à  une  génératrice 
du  cône  asymptote.  En  effet,  la  condition  [g]  trouvée  au  n°  703 
pour  que  les  cordes  considérées  deviennent  infinies,  est  alors 

a~      b-      â  ^  ^ 

Or  les  équations  de  la  direction  des  cordes  étant 

X ij % 

l      m     n' 
d'où 

û^_  if  _z^ 
Ix     my     nz' 

si,  dans  l'équation  [6],  on  remplace  /x,  my,  w;spar  les  quantités 
proportionnelles  x-,  ?/,  ;5%  on  obtient  précisément  l'équation  du 
cône  asymptote  :  ce  qui  montre  que  la  direction  considérée  est 
celle  d'une  génératrice  de  ce  cône. 

798.  L'équation  du  plan  tangent  à  l'hypcrboloïdc  à  une 
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nappe  est 

a-       b^       C 

On  pourrait  démontrer  directement  à  l'aide  des  équations  des 
génératrices  rectilignes  [767]  que  le  plan  tangent  en  un  point 
contient  les  deux  génératrices  de  systèmes  différents  qui  passent 
par  ce  point.  Mais  il  est  plus  simple  d'employer  le  tour  de 
démonstration  suivant. 

Rapportons  l'hyperboloïde  à  trois  diamètres  conjugués  dont 
l'un,  l'axe  des  x  par  exemple,  aboutisse  au  point  de  la  surface 
que  l'on  considère  ;  l'équation  prendra  la  forme 

Le  plan  tangent  au  point  qui  a  pour  coordonnées 

x'=a'^      2/  =  0,      :s=:0, 

sera  le  plan  mené  par  ce  point  parallèlement  au  plan  des  \j%  ;  car 
on  a  démontré  d'une  manière  générale  (713)  que  le  plan  tangent 
en  un  point  d'une  surface  du  second  degré  a  la  direction  con- 
juguée au  diamètre  qui  aboutit  au  point  de  contact.  Ce  plan 
aura  donc  pour  équation 


Or  l'intersection  de  ce  plan  avec  l'hyperboloïde  se  compose  des 
deux  droites  représentées  par  les  équations 

x  =  Œ       et      tj  =  ±-^z; 

ce  sont  les  deux  génératrices  rectilignes  qui  passent  par  le  point 
considéré;  car  on  a  vu  que,  par  un  point  de  la  surface^  on  ne 
saurait  mener  sur  cette  surface  une  troisième  droite. 

Remarque.  —  Tout  plan  mené  par  une  génératrice  de  l'un 
des  deux  systèmes  coupe  la  surface  suivant  une  génératrice  de 
l'autre  système  ;  et  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  généra- 
trices est  le  point  de  contact  de  ce  plan  avec  la  surface.  Ce  point 
de  contact  se  déplace  sur  la  première  génératrice  quand  on  fait 
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tourner  le  plan  tangent  autour  de  cette  droite.  Quand  le  plan 
mené  par  une  génératrice  passe  par  le  centre,  il  rencontre  la 
surface  suivant  la  génératrice  parallèle  de  l'autre  système;  dans 
ce  cas,  c'est  toujours  un  plan  tangent,  mais  le  point  de  contact 
est  alors  situé  à  l'infini  sur  la  génératrice  considérée. 

^99.  Toute  droite  menée  par  le  centre  est  un  diamètre,  à 
moins  qu'elle  ne  coïncide  avec  une  des  génératrices  du  cône 
asymptote;  cela  résulte  de  ce  qui  a  été  dit  pour  les  plans  dia- 
métraux. 

Pour  les  plans  tangents  menés  par  un  point  extérieur  ou  pa- 
rallèlement à  un  plan  ou  à  une  droite  donnés,  ainsi  que  pour  les 
cônes  et  cylindres  circonscrits,  la  marche  à  suivre  est  la  même 
que  pour  l'ellipsoïde. 

800.  Le  Théorème  de  Monge  subsiste  pour  l'hyperboloïde  à 
une  nappe  et  se  démontre  de  la  même  manière  que  pour  l'ellip- 
soïde ;  mais,  comme  le  rayon  de  la  sphère  a  pour' carré 

cette  sphère  peut  être  réelle,  évanouissante  ou  imaginaire,  selon 
la  valeur  de  c. 

801.  On  peut  démontrer  pour  riiyperboloïde  à  une  nappe  des 
théorèmes  analogues  aux  théorèmes  d'Apollonius  ;  mais  leur 
énoncé  est  moins  simple  et  ils  offrent  moins  d'intérêt.  (Re- 
prendre la  démonstration  donnée  pour  l'ellipsoïde  en  changeant 
c^en—c\) 

80S.  Hyperboloïde  à  deux  nappes Son  équation  ré- 
duite en  coordonnées  rectangulaires  est 


a^    ¥     e 
ct  réquation  de  son  cône  asymptote  est 


L'équation  du  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  est 
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et  celle  du  plan  tangent  au  cône  asymptote  est 

a^       ¥       â 

Ces  équations  ne  diffèrent  de  celles  qui  leur  correspondent 
dans  riiyperboloïde  à  une  nappe  qu'en  ce  que  h^  y  est  cliangé  en 
—  b^.  On  conçoit  donc  qu'il  suffira  d'introduire  ce  changement 
dans  les  équations  qui  expriment  les  propriétés  de  l'iiyperbo- 
loïdc  à  une  nappe  pour  avoir  celle  de  l'hyperboloïde  à  deux 
nappes.  On  reconnaîtra  ainsi  que  cotte  dernière  surface  jouit 
des  propriétés  suivantes  : 

Concevons  qu'on  mène  un  plan  par  le  centre.  S'il  ne  coupe  le 
cône  asymptote  qu'au  sommet,  il  ne  coupe  pas  l'hyperboloïde  ; 
mais  on  peut  lui  mener  deux  plans  parallèles  tangents  :  et  tous 
les  plans  parallèles  situés  au  delà  coupent  la  surface  suivant  des 
ellipses. 

Si  le  plan  mené  par  le  centre  est  tangent  au  cône  asymptote, 
Une  rencontre  l'hyperboloïde  qu'à  rinfini  ;  mais  tout  plan  pa- 
rallèle coupe  la  surface  suivant  une  parabole. 

Si  le  plan  mené  par  le  centre  rencontre  le  cône  asymptote 
suivant  deux  génératrices,  il  coupe  l'hyperboloïde  suivant  une 
hyperbole  qui  a  ces  génératrices  pour  asymptotes,  et  tout  plan 
parallèle  coupe  la  surface  suivant  une  hyperbole  homothétiquc. 

803.  L'équation  du  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction 
qui  fait  avec  les  axes  des  angles  ayant  pour  cosinus  /,  m,  n  est  : 

Ix      mil      î'^_^  If.. 

On  en  conclut,  comme  pour  l'hyperboloïde  à  une  nappe, 
qu'à  toute  direction  de  cordes  parallèles  répond  un  plan  dia- 
métral, excepté  à  celles  qui  sont  parallèles  aux  génératrices  du 
cône  asymptote. 

804:.  Le  théorème  de  Monge  subsiste  encore  pour  l'hyper- 
boloïde à  deux  nappes  ;  mais  le  carré  du  rayon  de  la  sphère  est 
alors  a^  —  b^  —  c^;  par  conséquent  cette  sphère  peut  être  réelle, 
évanouissante  ou  imaginaire. 

805,  Paraboloïde  elliptique.  —  Son  équation,   réduite  en 
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coordonnées  rectangulaires,  est 

y^      ^^  fil 

La  surface  est  alors  rapportée  à  son  axe  principal  et  au  plan 
perpendiculaire  mené  par  son  sommet. 
L'équation  du  plan  tangent  est 

Yw  ZZ         V  roi 

p  q  ^ 

Si  le  point  de  contact  est  l'origine,  cette  équation  se  réduit  à 
X  =  0,  qui  est  celle  du  plan  des  ijz.  Ainsi  dans  l'équation  [1]  la 
surface  est  rapportée  à  Taxe  principal  et  au  plan  tangent  au 
sommet. 

En  coordonnées  obliques,  l'équation  réduite  de  la  surface  peut 
être  mise  sous  la  même  forme 

et  l'on  verrait  comme  ci-dessus  que  la  surface  est  alors  rappor- 
tée à  un  diamètre  quelconque  (parallèle  à  l'axe  principal)  et 
au  plan  tangent  mené  à  son  extrémité. 

Il  résulte  de  ces  formes  d'équation  les  propriétés  suivantes. 

On  peut  mener  au  paraboloïde  un  plan  tangent  parallèle  à  un 
plan  quelconque,  excepté  à  un  plan  parallèle  à  l'axe.  Tout  plan 
parallèle  à  l'axe  coupe  la  surface  suivant  une  parabole.  Tout 
plan  qui  n'est  pas  parallèle  à  l'a^e,  coupe  la  surface  suivant  une 
ellipse,  ou  ne  la  rencontre  pas,  suivant  qu'il  est  situé  d'un 
côté  ou  de  l'autre  du  plan  tangent  qui  lui  est  parallèle. 

806.  Le  plan  diamétral  conjugué  à  la  direction  faisant  avec 
les  axes  rectangulaires  des  angles  donf  les  cosinus  sont  /,  m,  n, 
a  pour  équation 

mw     nz      ,  r/i 

p        q 

Tous  les  plans  diamétraux  sont  donc  parallèles  à  l'axe  princi- 
pal. A  une  direction  quelconque  de  cordes  parallèles  répond 
un  plan  diamétral,  excepté  à  la  direction  parallèle  à  l'axe  ;  car 
onaalors/  —  !,  m  =  0,71  =  0,  et  le  plan  [4]  est  rejeté  à  l'infmi. 
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807.  L'équation  du  plan  tangent  parallèle  à  un  plan  donné 
s'obtient  par  la  même  méthode  que  pour  les  surfaces  à  centre. 
Soit 

l'équation  du  plan  tangent,  dans  laquelle  P  désigne  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  l'origine  sur  ce  plan  et  /,  m,  ?iles  cosinus  des 
angles  qu'elle  fait  avec  les  axes;  en  l'idenlifiant  avec  l'équation 
du  plan  tangent  [2],  et  ayant  égard  à  la  relation  [1],  on  trouve 

Ainsi  l'équation  du  plan  demandé  est 


808.  Théouème  de  Mokge.  —  Le  lieu  du  sommet  d\in  angle 
tri-rectangle  dont  les  trois  faces  sont  tangentes  à  un  paruho- 
loïde  elliptique  est  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe  principal. 

En  effet,  si  /,  m,  n,  /',  m\  n\  /",  7n",  n"  sont  les  cosinus  des  an- 
gles que  font  avec  les  axes  les  perpendiculaires  aux  trois  faces 
du  triédre,  on  pourra  écrire,  en  chassant  les  dénominateurs, 

2/  (/X  +  mY  +  ni)  =pm^  -+-  (pi\ 

2l'(n^m'Y-hn'Z)=zpm''-{-qn'\ 

2l"(l'T~h  m"Y  -f-  i/Z)=^pm"'  +  qn"\ 

Si  Ton  additionne  ces  équations  membre  à  membre,  on  ayant 
égard  aux  relations  qui  lient  les  cosinus  relatifs  à  trois  droites 
rcclangulaires,  on  trouve 

2X  =  ]9-f-ry     ou     X=r-. -U+A 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

809.  Paraboloïde  hyperbolique.  —  Son  équation,  réduite 
en  coordonnées  rectangulaires,  est 


PROPRIÉTÉS  PARTICULIÈRES  DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ.     CG3 

L'équation  de  son  plan  tangent  est 

V        ({  ^  ^ 

En  coordonnées  obliques,  ces  équations  conservent  les  mô- 
mes formes.  La  surface  est,  dans  les  deux  cas,  rapportée  à  son 
axe  principal  ou  à  un  diamètre  (parallèle  à  cet  axe)  et  au  plan 
tangent  à  l'extrémité  de  cet  axe  ou  de  ce  diamètre.  Ces  formes 
mettent  en  évidence  les  propriétés  suivantes  : 

Tout  plan  parallèle  à' Taxe  coupe  la  surface  suivant  une  pa- 
rabole. Tout  plan  qui  rencontre  l'axe  coupe  la  surface  suivant 
une  hyperbole  (qui  peut  être  réduite  à  ses  asymptotes). 

Le  plan  diamétral  conjugué  à  une  direction  donnée  s'obtient 
comme  au  numéro  806;  et  l'on  démontre  de  la  môme  manière 
qu'à  toute  direction  de  cordes  parallèles  correspond  un  plan 
diamétral,  excepté  à  la  direction  parallèle  à  l'axe. 

810.  Le  plan  tangent  en  un  point  de  la  surface  contient  les 
deux  génératrices  rectilignes  qui  passent  par  ce  point.  Car,  si 
l'on  rapporte  la  surface  au  plan  tangent  en  ce  point  et  au  dia- 
mètre correspondant,  l'équation  prend  la  forme  de 

Or,  pour  a;  =  0,  il  reste 

Le  plan  de?>ijz  coupe  donc  la  surface  suivant  deux  droites;  et 
ces  deux  droites  senties  génératrices  qui  passent  au  point  de 
contact  ;  car  une  troisième  droite  passant  par  ce  point  ne  sau' 

rait  s'appliquer  sur  la  surface. 

♦- 

811.  On  obtiendra,  comme  au  ïf  807,  l'équation  du  plan 
tangent  parallèle  à  un  plan  donné  ;  on  trouvera 

a  +  ,nY  +  nZ=^^^^^^-  [4] 

Le  théorème  de  Monge  subsiste  pour  le  paraboloïde  hyperboli- 
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que  comme  pour  le  paraboloïde  elliptique,  et  se  démontre 
comme  au  n°  808.  Le  lieu  est  un  plan  perpendiculaire  à  Taxe 
principal  et  ayant  pour  équation 


g  4.  — DES  DIVERS  MODES  DE  GÉNÉRATION  DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

8f!8.  I.  Une  surface  courbe  du  second  degré  peut  toujours  être 
engendrée  d'une  infinité  de  manières  par  une  courbe  du  second  de- 
gré qui  se  meut  parallèlement  à  un  même  plan^  en  restant  semblable 
à  elle-même,  ses  axes  ou  diamètres  conjugués  conservant  en  outre 
des  directions  parallèles. 

.  On  a  Yu  (7S3,  737,  759)  qu'une  surface  quelconque  du 
second  degré  peut  être  représentée  en  coordonnées  rectangu- 
laires ou  obliques,  par  l'une  des  équations 

La;^-f-Mî/^4-N;5^==iT     ou    Mî/  +  N;5'-=:2Ua;. 

On  peut  réunir  ces  deux  formes  en  une  seule  et  écrire 

L^2  _^  iiy^  _,_  îy^2  _  2Ujj  _  T  =  0.    ,  [i  ] 

En  y  faisant  U  =  0,  on  aura  l'équation  qui  convient  aux  surfaces 
à  centre  unique;  en  y  faisant  au  contraire  1  =  0  et  T  =  0,  on 
aura  celle  qui  représente  les  surfaces  dépourvues  de  centre. 
Cela  posé,  faisons  dans  l'équation  [1]  z=^}i\  nous  en  tirerons 

La;2  4_  My^  _  2Ua;  ==  T  —  Wi\  [2] 

Cette  équation,  jointe  à  %  =  h,  représente  une  section  faite  dans 
la  surface  par  un  plan  parallèle  au  plan  des  xy.  Cette  section 
reste  semblable  à  elle-même,  quel  que  soit  /i,  puisque  les  coef- 
ficients des  termes  du  second  degré  sont  indépendants  de  /t;  et 
ses  axes  ou  diamètres  conjugués  conservent  des  directions  pa- 
rallèles (à  OX  et  OY,  par  exemple). 

D'ailleurs,  tout  point  de  la  surface  appartient  à  une  de  ces 
sections  parallèles;  car,  si  x\  ?/,  z'  sont  les  coordonnées  de  ce 
point,  on  a 

Ix"  +  Mî/'^  +  ^z"  —  2  Ua;'  —  T  =  0 , 
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d'où 

Ix^  _,_  ^^ly'2  _  2Ua:'  zz=  T  —  N^'% 

ce  qui  montre  que  ce  point  appartient  à  la  section  parallèle  au 
plan  xy  faite  à  la  distance  %  =  %'. 

On  peut  donc  considérer  la  surface  comme  engendrée  par  une 
courbe  du  second  degré,  représentée  par  les  équations  [2]  et 
zz=zh,  c'est-à-dire  par  une  courbe  qui  se  meut  parallèlement  au 
plan  des  xy^  en  restant  semblable  à  elle-même. 

La  section  mobile  est  guidée  d'une  manière  très-simple  dans 
son  mouvement.  L'intersection  de  la  surface  par  le  plan  des  zx 
est  représentée  par  les  deux  équations 

y  =  0    et    lx'-i-^z^  —  1\]x  —  T=zO.  [5] 

Faisons  |/  =  0  dans  l'équation  [2];  nous  aurons  les  abscisses  des 
points  (il  pourra  n'y  en  avoir  qu'un)  où  la  section  mobile  perce 
le  plan  des  xz.  Or  les  relations 

lx''-'2\]x  =  T  —  m'    et    z=:h 

satisfont  à  l'équation  [5].  Donc  la  section  mobile  se  meut  paral- 
lèlement au  plan  des  xy^  en  restant  semblable  à  elle-même  et 
en  s' appuyant  constamment  sur  la  courbe  du  second  degré  inter- 
section de  la  surface  par  le  plan  des  zx;  ses  axes  ou  diamètres 
conjugués  conservent  en  outre  des  directions  parallèles. 

813.  On  verra  de  cette  manière  qu'on  arrive  aux  conclusions 
suivantes  : 

Un  ellipsoïde  peut  être  engendré  d'une  infinité  de  manières 
par  une  ellipse  qui  reste  semblable  à  elle-même  et  se  meut  pa- 
rallèlement au  plan  des  xy  et  s'appuyant  sur  une  ellipse  tracée 
dans  le  plan  des  xz. 

Il  en  est  de  même  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe  ou  à  deux 
nappes.  Mais,  en  permutant  les  axes,  on  reconnaîtra  que  ces  deux 
surfaces  peuvent  aussi  être  engendrées  par  une  hyperbole  mo- 
bile s'appuyant  sur  une  ellipse  ou  sur  une  autre  hyperbole. 

Un  paraboloïde  elliptique  peut  être  engendré  soit  par  une 
ellipse  mobile  s'appuyant  sur  une  parabole,  soit  par  une  para- 
bole s'appuyant  sur  une  autre  parabole.  Il  est  à  remarquer  que, 
dans  ce  second  mode  de  génération,  la  parabole  mobile  conserve 
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sa  grandeur.  Car,  si  réquation  de  la  surface  est 

f_      ^__ 

on  peut  prendre  pour  la  parabole  mobile 

laquelle  conserve  son  paramètre,  quel  que  soit  h.  La  parabole 
mobile  a  son  ouverture  tournée  dans  le  même  sens  que  la  para- 
bole fixe  qui  lui  sert  de  directrice. 

Un  paraboloïde  hyperbolique  peut  être  engendré  soit  par  une 
hyperbole  mobile  qui  s'appuie  sur  une  parabole,  soit  par  une 
parabole  mobile  qui  s'appuie  sur  urîe  autre  parabole.  Dans  ce 
second  mode  de  génération,  enverrait,  comme  ci-dessus,  que  la 
parabole  mobile  conserve  sa  grandeur.  Mais  elle  tourne  son  ou- 
verture en  sens  contraire  de  celle  delà  parabole  fixe  qui  lui  sert 
de  directrice. 

L'ellipsoïde,  les  deux  hyperboloïdes  et  le  paraboloïde  ellip- 
tique peuvent  être  engendrés  de  deux  manières  par  un  cercle 
mobile,  puisque  ces  surfaces  admettent  deux  systèmes  de  sec- 
tions circulaires  ;  à  moins  que  ce  ne  soient  des  surfaces  de  ré- 
volution, auquel  cas  les  deux  systèmes  de  plans  cycliques  se 
confondent. 

814.  II.  A  Texceplion  du  paraboloïde  hyperbolique,  toutes 
les  surfaces  courbes  du  second  degré  comprennent  des  surfaces 
de  révolution. 

On  sait  qu'une  surface  de  révolution  est  une  surface  engen- 
drée par  la  rotation  d'une  ligne  autour  d'un  axe.  Toute  section 
d'une  pareille  surface  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  est  un 
cercle  ayant  son  centre  sur  cet  axe;  on  donne  à  ces  cercles  le 
nom  de  parallèles.  Toutes  les  sections  faites  par  un  plan  passant 
par  l'axe  sont  des  courbes  identiques,  auxquelles  on  donne  le 
nom  de  courbes  7nérkUennes  ou  de  méridiens. 

On  a  vu  que  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
qu'une  surface  du  second  degré  soit  une  surface  de  révo- 
lulion  est  que,  dans  l'équation  réduite  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, deux  des  coefticients  des  carrés  des  variables  soient 
égaux. 
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Si,  par  exemple,  M  et  N  sont  égaux,  la  première  forme  ré' 
duite  est 

Si  L  et  M  sont  de  même  signe  que  T,  la  surface  est  un  ellip- 
soïde de  révolution  autour  de  l'axe  des  x.  Si  L  est  de  même  signe 
que  T  et  que  M  ait  un  signe  différent,  la  surface  est  un  hyper- 
boloïdede  révolution  à  deux  nappes.  Si,  au  contraire,  Ma  le  signe 
de  T  et  L  un  signe  différent,  c'est  un  hyperboloïde  de  révolution 
à  une  nappe.  Pour  L=0,  l'équation  représenterait  un  cylindre 
à  base  circulaire,  dont  les  génératrices  seraient  parallèles  à 
l'axe  des  x;  et,  si  l'on  avait  en  môme  temps  T  =  0,  le  cylin- 
dre se  réduirait  à  son  axe. 

La  seconde  forme  de  l'équation  réduite  est,  dans  le  cas  de 

U(y'-{-z')^1Vx. 

Elle  représente  un  paraboloïde  de  révolution  autour  de  l'axe 
des  X.  La  surface  se  réduirait  à  cet  axe  lui-même  si  l'on  avait 
U  =  0. 

815.  On  obtient  encore  une  surface  de  révolution  du  second 
degré  en  faisant  tourner  une  droite  autour  d'un  axe  fixe.  Soit 
OP  (fig.  257)  la  plus  courte  dislance 
entre  un  axe  fixe  OZ  et  une  droite  mo- 
bile PQ;  supposons  que  cette  droite 
tourne  autour  de  OZ,  de  telle  sorte  que 
OP  reste  constant  ainsi  que  l'inclinai^ 
son  de  la  droite  mobile  par  rapport  à 
l'axe.  Prenons  cet  axe  pour  axe  des  z, 
le  point  0  pour  origine,  et  deux  autres 
axes  rectangulaires  OX  et  OY.  Soit  r  la  ^'°*  ^^'' 

distance  constante  OP,  et  y  l'angle  constant  de  PQ  avec  OZ. 
Soient  enfin 

x^:=:(a-{-p     et    y=^hz-\-q  [[] 

les  équations  de  la  droite  mobile]^ dans  une  quelconque  de  ses 
positions. 

Les  lettres  p  et  q  représentant  les  coordonnées  du  point  P  qui 
décrit  un  cercle  ayant  son  centre  en  0,  et  pour  rayon  r,  on 
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L'angle  y  étant  constant  et  donné,  on  aura 

i 


m 


ou 


rf-  -^b'  = 


1 


cosY 


CCS'  Y 


l^tang^Y- 


Enfin  la  droile  mobile  PQ  étant  perpendiculaire  à  OP,  dont  l'é- 
quation dans  le  plan  des  xij  est 

^        P 

sa  projection  PR  sur  le  plan  des  xy,  qui  a  pour  équation 

X  —  p      a' 
doit  être  perpendiculaire  à  OP;  on  doit  donc  avoir 


a  ]) 


-f-l:=:rO       OU       ap-hhq=:0. 


[4] 


Si,  entre  les  équations  [1],  [2],   [5]  et  [4],  on  élimine  les 
quantités  a,  b,  p,  q  qui  particularisent  Ja  position  de  la  droit 
mobile,  on  aura  Téqualion  de  la  surface  engendrée  par  cette 
droite.  Pour  l'aire  cette  élimination,  élevons  les  équations  [1]  au 
carré  et  ajoutons-les  membre  à  membre  ;  nous  trouverons 

X'  -h  f  =  {a'  -f-  b') z'  +  2((ip  +  bq)  z  +  p'  +  q\ 

ou,  en  ayant  égard  aux  relations  [2],  [5]  et  [4], 

a;'-f-îy'  — ^snang-Y  +  ^^'- 
On  voit  que  cette  équation  représente  un  hyperboloïde  de  ré- 
volution à  une  nappe  qui  a  pour  cercle  de  gorge  le  cercle  OP  et 
dont  la  section  méridienne  est  l'hyperbole 

îy  — 0,     x'"  —  %Hang^yz=r\ 
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Le  cône  asymptote  de  ce  paraboloïde  a  pour  équation 

816.  Les  équations  réduites  en  coordonnées  obliques  ou 
rectangulaires  comprennent  enfin  des  surfaces  qui  peuvent 
être  engendrées  .d'une  autre  manière  par  une  droite. 

On  a  vu  au  n"  774  que  riiyperboloïdc  à  une  nappe  peut  être 
engendré  par  une  droite  mobile  qui  glisse  sur  trois  droites 
fixes,  non  situées  deux  à  deux  dans  un  môme  plan;  et  au 
n°  781,  qu'un  paraboloïde  hyperbolique  peut  être  engendré 
par  une  droite  mobile  qui  glisse  sur  deux  droites  fixes  en  de- 
meurant parallèle  à  un  môme  plan. 

La  première  forme 

lorsque  T  est  égal  à  zéro,  représente  un  cône  du  second  degré, 
qui  a  pour  sommet  l'origine. 

Si  L=:0,  elle  représente  un  cylindre  ayant  ses  génératrices 
parallèles  à  l'axe  des  x,  et  qui  est  à  base  elliptique  ou  à  base 
hyperbolique,  selon  que  M  et  N  ont  le  môme  signe  que  T,  ou 
Fun  le  môme  signe  et  l'autre  un  signe  différent.  (Si  M  et  N 
avaient  tous  deux  un  signe  contraire  à  T,  le  cylindre  serait  ima- 
ginaire.) On  arriverait  à  des  conclusions  analogues  si  l'on  avait 
soit  M=rO,  soit  N  =  0,  le  coefficient  L  n'étant  pas  nul. 

La  deuxième  forme 

]\h/  +  ^¥=z:2Ua:, 

lorsque  l'un  des  coefficients  M  ou  N  est  nul,  représente  un 
cylindre  parabolique  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à 
l'axe  des  y  ou  à  l'axe  des  z^  suivant  que  c'est  M  ou  N  qui  est 
égal  à  zéro. 


§5.     DES    ÉQUATIONS    NUMÉRIQUES.     RÉDUCTIOIN     ET    DISCUSSION     DES 

ÉQUATIONS   NUMÉUIQÙES    DU  SECOND   DEGRÉ   A  TROIS    VARIABLES    PAR    LA 
TRANSFORMATION  DES  COORDONNÉES. 

817.  Considérations  générales.  —  Nous  nous  proposons 
de  donner,  dans  ce  paragraphe,  le  moyen  de  reconnaître,  à 
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rinspeclion  d'une  équation  numérique,  le  genre  de  la  surface 
qu'elle  représente  et  ses  éléments  principaux.  La  solution  de  ce 
problème  est  fondée  sur  ce  qui  a  été  établi  dans  les  chapitres  V 
et  YI. 

On  a  m  que  le  genre  de  la  surface  dépend  des  signes  des 
quantités  L,  M,  N,  coefficients  des  carrés  des  variables  dans 
Féquation  débarrassée  des  rectangles.  D'un  autre  côté,  L,  M 
et  N  sont  les  racines  d'une  équation  du  troisième  degré, 

S^  +  PS2+QS-}-R=:0,  [s] 

que  nous  avons  appris  à  former;  et  comme  cette  équation  a 
toutes  ses  racines  réelles,  la  règle  de  Descartes  suffira  pour  in- 
diquer, à  première  vue,  le  signe  de  chacune  d'elles.  La  résolu- 
tion de  cette  équation  fera  connailre  les  coefficients  L,  M,  N. 
Résolvant  ensuite  les  équations  [A]  et  [a]  du  n°  ^S6,  on  aura 
la  direction  des  axes  principaux. 

Voici  comment  on  conduira  cette  recherche. 

818.  Recherche  préliminaire.  —  Â.  l'aide  de  la  règle  mné- 
monique très-simple  donnée  au  n°  687,  on  formera  la  quan- 
tité R  :  si  l'on  trouve  R^O,  on  en  conclura  que  la  surface 
admet  un  centre.  Si  R=:0,  la  surface  admet  une  infinité  de 
centres  ou  en  est  totalement  dépourvue. 

819.  Surface  à  centre  unique.  —  Si  la  surface  admet  un 
seul  centre,  on  en  calculera  les  coordonnées,  et  l'on  y  trans- 
portera l'origine.  Dans  cette  transformation,  les  termes  du  se- 
cond degré  ne  changent  pas,  ceux  du  premier  disparaissent,  et 
le  terme  tout  connu,  passé  dans  le  second  membre,  acquiert 
une  valeur  nouvelle  que  nous  désignerons  par  T.  Alors,  si  T  est 
supposé  d'abord  différent  de  0,  l'équation  représentera  : 

Un  ellipsoïde  réel,  si  les  racines  de  l'équation  [s]  sont  de 
même  signe  que  T  ; 

Un  ellipsoïde  imaginaire,  si  ces  racines  sont  de  signe  con- 
traire à  T  ; 

Un  iiyperboloïde  a  une  nappe,  si  deux  racines  sont  de  même 
signe  que  T,  et  la  troisième  de  signe  contraire  ; 
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Un  hyperboloïde  a  deux  nappes,  si  deux  racines  sont  de  signe 
contraire  à  T,  et  la  troisième  de  même  signe. 

Mais  lorsque  T=0,  l'équation  représentera 

Un  point,  si  les  trois  racines  de  l'équation  [s]  sont  de  même 
signe; 

Un  cône,  s'il  y  a  au  moins  deux  racines  de  signes  contraires. 

820.  Surfaces  qui  admettent  une  infinité  de  centres. — 

Si  les  équations  qui  donnent  le  centre  se  réduisent  à  deuxéqua- 
tions  distinctes,  la  surface  est  un  cylindre.  Si  elles  se  réduisent 
à  une  seule,  la  surface  est  l'ensemble  de  deux  plans  parallèles. 

Dans  ces  deux  cas,  Féquafion  [.s]  s'abaisse  au  second  degré. 
Le  cylindre  sera  à  base  elliptique  ou  hyperbolique,  suivant  que 
l'équation  [s]  aura  ses  racines  de  môme  signe  ou  de  signes 
contraires. 

Du  reste,  la  section  faite  par  un  des  plans  coordonnés  appren- 
dra si  la  surface  est  un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique,  ou 
môme  si  elle  est  imaginaire. 

831.  Surfaces  dépourvues  de  centre.  —  L'équation  [s] 
s'abaisse  encore  au  second  degré,  et  l'on  a  un  paraboloïde  ellip- 
tique ou  hyperbolique  suivant  que  les  deux  racines  sont  de  môme 
signe  ou  de  signe  contraire.  Ce  sera  un  cylindre  à  base  para- 
bolique si  l'une  de  ces  racines  est  nulle. 

833.  Surfaces  de  révolution.  —  Dans  le  cas  où  la  surface 
est  de  révolution,  l'équation  [s]  a  toujours  deux  racines  égales, 
et  s'abaisse  par  conséquent  au  second  degré.  Ce  cas  n'offre 
aucune  difficulté. 

^33.  Le  mode  de  discussion  que  nous  venons  d'indiquer 
peut  s'appliquer  lors  môme  que  les  axes  primitifs  ne  seraient 
pas  rectangulaires.  D'abord  les  caractères  auxquels  on  reconnaît 
qu'une  surface  admet  un  centre  unique,  une  infinité  de  centres, 
ou  qu'elle  en  est  dépourvue,  sont  indépendants  de  la  direction 
des  axes.  Ensuite,  soit  MPQO  le  polygone  des  coordonnées  d'un 
point  M  appartenant  à  une  surface  du  second  degré  S,  rapportée 
à  des  coordonnée  obliques.  Imaginons  quePQ  tourne  autour  du 
point  Q  jusqu'à  devenir  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  et  que  MP 
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tourne  autour  du  point  P  jusqu'à  devenir  perpendiculaire  au 
plan  des  xy.  Le  point  M  viendra  en  un  point  M'  sans  que  ses  coor- 
données aient  changé  de  grandeur.  Le  lieu  des  points  M'  sera 
donc  une  surface  S'  qui  aura,  en  coordonnées  rectangulaires,  la 
même  équation  que  la  surface  S.  Je  dis  que  ces  deux  surfaces 
sont  du  môme  genre.  Il  est  évident,  en  effet,  que  si  la  surface  S 
est  fermée,  se  compose  d'une  seule  nappe  indéfinie  ou  de  deux 
nappes,  il  en  sera  de  même  de  S'.  Par  conséquent  l'équation  [s] 
fera  encore  connaître  le  genre  de  la  surface  ;  mais  la  grandeur 
des  axes  et  leur  position  par  rapport  aux  axes  des  coordonnées 
ne  seront  plus  données  par  les  équations  [s],  [A]  et  [a] . 
Nous  allons  éclaircir  toute  cette  théorie  par  des  exemples. 

834.  Applications.  I. — Soit  l'équation  [1] 

25x^+22?/ -1-1 6^'  +- 1 6yz-Ux-Wxy—1Qx-4^0y—Uz^U-—i). 

Au  moyen  du  carré  mnémonique  (687) 

25  22  16 

'8      —  2      —10 

cS       —  2       —10, 
je  trouve 

R=:25.8^  +  22.2^-f-16.10^-25.22.16— 2.8.2.10=— 5852, 

la  surface  admet  donc  un  centre.  On  trouvera  les  coordonnées 
de  ce  point  en  résolvant  les  équations 

25a;  — lOy—   2^  =  15  1 

-  \0x-h21y-h    8^  =  20  ,  [C] 

—  2X-+-   8y  +  lG.t-  =  22  ) 

d'où  l'on  déduit 

x  =  \,     y  =  \,    z=\ 

et,  d'après  la  règle  du  n"  688, 

T  =—  U  -4-  lo  -H  20  -f-  22  =  -f- 11 . 
Calculant,  au  moyen  du  carré  mnémonique,  les  autres  coeffi- 
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cienls  de  l'équation  [s],  on  trouve 
P=— 25  — 22  — 16=:— 65, 
Q==2o.22-h25.16  +  22.16  — 8^  — 2^  — 10'  =  1154; 

on  a  donc 

S-^_63S^+1154S— 5852  =  0.  [S] 

Les  racines  de  cette  équation  sotit  toutes  les  trois  positives. 
Donc  la  surface  [1]  est  un  ellipsoïde. 

L'équation  [S]  a  pour  racines  9,  18  et  56,  ce  qui  réduit  l'équa- 
tion [1]  à 

ou 

Les  axes  principaux  sont 

1,     IV2     et    |. 

Si  l'on  veut  connaître  la  direction  des  nouveaux  axes  par  rap- 
port aux  anciens,  il  faudra  porter  tour  à  tour  les  trois  racines 
de  l'équation  [S]  dans  deux  des  suivantes  : 

25/— 10m—   2n  =  ls  \ 
-10/+22m-f-   Sn=ms\.  [A] 

—    2/4-    8m  +  16?i  =  ns  ) 

Les  deux  équations  que  l'on  aura  choisies  feront  connaître  les 

rapports  -,  -  ;  et,  combinées  avec  la  relation 

/'  +  m^-+-?i'  =  t,  [a] 

elles  détermineront  les  cosinus  des  angles  des  nouveaux  axes. 
En  conservant  les  mômes  notations  qu'au  n"  6!35,  on  trouve 

(x\x)=  70°51'5G",     (y\x)  =  (x\y),     {z\  x)  ==  (x\  z) , 

(.x',y)=  48H1'20%     {y\y)  =  {x\x),     (z\y)  =  (x\y)/ 

(0^',  ^.)  =  1 51^48 W,     {y\z)=:(x\y),     (z\z)=(x\x). 

IL  Notre  premier  exemple  ayant  suffisamment  montré  la  marche  du  cal- 
cul, nous  entrerons  désormais  dans  moins  de  détails.  Soit  proposée  l'équation 
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On  trouve 

R  =  l,     x,=:\,     î/,==:2,     ;:,  =  -l,     T=:38, 

S3  — 9S2  — S  +  1=0. 

La  surface  admet  un  centre,  et  Téquation  [S]  a  deux  racines  de  même  signe 
que  T  :  donc  la  surface  est  unhyperboloïde  à  une  nappe. 

En  résolvant  l'équation  [S],  on  trouve  que  ses  racines  sont  9,  1,  0,  5,  —  0,  4: 
par  conséquent  l'équation  simplifiée  de  la  surface  sera  approximativement 

9, 1:r2-}-0,3î/5  — 0,422  =  58.  [Ili] 

III.  r-^  +  6yz  -h  Sxz  —  ^xy  +  2:c+  Ay  —  14;s  +  64  =  0 , 

R=z77,    x^  =  \,    î/i  =  l,    ^1  =  0,    T=rO, 

S3-S2-28S  +  77  =  0;  [S] 

la  surface  est  un  cône,  puisque,  T  étant  nul,  les  racines  de  l'équation  [S]  ne 
sont  pas  toutes  de  même  signe. 

On  arrive  à  la  même  conclusion  en  remarquant  que  Téquation  proposée 
donne  une  valeur  réelle  de  z  pour  toute  valeur  de  x  et  de  y. 

IV.  bx'-h\0y'-+\lz''-{-'l(3yz-\-\Szx-\-\/Lxy-\-Qx-\-Sy-]-\0z-{'6/i=z0,  [1] 

R  =  0;  donc  la  surface  est  dénuée  décentre  [ou  en  admet  une  infinité  :  pour 
savoir  lequel  de  ces  deux  cas  a  lieu,  je  forme  les  équations  qui  déterminent  le 
centre  : 

hx+   7?/+   92— -—3  , 

7^  +  10î/-f-132  =  — 4  î.  [C] 

9x-\-\ôy-h\lz=::  —  b) 

Or  on  obtient  la  troisième  en  ajoutant  les  deux  premières  multipliées  respec- 
tivement par  —  1  et  4-  2.  Donc  la  surface  est  un  cylindre. 

Je  transporte  l'origine  au  point  où  la  ligne  des  centres  perce  le  plan  des 
xy.  Je  trouve  pour  ce  point 

a;  — —  2,     y  =  -\-\,    «  —  0, 
j'en  conclus 

T  —  66; 
on  a  d'ailleurs 

P  =  -32,    Q  =  6; 

l'équation  [S],  débarrassée  de  sa  racine  nulle,  est  alors 

S2_- 328+6^0,  [S] 

elle  donne 

S=::16±5v/ÎÏÏ; 

et  comme  ces  deux  racines  sont  positives,  j'en  conclus  que  le  cylindre  est  à 
base  elliptique,  puisque  T  est  aussi  positif.  Son  équation  la  plus  simple  est 

(19-1-  Sy/ilT)  x^-h{[Q  —  bs/W)  y'-  =  %.  [CE] 
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V.  Nous  avons  déjà  donné  dans  le  chap.  III,  n°  691,  des  exemples  d'équa- 
tions qui  représentent  deux  plans  parallèles;  nous  y  renvoyons  le  lecteur. 

VI.  5.T-  +  5î/-  +  8^2  +  Azy  -h  Azx  —  Sxtj  +  (jx  +  6y—ùz  =  0, 
on  trouve  R  =  0.  Les  équations  qui  déterminent  le  centre  sont 

Ax  —  hy  —  2z  =  —'5\.  [C] 

x+   y-\-^z  =  ï       ) 

En  ajoutant  les  deux  dernières  équations,  on  reproduit  le  premier  membre 
de  la  première,  mais  le  second  est  différent.  Donc  la  première  est  incompa- 
tible avec  les  deux  autres.  La  surface  est  donc  du  genre  paraboloïde. 
L'équation  [S]  est  ici 

S^  — 18S  +  81  =  0.  [s] 

Cette  équation  a  ses  deux  racines  positives  ;  donc  la  surface  ne  peut  être 
qu'un  paraboloïde  elliptique. 

En  résolvant  l'équation  [S],  on  trouve  que  ses  deux  racines  sont  égales  à  9  ; 
donc  le  paraboloïde  est  de  révolution,  et  son  équation  la  plus  simple  sera 

9y'  +  9z'~=:Wx, 

Pour  trouver  U,  je  change  dans  deux  des  équations  [C]  x  en  /,  y  enm,  et  z  en 
n,  et  je  supprime  le  second  membre,  ce  qui  me  donne 


4;„5m— 2n=0  1 
1+   m  +  4n=r0)' 

[A] 

j'y  joins 
on  tire  de  là 

/3_^m2+7i2=l; 

M 

/      2                 2 

1 

5' 

par  conséquent, 
donc 

r      r.    2   ,    .   2   ,  3    1 
G  =  3. -+0.^  +  ^.3  = 

9 
-2' 

2U=-2G=--9. 
L'équation  la  plus  simple  de  la  surface  est  donc 

y^-\-z^=:—x. 

825.  Exemples  de  discussion  d'équations  littérales.  — 

I.  L'exemple  suivant  a  été  donné  en  composition  à  l'examen 
écrit  pour  l'admission  à  l'École  polytechnique  (1861). 
Soit 

ax^  -H  by^  4-  cz^  -H-  "2azy  -h  ^bzx  4-  '2cxy  —  1  =  0. 

On  remarque  d'abord  que  la  surface  représentée  par  cdttè 
équation  est  rapportée  à  son  centre  ;  pour  savoir  si  elle  n'aurait 
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pas  une  infinité  de  centres,  formons  la  fonction  R;  il  vient 

Rz=za^-\-b'^-[-ê  —  '5abc, 

Cette  fonction  s'annule  quand  on  y  fait  a  =  —  (^  +  c),  donc 
elle  est  divisible  par  a-hb-hc;  et,  en  effectuant  la  division, 
on  trouve  qu'elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

Donc,  pour  que  la  surface  puisse  avoir  plusieurs  centres,  il  faut 
que  Ton  ait  ou 

a-hb-h  c  =  0     ou     (a  —  bY-+-(a  —  cY'i-{b  —  cYz=0. 

Lorsque  la  seconde  égalité  a  lieu,  il  en  résulte  a:=b:=  c^  do 
sorte  que  l'équation  proposée  se  réduit  alors  à 

1 

c'est-à-dire  qu'elle  représente  deux  plans  parallèles. 
L'équation  en  S  est 

S^  —  (a  -+-  fe  -H  c)S'2  —  {ab  -h  ac  -hbc~  a'  —  b'  —  c')^  -hR  =  0. 

Posons 

-  a-hb  -hc=:^, 

ab-i-ac-hbG—a'  —  b'—c=h(a—bY-h{a—cY-i-(b—cY]=B\ 
et  remarquons  que  l'on  a  R  =AB^ ,  il  vient 

Or  celte  équation  est  vérifiée  par  S  =  A,  et  par  suite  ses  trois 
racines  sont  A,  B  et — B.  • 

Donc  l'équation  de  la  surface  proposée  rapportée  à  ses  plans 
principaux  est 

Ax'-hBif  —  Bz'  =  ]. 

Les  coefficients  de  if  et  de  z^  élant  nécessairement  de  signes  con- 
traires, cette  équation  ne  peut  jamais  représenter  un  ellip- 
soïde. Les  différentes  hypothèses  à  faire  sur  A  ou  a-hb-{-c 
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sont 

A>0,     A<0    ou     A  =  0. 

Dans  le  premier  cas  l'équation  proposée  représente  un  hyper- 
bolo'ide  à  une  nappe. 

Dans  le  second  un  hjperholoide  à  deux  nappes.  Dans  le  troi- 
sième un  cylindre  hyperbolique  dont  la  base  est  une  hyperbole 
équilatère^  les  axes  étant  rectangulaires. 

Il  se  peut  que  la  surface  soit  de  révolution  ;  or  nous  savons 
qu'il  faut  pour  cela  que  l'équation  en  S  ait  deux  racines  égales 
(740).  Nous  devons  donc  avoir 

A==±B    ou    A'=B'. 

Cette  dernière  égalité  revient  à  la  suivante 

11      1 

ab-^ac-hbc^O    ou     -+--|--r=0. 
abc 

Telle  est  la  condition  pour  que  la  surface  représentée  par 
l'équation  proposée  soit  de  révolution. 

II.  ^^z  +  Wzx-^  2B'%  +  2Ca;  +  2G'î/-h2G''2;  +  F=:0,  [\] 

Rziz:— 2BB'B",    Q=z— (B^  +  B'2+6"2),    p=.o, 

S5_(B2  4-B'2-|-B"-^)S— 2BB'B"r=0.  [S] 

L'équation  [S]  manquant  du  second  terme  ne  peut  avoir  toutes  ses  racines  de 
même  signe.  La  surface  [1]  ne  pourra  donc  êlre  qu'un  hyperboloïde  si  B,  B', 
B"  sont  différents  de  0.  Soit  alors  T  le  terme  tout  connu  de  l'équation  ré- 
duite; siBB'B"  est  de  même  signe  que  T,  l'équation  [S]  aura  deux  racines  de 
même  signe  que  T,  et  la  surface  sera  un  hijperboloïde  à  une  nappe.  Ce  serait 
un  hyperboloïde  à  deux  nappes  dans  le  cas  contraire. 

Si  B=0,  l'équation  [S]  devient,  en  la  débarrassant  de  sa  racine  nulle, 

S^— (B'24-B"«)=0. 

La  surface  est  donc  un  paraboloïde  hyperbolique,  puisque  les  deux  racines  res- 
tantes sont  de  signes  contraires. 

8S6.  Ces  exemples  suffisent  pour  montrer  la  marche  à 
suivre  dans  la  discussion  des  équations  numériques  du  second 
degré  :  mais,  comme  la  question  ne  laisse  pas  que  d'être  com- 
pliquée, nous  avons  dressé  le  tableau  suivant,  où  l'on  embras- 
sera d'un  coup  d'œil  l'ensemble  des  opérations  et  tous  les  cas 
qui  peuvent  se  présenter  : 
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TABLEAC  DE  LA  DISCUSSION  DES 


ÉQUATIONS  ET  CALCULS 


Ay +2B';2^-f-2G'2/  J4-F=0, 

S*-hPS2+QS4-R=0, 

P=— A-A'— A" 

Q=AA'-I-AA"  ^-A'A"— B^— B'2— B"^ 

B  =:.AB'-l- A'B'^4-A"B"^—  AA'A" — 2BB'B" 

r,  =  kx  +B"v/+B';5+C  r=0 

F',=B"^+A'7/4-B^    +G'r::.0 

r,^^'x-^V>y  +A":s  +  G"  =  0 

A/+B"m4-B'?2z=/S 

B"/-f-A'm+B/i=mS 

B7+Bm  +A'n=:nS 


/2+m^ 


1. 


Ls^+Mî/^+Nî^^T 

M?/2H-N2^  =  2Llr 

L,  M,  N, 
T=.F  +  C.r,+Cy+G% 

U=— GZ—C^m— C"?2 


[1]  Équation  proposée. 

[S]  Équation  caractéristique. 

Valeurs  des  coefficients  d( 
l'équation  caractéristi- 
que. 

[G]  Équations    qui   détermi^ 
nent  le  centre. 

Équations   qui  font   con^ 
[A]    naître  la  direction  des 
axes. 

(  .^  Équation  réduite  des  sur- 
(  ^  -^      faces  à  centre. 

(  Equation  réduite  des  sur- 
(  [II]  faces  dépourvues  d^ 
(  centre. 

Racines  de  l'équation  [S]. 

^i>2/i'^i)  coordonnées  ducentn 

[  /,  m,  Uy  valeurs  tirées  des 
'  équations  [A],  et  corres- 
(      pondant  à  S  =  0. 
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SURFACES  DU  SECOND  ORDRE 


DISCUSSION  PROPREMENT  DITE 


Surfaces 
i  centre 
unique 


Centre  non 
situé  sur  la 
surface, 

T>0. 
Centre   situé 
sur    la   sur- 
face, 

T=0. 


En     ligne 
droite  :     les 

Surfaces    équations  [C]i 

qui  ont  Isa   réduisent 

me    infi-Udeux. 

nité  de 

centres 

R=0,      Sur  un  plan: 

L  =  0.     les  équations! 

[C]  se  rédui-l 

sent    à    une! 

^  seule. 


L>0,  M>0,  N>0, 
L<e,  M<0,  N<0, 
L>0,  M>0,  N<0, 
L>0,  M<0,  N<0, 
L,  M,  N  n'ont  pas  le 

même  signe. 
L,  M,  N  ont  le  même 

signe. 

M>0,  N>0, 
M<0,  N<0, 

M>0,  N<0, 

M=0,  N>0, 
M=0,  N<0, 


Ellipsoïde  réel. 
Ellipsoïde  imaginaire. 
Ilyperboloïde  à  une  nappe. 
Hyperboloïde  à  deuxnappes 

Cône  réel  ou  imaginaire. 
Point. 


Surfaces  /  Une  des  équa- 
qui  ont  l  tions  [C]  est 
m  centre!  incompatible 
i    rinfinijaveclensem- 

R=0,    jble  des  deux 

L  =  0.    l  autres. 


M>0,  N>0, 
M>0,  N<0, 
M=0,  N^O, 


j  T>0  Cylindi*e  elliptique. 

j  T=0  Une  droite. 

j  T>0  Cylindre  imaginaire. 

T=0  Une  droite. 

T>0  Cylindre      hyperboli 
que. 

Tr=0  Deux  plans  qui  se  cou 
peut. 
(  T>0  Deux  plans  parallèles 
j  T==0  Un  seul  plan. 

iT>0  Deux  plans  imaginai- 
res. 
T=:0  Un  seul  plan. 

Paraboloïde  elliptique. 
Paraboloïde  hyperbolique. 

Cylindre  parabolique. 
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§    6.    —    AUTRES  MÉTHODES  POUR  DISCUTER  LES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES  DU 
SECOND  DEGRÉ  A  TROIS  VARIABLES. 

827.  La  méthode  exposée  dans  le  paragraphe  précédent  ne 
laisse  rien  à  désirer  lorsqu'on  veut  déterminer,  oulre  le  genre 
de  la  surface,  ses  éléments  principaux  et  sa  position  par  rap- 
port aux  axes  coordonnés.  Mais,  si  le  genre  de  la  surface  est  le 
seul  objet  que  l'on  ait  en  vue  de  découvrir,  on  pourra  employer, 
pour  abréger,  l'une  ou  l'autre  des  deux  méthodes  suivantes. 

8S8.  Première  méthode.  —  Cette  méthode  est  fondée  sur 
certaines  transformations  algébriques  du  premier  membre  de 
l'équation  de  la  surface  proposée  (égalé  à  0),  et  sur  le  lemme 
suivant  : 

Lemme.  —  Soient 

les  équations  de  trois  plans  qui  se  coupent  en  un  point.  Si  Ion  prend 
ces  trois  plans  pour  plans  coordonnés,  savoir  le  premier  pour  plan 
des  y'z',  le  second  pour  plan  des  x'z'  et  le  troisième  pour  plan  des 
x'y',  les  équations  de  ces  plans  se  réduiront  respectivement  à 

lx'=0,      mî/'=0.         7iz'  =  0, 

]y  m  et  n  étant  des  constantes. 

En  effet,  l'équation  du  plan  des  y'%'  étant  x'=0,  si  dans 
l'équation  X=:0  l'on  remplace  x,  y  q{  %  par  leurs  valeurs  en 
fonction  des  nouvelles  coordonnées  ic',  i/',  z\  l'équation  ainsi 
obtenue  ne  doit  différer  de  x'  que  par  un  facteur  constant  ;  elle 
sera  donc  de  la  forme  /a;'=0.  Par  la  même  raison,  les  équa- 
tions Y  =  0  et  Z=0  se  réduiront  à  la  forme  mî/'=0  etn;s'  =  0; 
ce  qui  démontre  le  lemme  énoncé. 

8S9.  Pour  avoir  l'expression  des  valeurs  des  constantes  /, 
m,  71,  imaginons  que,  par  un  point  quelconque  M,  l'on  mène  MQ 
parallèle  à  l'axe  des  x'  et  MP  perpendiculaire  au  plan  X=0;  si 
î'équalion  de  ce  plan  est  de  la  forme  Aa;+B?/  +  C:5-f-D=^0,  et 
si  les  premiers  axes  sont  rectangulaires,  nous  aurons 

Aa;-l-BîjH-C:5H-D 


MP: 


Va^-hK^  +  g^ 
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D'un  autre  côté,  si  nous  désignons  par  a  Fanfijle  des  deux 
droites  MP  et  MQ,  angle  qui  est  le  môme  pour  toutes  les  positions 
du  point  M,  nous  aurons  aussi 

MP=:±:x'cosa, 
d'où 


On  prendra  le  signe  -h  ou  le  signe  — ,  suivant  que  le  point  M 
sera  d'un  côté  ou  de  l'autre  duplanX=0. 
On  obtiendrait  de  même  les  valeurs  de  m  et  n. 

830.  Considérons  maintenant  l'équation 

A^^  -h  k'f^  +  AV  +  "IBzij  H-  Wzx  +  Wxij  H-  2Cx 

+  2C'î/+2C"2  +  Fz=0.  [1] 

Les  transformations  que  nous  avons  à  faire  subir  5  son  premier 
membre  sont  fondées  sur  les  deux  identités  suivantes  : 

ax^-{-2bx-\-c=-(ax-hbY-\-c , 


ou 


et 


ax'\-h^bx -h  c=:-(ax -h  by— Il  [2] 


_fp-hqy     fp  —  q 


P^=\'-r2 


')^  m 


Dans  la  première  de  ces  identités,  H  désigne  une  quantité  indé- 
pendante de  X  qui  peut  être  positive,  négative  ou  nulle,  et  la 
quantité  entre  parenthèses  est  la  moitié  de  la  dérivée  du  premier 
membre  par  rapport  à  a;.  Dans  la  seconde  identité,  p  et  q  dé- 
signent des  quantités  quelconques. 
Cela  posé,  il  y  a  deux  cas  principaux  à  considérer  : 

831.  Phemier  cas.  —  Les  carrés  des  variables  ne  manquent  pas 
à  la  fois.  Soit  A^O. 

Ordonnons  le  premier  membre  de  l'équation  [1]  par  rapport 
à  X,  et  considérons  ce  premier  membre  comme  un  trinôme  en 
x;  en  vertu  de  l'identité  [2],  l'équation  [1]  peut  se  mettre  sous 


(ay  -h-bz-\-  cf  +  a,z^  +  %,%  4-  /,  ; 
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la  forme 

1 

^  (  Aaj  +  B';5 -f- B"î/ H- C)^  +  m/ -H  aV+ 26|/:5  4- 2cî/ 4- 2c'^ -f- f=:  0 . 

Alors  il  se  peut  que  a  et  a'  ne  soient  pas  nuls  à  la  fois  et  que 
Ion  ait,  par  exemple,  a^O.  Par  une  transformation  semblable 
à  la  précédente,  le  polynôme 

ay^-ha'z^-^%ijz-\-'2cy-h2c'z-]-f  [4] 

peut  s'écrire 

1 

a 

et  pour  a^^O,  on  a  de  même 

a,z'  +  2b,z  +  A  =  -  {a,z  -h-b,)'  —  II, 
donc  l'équation  [1]  pourra  définitivement  prendre  la  forme 

^{Ax-\-B'z-^B''y-^Cr^-{--iay-^bz-h-cY-]--(a,z-^b,Y=^^^ 
A  a  a  Y 

ou  bien,  en  désignant  par  X,  Y  et  Z  trois  fonctions  du  premier 
degré  par  rapport  aux  variables,  sous  la  suivante  : 

111 

k  a  a^  ^  ^ 

Dans  le  cas  ou  l'on  aurait  a^  =  0,  l'équation  [1]  deviendrait 

i ( Aa:  +  V/z  +  Wy  +  C)^ ■+■  ^^ [ay -{-bz-i-  cf  -h  %,z -hf=0 


ou  bien 


^P  +  lY^^_iz=:0.  [B] 

1  a  a,  ^  ^ 


S'il  arrive  que  Von  ait  a  =  0  et  a'  =  0,  le  polynôme  [4]  devient 
'Ibijz  +  2nj  H-  2c'z  +  /'^  ^  (2%  +  2c')  (2bz  -h  2c)  -  II, 
H  désignant  une  constante  qui  peut  être  nulle.  Or,  en  vertu  de 
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ridentilé  [5],  le  produit  Ciby  ■+- 2c')  (2bz -\- 2c)  peut  être  rem- 
placé par  une  différence  de  carrés  ;  donc  Téquation  [1]  peut 
prendre  la  forme  [A] . 

Si  Von  avait  en  même  temps  a  =  0,  a'=0,  b  =  0,  le  polynôme 
[4]  se  réduirait  à  2c\j  H-  2c'%-\-f^  et  Téquation  [1]  prendrait  une 
forme  comprise  dans  [B] ,  en  y  supposant  Y  nul. 

83S.  Deuxième  cas.  —  Soient  A  =  A'  =  A"  =  0.  Dans  ce  cas, 
les  rectangles  des  \ariables  ne  sont  pas  nuls  à  la  fois.  SoïtJS^i). 
L'équation  [1]  se  réduit  à 

2^%  +  2V>'%x  H-  2V>"x\j  +  2Ca;  +  2C'î/  +  2CJ'%  4-  F  =  0  [5] 

et  peut  s'écrire 

1  9R'R" 

2g  (-262  +  Wx  +  2C')  (2By  +•  2B'a;  +  2C")  -  ~  x'- 

_^,/„      B'C'  +  B"C"\      ,  „      2C'C"      . 

les  quantités  placées  entre  les  premières  parenthèses  étant  les 
dérivées  par  rapport  à  y  et  par  rapport  à  z  du  premier  membre 
dePéquation. 

Soit  B'B">0.  Le  produit  indiqué  par  les  parenthèses  pourra 
être  remplacé  par  la  différence  de  deux  carrés,  en  vertu  de 
l'identité  [5],  et  le  trinôme  en  x  qui  est  en  dehors  des  paren- 
thèses pourra  être  remplacé  par  la  somme  d'un  carré  et  d'une 
quantité  constante,  en  vertu  de  l'identité  [2].  L'équation  [5] 
pourra  donc  se  ramener  à  la  forme  [A]. 

Si  B'B"  =  0,  on  relombe  sur  la  forme  [B] . 

Quels  que  soient  les  cas  particuliers,  on  arrivera  toujours  à 
mettre  l'équation  numérique  proposée  sous  une  forme  qui  ren- 
trera dans  les  formes  [A]  ou  [B],  en  admettant  que  Y  et  Z  puis- 
sent être  identiquement  nuls;  et  alors  on  connaîtra  le  genre 
de  la  surface  qu'elle  représente  à  l'aide  des  considérations  sui- 
vantes. 

Imaginons  que  l'on  prenne  pour  plans  coordonnés  les  plans 
représentés  par  les  équations 

X  =  0,  Y=:0,  Z=0; 

en  vertu  du  lemme,  les  équations  [A]  et  [B]  deviennent  respec- 
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tivement 

~  l'x"  +  ^  m'y''  +  --  nV  =  H 
A              a     -^        0^ 

et 

A             a     "^        a, 

Supposons  qu'on  ait  l'équation  [i];  il  se  présentera  les  cas  sui- 
vants : 

1"  Les  trois  coefficients  A,  ^  et  a^  sont  de  même  signe  que  H. 
Dans  ce  cas,  l'équation  [1]  représente  un  ellipsoïde  réel  rapporté 
à  un  système  de  diamètres  conjugués. 

2"  Les  trois  coefficients  A,  a  et  a^  sont  de  signe  contraire  à  H. 
Dans  ce  cas,  l'équation  proposée  représente  un  ellipsoïde  imagi- 
naire. 

Dans  les  deux  cas,  si  H  est  nul,  l'équation  ne  représente  qu'un 
point. 

5°  Beux  des  coefficients  sont  de  même  signe  que  II  et  le  troi- 
sième de  signe  contraire.  Dans  ce  cas,  l'équation  [1]  représente 
un  liyperboloide  à  une  nappe. 

4°  Deux  coefficients  sont  de  signe  contfaire  à  H.  Dans  ce  cas, 
l'équation  [1]  représente  un  hyperboloide  à  deux  nappes. 

Dans  les  deux  derniers  cas,  si  H  est  nul,  l'équation  représente 
un  cône. 

On  discuterait  de  la  même  manière  l'équation  [II]. 

833.  Remarques,  —  I.  Dans  le  cas  où  Z  serait  identiquement 
nul,  l'équation  proposée  se  réduirait  à 

1  1 

k  a 

alors  on  choisirait  pour  plans  coordonnés  les  plans  X  =  0  et 
Y  =  0,  et  un  troisième  plan  quelconque  coupant  les  deux  pre- 
miers; Téquation  prendrait  la  tbrme 

U'x"-h-mY'  =  lh 
A  a      ^  ' 

et  l'on  voit  qu'elle  représente  :  un  cylindre  elliptique  si  les  deux 
coefficients  A  et  a  sont  de  môme  signe  que  H;  un  cylindre  hyper- 
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bolique  si  les  deux  coefficicnls  sont,  l'un  de  même  signe  que  H, 
l'autre  de  signe  contraire. 

Enfin,  si  Y  et  Z  étaient  identiquement  nuls,  l'équation  se  ré- 
duirait à 

1 

-  X'  —  H 

A  "' 

et  représenterait  deux  plans  parallèles. 

II.  Ce  qui  précède  suppose  que  les  trois  plans  X  =  0,  Y  =  0, 
Z  =  0  se  coupent  en  un  poin t  ;  c'est  ce  qui  a  toujours  lieu  quand 
on  opère  la  transformation  comme  nous  venons  de  l'indiquer. 

Mais  on  peut  former  arbitrairement,  ou  l'on  peut  rencontrer 
à  la  suite  d'un  autre  calcul,  des  équations  de  la  forme  [A]  ou  [B] 
dans  lesquelles  cette  condition  ne  soit  pas  remplie.  11  est  aisé 
de  voir  qu'alors  l'équation  proposée  représente  toujours  un  cy- 
lindre ou  l'une  des  variétés  du  cylindre,  soit  que  les  plans 
X  =  0,  Y  =  0,  Z 1=  0  se  coupent  suivant  une  même  droite,  soit 
qu'ils  se  confondent  ou  qu'ils  soient  parallèles.  En  effet,  si  les 
trois  plans  se  coupent  suivant  une  même  droite,  l'une  des  équa- 
tions devant  être  une  conséquence  des  deux  autres,  on  aura, 
par  exemple, 

-Z  =  aX  +  gY. 

Si  les  trois  plans  ne  se  coupent  pas,  alors,  ou  bien  Tinlersec- 
tion  des  deux  premiers  plans  sera  parallèle  au  troisième,  et  l'on 
aura 

Z==aX-f-pY-+-Y, 

OU  bien  les  trois  plans  seront  parallèles,  et  l'on  aura 

Z  =  aX-f-fc,      Y=:^X  +  /i;'. 

Dans  les  deux  premiers  cas,  l'équalion  proposée  sera  une  fonc- 
tion deX  et  Y,  et  dans  le  troisième  une  fonction  de  X  seulement. 
Supposons  que  l'on  ait  /"(X,  Y)  =  0;  prenons  pour  plans  coor- 
donnés les  deux  plans  X=:0,  Y=:0,  et  un  troisième  plan  quel- 
conque coupant  les  deux  premiers;  l'équation  de  la  surface 
deviendra 

f{lx\my')  =  0, 

laquelle  représente  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  paral- 
lèles à  rinterseclion  des  plans  X=:0  et  Y  =  0.. 
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Si  l'on  avait /"(Xjr^O,  en  prenant  pour  plans  coordonnés  le 
planX=:0  et  deux  autres  plans  quelconques  qui  se  coupent 
entre  eux  et  qui  coupent  le  premier,  l'équation  de  la  surface  se 
réduirait  à 

f{Jx')  =  0, 

et  représenterait  deux  plans  parallèles  au  planX  =  0,  c'est-à- 
dire  une  variété  du  cylindre. 

m.  Lorsque  l'équation  proposée  représentera  un  hyperbo- 
loïde  à  une  nappe  ou  un  paraboloïde  hyperbolique,  on  obtien- 
dra les  équations  des  génératrices  en  décomposant  en  facteurs 
.  l'équation  de  la  surface,  comme  il  a  été  indiqué  dans  le  §  3  du 
chapitre  précédent,  après  qu'on  l'aura  mise  sous  la  forme  [A] 
ou[B]. 

IV.  Bans  le  cas  des  surfaces  à  centre,  les  trois  plans  X=:0, 
Y=0,  Z=0  sont  trois  plans  diamétraux  conjugués. 

Essayons  d'éclaircir  ce  qui  précède  par  quelques  exemples. 

834.  Exemples.  —  I.  Soit  Téquation  déjà  traitée  (n°  138) 

On  commence  par  écrire  le  premier  membre  sous  la  forme 

2^(25a;  — 2:2  —  10?/  — 15)-  + 22?/2  +  l6;s2^_iC;Sî/  —  40î/  — 44:5  +  44 
-^1(2.  +  I0î/+15)^; 


puis  on  réduit  la  partie  en  dehors  de  la  première  parenthèse  à 
.„  ,  ,  o9G.,   ,  72  252      '  1152         951 

et  on  l'écrit 

l/,o        5G        12G\2     596  ,      1152        051       1/50        i%Y 

On  réduit  de  même  la  partie  en  dehors  delà  première  parenthèse  dans  ce  der- 
nier polynôme  à 

3  4  ,      G48     ,  49  5i4  ^       ,,,      ,, 

Par  suite,  l'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 
,^(25^-2.-i0?/-lo)^  +  ^(^%  +  ^.-_j   +_-(._l).  =  ll. 
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Or,  si  nous  égalons  à  0  les  quantités  entre  parenthèses,  il  vient 

25a:  — 2^  —  10?/  — 15=r0,     ISy  +  ^^^  — ^=0,    z—\  =  0, 

équations  qui  ont  une  solution  unique  x=i,  ?/  =  !,  z=\  ;  on  peut  donc 
prendre  les  trois  plans  qu'elles  représentent  pour  plans  des  y'z',  des  x'z'  et 
des  x'î/  ;  alors  l'équation  proposée  deviendra 

1  1  524 

et,  sous  cette  forme,  on  voit  imnaédiatement  qu'elle  représente  un  ellipsoïde 
réel,  ainsi  que  nous  l'avions  reconnu  par  la  méthode  du  paragraphe  précé- 
dent. 

II.  Soit  l'équation 

2x'  +  Ay^  —  Z-  —  iyz  —  ^xz  +  Axy  +  2.'C  —  4î/  —  22  =  0 .  ^ 

Écrivons  son  premier  membre  ainsi  : 

^(2  +  22/-4^  +  'l)-^  +  %^-^-.^--%z-4î/-22-i(2î/~/i.  +  l)2. 
Le  polynôme  en  dehors  de  la  première  parenthèse  peut  se  réduire  à 

La  partie  du  dernier  polynôme  en  dehors  de  la  première  parenthèse  se  ré- 
duit à 

-li22  +  10;j^-27     ou     ~l.(lh  +  5)3=i^; 
par  suite,  l'équation  proposée  devient 

et,  sous  cette  forme,  on  voit  qu'elle  représente  un  hyperholoïde  a  une  nappe. 
En  multipliant  par  2  les  deux  membres  de  cette  dernière  équation,  on  trouve 
que  les  écîuations  des  génératrices  de  cet  hyperholoïde  sont 

2a;-4;s  +  2î/  +  l+v/^(lU-f  5)  =  a/i!r+2?/+2^~^5 

2:c-4.  +  %  +  l-Y/:^(li.  +  5)  =  i(|-^-2|/-2.-|-5 
et  _ 

2a;--4^  +  22/+l-fY/n(^l^  +  ^)=p(7^-%-2^  +  4 

2a;-4.-f2^-l-l-y/^(lb  +  o:=^i('-^+2i/  +  2.-3V 
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III.  Soit  l'équation 

x'^  —  yz=h. 

On  a  yz  =  (  •^-3-^  )  —  (  "^—^  j  ,    donc  Téqualion   proposée  peut  être 
mise  sous  la  forme 

et  l'on  voit  qu'elle  représentera  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  un  cône,  ou  un 
hyperholoïcle  à  deux  nappes,  suivant  que  k  sera  posUif,  nul  ou  négatif. 

IV.  Soit  l'équation 

y  =^x H- 2it v/l  —  2- ;     elle  revient  à    [y  —  x—  z)- -f  z'^=:\. 
La  surface  est  donc  un  cylindre  elliptique,  dont  les  génératrices  ont  pour 
équations 

/^  y  —  x—z  =  %{i-{-z),    y  —  x—z=y{\—,z). 

V.  Soit  l'équation 

Ax^-  -f-  10?/  -h  '2z^'  —  Syz  +  Hx  —  ixy  +  4^  +  10?/  +  02;  +  9  =  0. 

En  opérant  comme  pour  les  exemples  précédents,  on  trouve  qu'elle  peut  être 
mise  sous  la  forme 

(Ir  — ?j-f  2;  +  l)'^  +  (3î/— 2  +  2)'-^  +  52;  +  4  =  0; 

elle  représente  donc  un paraboloïde  elliptique. 

VI.  Soit  enfin  l'équation 

yz-j-oxz  ■+-  2^î/  —y-\-x-\-'2z  -}-A=  0. 
On  peut  écrire  son  premier  membre  ainsi 

{z-\-'2x  +  \){y-\-^x-{-'-2)—x  +  A  —  Gx'''  —  Ax—'5x  —  2; 
en  réduisant  le  polynôme  en  dehors  des  parenthèses,  il  devient 

—  Gx''-Sx-h'2      ou      — |(5a;+2)'^-|-^^; 
0  o 

et  en  transformant  le  produit  indiqué  par  les  parenthèses  en  une  différence^ 
de  carrés,  on  trouve  que  l'équation  proposée,  toutes  réductions  faites,  peut 
s'écrire 

Elle  représente  donc  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

835.  Deuxième  méthode.  —  On  clicrclic  d'abord,  comme 
il  a  été  dit  aux  n"*'  688  et  suivants,  si  la  surface  proposée  ad- 
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met  un  centre  unique,  une  infinité  de  centres,  ou  si  elle  en  est 
totalement  dépourvue.  Examinons  successivement  ces  trois  cas. 

836.  Surfaces  à  centre  unique.  —  La  surface  proposée 
ayant,  par  hypothèse,  un  centre  unique,  on  sait  déjà  qu'elle 
ne  peut  être  qu'un  ellipsoïde  réel  ou  imaginaire,  un  hyperbo- 
loïde  à  une  ou  deux  nappes,  un  point,  ou  un  cône. 

En  résolvant  l'équation  de  la  surface  par  rapport  à  z,  on  en 
tire  une  expression  de  la  forme 


z  =  mx  -\-mj  -hp± V ay^  +  bxij  M-  cx^  -{- dy -\- ex -{-  /'. 

Les  coordonnées  des  points  du  plan  des  xy,  sur  lesquels  se 
projette  la  surface,  doivent  satisfaire  à  l'inégalité 

ay^  +  bxy  -+-  cx^  -\-dy-\-ex-\-  /">  0  ;  ^ 

donc  la  projection  de  la  surface  sur  ce  plan  est  limitée  par  la 
courbe  qui  a  pour  équation 

tty""  H-  hxy  +  cx^  -H  dy  -^ex  +  f=:0.  [1] 

Nous  regardons  comme  évident  que  cette  courbe  a  un  centre 
ou  en  est  dépourvue,  selon  que  la  surface  dont  elle  limite  la 
projection  a  elle-même  un  centre  ou  en  est  dépourvue.  Donc, 
dans  le  cas  des  surfaces  à  centre,  cette  courbe  ne  peut  jamais 
être  une  parabole.  Gela  posé,  il  y  a  trois  cas  à  examiner. 

837.  i"  La  courbe  [1]  est  une  ellipse.  — La  projection  de  la 
surface,  étant  limitée  par  une  ellipse,  ne  peut  être  qu'un  ellip- 
soïde ou  un  hyperboloïdeà  une  nappe  :  ce  sera  un  ellipsoïde  si 
la  surface  se  projette  à  l'intérieur  de  l'ellipse  [1] ,  et  un  hyper- 
boloïde  à  une  nappe  si  elle  "se  projette  à  l'extérieur.  On  recon- 
naîtra que  l'un  ou  Taulre  cas  a  lieu  en  cherchant  si  la  valeur  de  :5 
qui  correspond  aux  coordonnées  x  et  y  du  centre  de  l'ellipse  est 
réelle  ou  imaginaire.  Si  cette  valeur  de  z  est  réelle,  la  surface  se 
projettera  évidemment  dans  l'intérieur  de  l'ellipse  et  ne  pourra 
être,  par  conséquent,  qu'un  ellipsoïde.  Si  cette  valeur  de  z  est 
imaginaire,  la  surface  se  projettera  à  l'extérieur  de  l'ellipse  et 
sera  un  hypcrboloïde  à  une  nappe. 

Exemples.  —  I.  Prenons  d'abord  réqnatioii  déjà  traitée  aux  n^-'ïSS  et'ï48, 
savoir  : 

25x2  +  22f  +  lC;s'-^  +\^z  —  \xz  —  20a;î/—20a;  —  402/  -  Uz  +  44=  0. 

GÉOJI  SONNET  ET  FRONTERA.  44 
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On  a  r^onnu  que  la  surface  avait  un  centre  unique. 
On  tire  de  l'équation  proposée 


^_^x—Sy  +  22±  y/—  288?y"-  +  288a;z/  -  590^'-^  +  504x  +  ^288?/  —  'l'ii) 

—  _. 

La  projection  de  la  surface,  sur  le  plan  des  xij,  est  donc  limitée  par  la  courbe 
cjui  a  pour  équation 

288?/2  — 288a:?/ 4-590^2— 50ia;  — 288?/ 4- 220  =  0.  [E] 

Cette  courbe  est  une  ellipse  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  x=.\,  ?/=!  ; 
de  plus,  le  z  qui  correspond  à  ces  valeurs  de  x  et  de  y  est  réel.  Donc  la  sur- 
face proposée,  se  projetant  dans  l'intérieur  de  l'ellipse  [E],  est  un  ellipsoïde. 

II.  Soit  l'équation 

^:  2a;-  +  Ay^  —  z^--}-  Ayz  —  SxZ'—Axy-\-'2x—Ay  —  '22  —  ù. 

Au  moyen  du  tableau  mnémonique 

2,   +4,   -1 
2,   —4,    —2 
2,   —4,    —2, 
on  trouve 

R=2.22-f  4.42 _i. 22 _|_2  4  1  _2. 2.4.2  =  —  lG. 

La  surface  a  donc  un  centre  unique.  On  tire  de  l'équation  proposée 


«  =  2(î/  —  2.^)  ±  v/2f  —  '■lOxy  +  ISa;'-^  —  4?/  4-  2j:  — 22  ; 

par  conséquent  la  projection  de  la  surface,  sur  le  plan  des  xy,  est  limitée  par 
la  courbe  qui  a  pour  équation 

8?/- —  20^;?/ 4- 18a;2  —  4?/ +  2a;  —  22  =  0 . 

Cette  courbe  est  une  ellipse,  dont  le  centre  a  pour  coordonnées  a;  =  ^^ , 

13 

y=—.La  valeur  correspondante  de  z  étant  imaginaire,  on  en  conclut  que 

la  surface  se  projette  à  l'extérieur  de  l'ellipse  et,  par  suite,  que  cette  surface 
est  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Remarque.  —  Si  l'ellipse  se  réduisait  à  un  point,  la  surface 
serait  un  cône,  ou  elle  se  réduirait  à  un  point.  En  effet,  le  radi- 
cal qui  entre  dans  la  valeur  de  z  est  alors  de  la  forme 


^m[(x-xr-i-(y-yr]. 

Si  m  est  négatif,  on  voit  que  z  n'a  qu'une  valeur  réelle,  celle 
qui  correspond  à  pc=^x\  y^==y'.  La  surface  se  réduit  donc  à 
un  point. 
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Si  m  est  positif,  z  sera  réel  pour  toutcs-les  valeurs  de  x  el  de 
y,  de  sorte  que  la  projection  de  la  surlace  couvrira  tout  le  plan 
des  X]}  ;  et  comme  celte  surface  contient  le  cenlre,  c'est  un 
cône. 

838.  2°  V équation  [1]  représente  une  hyperbole.  —  Dans  ce 
cas,  la  surface  ne  peut  être  un  ellipsoïde;  ce  ne  peut  être 
qu'un  hyperboloïde  à  une  nappe  ou  à  deux  nappes.  Le  premier 
cas  aura  lieu  évidemment  si  la  projection  de  la  surface  contient 
le  centre  de  l'hyperbole,  et  le  second  si  elle  ne  le  contient  pas. 
On  reconnaîtra  encore  lequel  de  ces  deux  cas  a  lieu  en  cherchant 
si  la  valeur  de  z^  qui  correspond  au  centre  de  l'hyperbole,  est 
réelle  ou  imaginaire. 

Exemples.  —  I.  Soit  réquation 

2a:-  +  î/-  +  ^^+  %2;  —  ^xz—  ^xy  +  2y  —  5==0. 

En  appliquant  la  règle  connue,  on  voit  que  la  surface  a  un  centre.  De  l'équa- 
tion proposée  on  tire 

z  =  x  —  %j±i\j'5if  —  'Ixy  —  x'^  —  '2y  +  3- 

La  projection  de  la  surface  est  donc  limitée  par  l'hyperbole 

oy"^  —  'ixy  —  x^  —  2î/  +  3. 

3  1 

Les  coordonnées  du  centre  de  cette  hyperbole  sont  x= —  y,  y^=j^  et    la 

valeur  correspondante  de  z  est  réelle.  Donc  la  surface  proposée  est  un  hyper- 
boloïde à  une  nappe. 

II.  Soit  l'équation 

Le  lecteur  reconnaîtra  sans  peine,  par  un  calcul  analogue  à  celui  que  nous 
venons  de  faire,  que  cette  équation  représente  un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

Remarque.  —  Si  l'hyperbole  qui  limite  la  projection  de  la  sur- 
face se  réduisait  à  deux  lignes  droites,  la  surface  serait  évidem- 
ment un  cône, 

839.  5°  L'équation  [1]  représente  une  courbe  imaginaire.  — 
Dans  ce  cas,  le  premier  membre  de  l'équation  [1]  est  toujours 
positif  ou  toujours  négatif,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  xet 
de  îj.  S'il  est  positif,  la  valeur  de  z,  tirée  de  l'équation  proposée, 
est  toujours  réelle,  et  la  surface,  se  composant  de  deux  nappes 
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séparées  par  le  plan  diamétral 

est  un  hyperboloïde  à  deux  nappes.  Si  le  premier  membre  est 
toujours  négatif,  la  valeur  de  z  estjoujours  imaginaire  et  la  sur- 
face est  elle-même  imaginaire. 

840.  Cas  particulier.  —  Ce  qui  précède  suppose  que  l'équa- 
tion proposée  renferme  au  moins  le  carré  de  l'une  des  variables  ; 
car,  s'il  en  était  autrement,  en  la  résolvant  par  rapport  à  l'une 
quelconque  des  variables,  on  obtiendrait  une  expression  dé- 
pourvue de  radical. 

Quoique  ce  cas  particulier  ait  déjà  été  examiné,  nous  allons 
le  traiter  de  nouveau,  afin  de  rendre  notre  second  mode  de  dis- 
cussion indépendant  du  premier.  Nous  nous  fonderons  sur 
ce  théorème  du  n°  771,  savoir  :  que  rhyperboloide  à  une  nappe 
contient  toujours  une  parallèle  à  une  génératrice  quelconque  de  son 
cône  asymptote,  \)VopYÏé[è  qui  n'appartient  pas  à  l'iiyperboloïde 
à  deux  nappes. 

Soit 

2J^yz  -f-  IB'xz  -+-  1?>"xij  +  'iCx  -h  2C'y  +  2C"z  ^-  E  =  0     [  I  ] 

l'équation  proposée,  qui,  par  hypothèse,  représenle  unesurface 
à  centre.  Cette  surface  nc^peut  être  un  ellipsoïde,  car  pour  toute 
valeur  réelle  de  x  et  de  y,  la  valeur  tirée  de  l'équation  [l|  est 
toujours  réelle;  donc  la  projection  delà  surface  recouvre  lout 
le  plan  des  xy,  ce  qui  ne  peut  convenir  à  un  ellipsoïde.  La  sur- 
face proposée  ne  peut  donc  être  qu'un  hyperboloïde  à  une  nappe 
ou  à  deux  nappes,  ou  un  cône.  Pour  distinguer  le  genre  de  la 
surface,  je  transporte  l'origine  au  centre.  L'équalion  proposée 
prend  la  forme 

Byz-{-B'xz-hB"xy^T. 

Si  T=0,  Inéquation,  étant  homogène,  représentera  un  cône. 
Si  T  est  différent  de  zéro,  la  surface  sera  un  hyperboloïde  dont 
le  cône  asymptote  aura  pour  équation 

Byz^B'xz-{-h"xy=:0. 

L'axe  des  z  étant  évidemment  une  génératrice  de  ce  cône,  la  sur- 
face devra  contenir  une  parallèle  à  l'axe  des  z^  si  c'est  un  hyper- 
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boloïde  à  une  nappe.  Or,  si  Ton  fait 

dans  l'équation  réduite,  on  aura 

(Bg4-B'a)^-+-B"ap  =  T,      . 

équation  qui  ne  peut  être  satisfaite,  quel  que  soit  %,  que  si  l'on 
a  en  môme  temps 

T 

Bg-hB'a=0     et     ap  =  g-„, 

d'où 

a^=-—    T 
BB" 

B' 
Cette  valeur  de  a  est  réelle  ou  imaginaire,  suivant  que  ^^^  est 

de  signe  contraire  à  T  ou  de  même  signe.  Donc,  dans  le  premier 
cas,  la  surface  sera  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  dans  le  se- 
cond, un  hyperboloïde  à  deux  nappes. 

841.  Surfaces  qui  admettent  une  infinité  de  centres.  — 

Ce  cas  ne  peut  offiir  aucune  difficulté.  Si  les  équotiops  qui  don- 
nent le  centre  se  réduisent  à  deux  équations  distinctes,  la  sur- 
face est  un  cylindre.  Si  elles  se  réduisent  à  une  seule,  la  surface 
est  composée  de  l'ensemble  de  deux  plans  parallèles. 

La  section  faite  par  un  des  plans  coordonnés  apprendra  si  la 
surface  est  un  cylindre  elliptique  ou  hyperbolique,  ou  bien  si 
elle  est  imaginaire. 

843.  Surfaces  dépourvues  de  centre.  —  Ce  troisième  cas 
n'offre  pas  non  plus  de  difficulté.  On  sait  d'abord  que  la  sur- 
face ne  peut  être  qu'un  paraboloïde  elliptique,  un  paraboloïde 
hyperbolique,  ou  un  cylindre  parabolique,  et  la  nature  des  sec- 
tions faites  par  les  trois  plans  coordonnés  apprendra  le  genre  de 
la  surface. 

En  effet,  si  parmi  ces  trois  sections  il  y  a  des  ellipses,  la  sur- 
face sera  un  paraboloïde  elliptique;  car  le  paraboloïde  hyper- 
bolique et  le  cylindre  parabolique  n'admettent  pas  des  sections 
elliptiques  (756,  755). 

Si  parmi  ces  sections  il  y  a  une  hyperbole,  la  surface  sera  un 
paraboloïde  liyperbolique  ;  car  le  paraboloïde  elliptique  et  le  cy- 
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lindre  parabolique  n'admettent  pas  de  sections  hyperboliques 
(755). 

Enfin,  si  les  trois  sections  sont  des  paraboles,  la  surface  sera 
un  cylindre  parabolique;  car  les  paraboloïdes  ne  peuvent  être 
coupés  suivant  des  paraboles  que  par  des  plans  parallèles  à 
leur  axe. 

Exemples.  —  I.  Soit  Véquation  déjà  traitée  au  n°  8*4,  VI,  savoir  : 

5a;2  _  5?/2  +  Sz'  +  Azy  4-  ^izx  —  Sxy  +  Gx  -f-  6?/  —  5^=  0. 

Nous  avons  vu  que  la  surface  représentée  par  cette  équation  est  dépourvue 
de  centre.  Or,  si  Ton  fait  2  =  0,  on  trouve 

bx'  —  Sxij  +  5?/^  -t-  Gî/  -H  50  =  0  ; 

cette  équation  représente  une  ellipse  ;  la  surface  proposée  est  donc  un  para  • 
holoïde  elliptique,  ainsi  que  nous  l'avions  reconnu  par  la  première  méthode. 

II.  Soit  réquation 

x"-  4-  ?/"  +2'^  +  '^y^  4-  '2xz  -h  '2xy  —  Ax  —  2?/  —  2^  =  0. 

On  trouve  R  =  0,  et,  de  plus,  les  équations  qui  déterminent  le  centre 

rr  +  |/+  z  =  <2  \ 
x-\-y+z  =  \\ 
x-^y  +  ^z=\  ) 

sont  incompatibles  ;  donc  la  surface  est  privée  dé  centre. 

Pour  2  =  0,  on  a 

y^-^'2xy  +  x^  —  ^y  —  Ax  =  0, 

équation  d'une  parabole,  ce  qui  n'apprend  rien  sur  la  nature  de  la  surface. 
Pour  î/=0,  on  a 

.^2  4-  <2xz  —  22"-  —  Ax  +  22=  G, 

équation  d'une  hyperbole;  donc  la  surface  est  un paraholoïde  hyperbolique. 

III.  x"'  +  y*-  4-  02-  4- Cî/2  —  6.T2 — 2,Tî/  4-  2x  —  H=Q. 

On  trouve  que  la  surface  est  dépourvue  de  centre  ;  et  comme  les  sections 
faites  par  les  trois  plans  coordonnés  sont  trois  paraboles,  on  en  conclut  que  la 
surface  est  un  cylindre  parabolique. 

843.  Nous  engageons  le  lecteur  à  résumer  la  discussion 
précédente  de  l'équation  du  second  degré  à  trois  variables,  en 
dressant  un  tableau  analogue  à  celui  de  la  page  526,  et  à  déter- 
miner les  conditions  quedoivcnt  remplir  les  coefficients  «,&,...,/', 


I 
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pour  que  l'équation 


%  =z  mx  H-  ny  -\-pàz  \Jaif  -}-  bxn  -4-  cx^^  -\-  dy  -\-ex~\-f 

représente  :  1°  un  cylindre  elliptique^  un  cyliîidre  paraholique  ou 
un  cylindre  hyperbolique  ;  2°  un  ellipsoïde  ;  3°  un  hyperholoide  à 
une  ou.  deux  nappes  ;  4°  un  paraboloïde  elliptique  ou  hyperbolique; 
5°  deux  plans  qui  se  coupent  ou  deux  plans  parallèles. 

Exercices.  —  -Si  Véquation  génémle  du  second  degré  représente  un  paraho- 
îoïde,  quand  on  fait  disparaître  le  rectangle  des  variables,  un  des  carrés  dis- 
paraît. 

Lorsque  Vensemhle  des  termes  du  second  degré  d'une  équation  du  second 
degré  à  trois  variables  forme  un  carré  parfait,  la  surface  est  un  cylindre  para- 
bolique. 

Que  représente  Véquation  P^  +  AQ  =  0,  P  et  Q  étant  des  fonctions  linéaires 
de  X,  y,  z  ?  Position  des  plans  P  r=:  0  om  Q  =  0  par  rapport  à  la  surface. 

On  donne  Véquation  Al'-  +  BPQ+ Gr-i=:  0,  da)is  laquelle  P  gt  Q  so?it  des 
fonctions  linéaires  de  x,  y,  z.  Quelle  est  la  condition  pour  qu'elle  représente  deux 
plans  parallèles  ? 

Que  représentent  les  équations 

zr=Ay2+Bxy  +  Cx-  +  Dy  +  Ex  +  F,     ou    z'-  =  Ay2+ ....  +  F2 

en  supposant 

B3-4AC==0,    B2~.4AG>0    ou    B»  — 4AG<0? 

Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  représentées  par  Véquation 

x'  +  y-— z^  +  2pxz  +  2qyz— 2ax  — 2by  +  2cz=:0, 

oîi  a,  b,  c  sont  des  nombres  positifs  connus  :  1°  lorsque  p  et  q  varient  de  toutes 
les  manières  possibles,  S""  lorsque  p  etq  varient  de  manière  à  remplir  les  con- 
ditions nécessaires  'pour  que  Véquation  proposée  représente  un  cône.  On  indi- 
quera ensuite  la  partie  du  lieu  qui  répond  à  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  et 
celle  qui  correspond  à  des  hyperboloïdes  à  deux  nappes. 

Exemples  : 

iOa;--f  13î/^  +  lo;5^+  Szy—  h%x—  4'Cî/+20.î;— 

5x2+   5^2 _  02-  — 122?/-  \'lzx  +  Vkxy+  0.^  +  ' 

5.î;2_  5î/-— 12î/;s+122;î/—  %xy—  Oa;  —  G?/  + 
12a;2+   Cî/+   ^z^'~\1tjz  +  \'lzx-{-Vix  -\-nz-\- 

4x2_   2î/2-f   92^—  ^yz  +  l^zx  —  'X^xy^   8a;  +  16?/  +  202;—  5=0, 

4a;- -h     î/^-h   ^z^—  ^z-\-   Szx-^Axy  +14n;  +  107/+  52;  +  10=:0, 

\\x^+   5î/^-+  2:2^  — 20?/s+   42a:-f-16a;?/  +  22a;  +  16î/H-  Az-h\i  =  0, 

10a?2+13î/-  +  1322+  Syz—  Azx—  Âxz-\-20x—  hj—  42;  +  10=i0, 

40a;2H-13î/2  +  1522-t-   Syz—  Azx—  Axy-{-20x—     y—   4^+19=0, 

x^+     r+     2^+   2î/^+   22;a;+  2xy-h     x-h     y+     z—  '2  =  0. 


Ay- 

-   Az-h    Iz 

=0, 

l/Ly- 

-122;4-12=: 

=0, 

5z- 

-0, 

3   := 

==0, 

CHAPITRE  VI 

QUESTIONS     DIVERSE 


g  1 .  —  DU  NOMBRE  DE  CONDITIONS  NECESSAIRES  TOUR  DÉTERMINER  UNE 
SURFACE  DU  SECOND  DEGRÉ. 

844.  Une  surface  du  second  degré  est  généralement  déterminée 
quand  elle  est  assujetlie  à  des  conditions  géométriques  donnant 
lieu  à  neuf  équations  distinctes  entre  les  coefficients  de  son  équation 
générale. 

Cela  résulle  de  ce  que  rcquation  générale  du  second  degré  à 
trois  variables 

ne  renferme  réellement  que  neuf  coefficients.  II  faudra  donc 
neuf  équations  pour  déterminer  ces  coefficients  quand  ils  seront 
inconnus. 

Remarque.  —  Leparaholoide^  le  cône^  le  cijlindre  elliptique,  le 
cylindre  hyperbolique  ci  le  cylindre  parabolique  ne  peuvent  jamais 
être  assujettis  à  neuf  conditions  arbitraires,  à  cause  des  rela- 
tions qui  existent  entre  les  coefficients  de  l'équation  [1] ,  lorsque 
cette  équation  rcprésenle  l'une  de  ces  surfaces. 

Par  exemple,  pour  que  l'équation  [1]  représente  un  cône,  il 
faut  qu'elle  soit  vérifiée  par  les  coordonnées  du  centre,  ce  qui 
donne  une  condition. Un  cône  sera  donc  déterminé,  en  général, 
par  /iwif  conditions  arbitraires. 

Un paraboloide  est  aussi  déterminé  en  général  par  huit  condi- 
tions arbitraires;  car,  pour  que  l'équation  [i]  représente  un 
paraboloïde,  il  faut  que  les  trois  équations  qui  déterminent  les 
coordonnées  du  centre  soient  incompatibles,  ce  qui  donne  la 
condition  R  =  0. 
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Le  cylindre  elliptique  et  Ucyliiidre  hyperbolique  sontdéterminés, 
en  général,  par  sept  conditions;  car,  ces  surfaces  ayant  une 
infinité  de  centres  en  ligne  droite,  pour  que  l'équation  [i]  re- 
présente l'une  de  ces  surfaces,  il  faut  que  les  équations  qui 
déterminent  le  centre  se  réduisent  à  deux,  ce  qui  donne  deux 
relations. 

Enfin  le  cylindre  parabolique  est  déterminé  en  général  par 
six  conditions  arbitraires  ;  car  les  sections  de  cette  surface  par 
les  plans  coordonnés  devant  être  des  paraboles,  il  en  résulte 
trois  conditions.  On  arrive  au  même  résultat  en  exprimant  que 
tous  les  plans  diamétraux  sont  parallèles. 

En  résumé,  il  n'y  a  que  Vellipsoide  eiVhyperboIoïde  à  une  ou 
deux  nappes  qui  puissent  être  assujettis  en  général  à  neuf  con- 
ditions arbitraires. 

Indiquons  maintenant  le  nombre  de  relations  entre  les  coef- 
ficients de  l'équation  [1]  qui  correspondent  à  cerlaines  con- 
ditions géométriques  imposées  aux  surfaces  qu'elle  représente. 

845.  Assujettir  une  surface  du  second  degré  à  passer  par 
un  point  équivaut  à  une  relation.  Cette  relation  s'obtient  en 
exprimant  que  l'équation  de  la  surface  est  vérifiée  par  les  coor- 
données du  point  donné. 

Si  le  point  donné  est  un  centre,  un  sommet,  etc.,  il  équi- 
vaut à  trois  conditions,  que  l'on  obtient  en  égalant  aux  coor- 
données de  ce  point  ces  mêmes  coordonnées  exprimées  en  fonc- 
tion des  coefficients  de  l'équation  de  la  surface. 

846.  Assujettir  une  surface  du  second  degré  à  passer  par 
une  droite  donnée  équivaut^  à  trois  conditions  que  l'on  exprime 
en  éliminant  x  et  y  entre  les  équations  de  la  droite  et  celle  de 
la  surface,  et  en  égalant  à  zéro  les  trois  coefficients  de  l'équation 
en  z  ainsi  obtenue,  car  cette  équation  doit  être  vérifiée  quelle 
que  soit  la  valeur  de  %. 

847.  Assujettir  une  surface  du  second  degré  à  passer  par 
deux  droiteséquivaut  à  six  conditions  si  les  deux  droites  ap- 
partiennent à  un  même  système  de  génératrices  reclilignes, 
auquel  cas  les  deux  droites  ne  se  coupent  pas,  et  à  cinq  condi- 
tions si  les  deux  droites  se  coupent. 

Assujettir  la  surface  à  passer  par  trois  droites  appartenant  à 
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un  môme  syslème  de  génératrices,  c'est-à-dire  par  trois  droites 
ne  se  coupant  pas,  revient  à  l'assujettira  ?i^m/ conditions.  Si 
deux  des  droites  appartiennent  à  l'un  des  systèmes  de  géné- 
ratrices rectilignes  et  l'autre  droite  à  l'autre  système,  elles 
n'équivalent  qu'à  sept  conditions,  car  l'une  de  ces  droites, 
rencontrant  les  deux  autres,  est  alors  déterminée  par  une  seule 
condition. 

848.  Assujettir  une  surface  du  second  degré  à  être  tangente 
à  un  plan  donné  revient  à  ?/?îe  condition,  que  l'on  obtient  en 
identifiant  l'équation  du  plan  donné  et  l'équation  du  plan  tan- 
gent à  la  surface,  et  en  éliminant  les  coordonnées  indéterminées 
du  point  de  contact  entre  les  équations  de  condition  qu'on 
obtient  et  l'équation  de  la  surface.  Si  l'on  donne  en  môme 
temps  le  plan  tangent  et  le  point  de  contact,  cela  équivaudra  à 
trois  conditions.  L'une  d'elles  s'obtiendra  en  exprimant  que 
l'équation  de  la  surface  est  vérifiée  par  les  coordonnées  du 
point  de  contact,  et  les  deux  autres  en  identifiant  l'équation  du 
plan  tangent  avec  l'équation  du  plan  donné. 

849.  Assujettir  nu paraboloide  h  avoir  un  plan  donné  pour 
plan  directeur  équivaut  à  deux  conditions;  on  les  obtiendrait  en 
exprimant  que  les  génératrices  rectilignes  de  l'un  des  deux 
systèmes  sont  parallèles  à  ce  plan. 

850.  Assujettir  une  surface  du  second  degré  à  passer  par 
une  courbe  du  second  degré,  c'est  l'assujettir  à  chig  conditions. 

En  effet,  en  assujettissant  la  surface  à  passer  par  cinq  points 
quelconques  de  cette  courbe,  on  a  cinq  relations  entre  les  coef- 
ficients de  l'équation  [1]  ;  et  on  n'en  a  pas  davantage,  car  dès 
qu'une  courbe  du  second  degré  a  cinq  de  ses  points  situés  sur  la 
surface,  elle  y  est  située  tout  entière,  puisque,  d'une  part,  une 
courbe  du  second  degré  est  déterminée  par  cinq  points, etque, 
de  l'autre,  ces  cinq  points  appartiennent  aussi  à  la  courbe  du 
second  degré,  intersection  de  la  surface  avec  le  plan  de  la 
courbe  donnée. 

851.  Assujettir  une  surface  à  passer  par  deux  courbes  du 
second  degré  dont  les  plans  se  coupent  n'équivaut  qu'à  huit 
conditions,  parce  que  deux  courbes  du  second  degré  dont  les 
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plans  se  coupent  ont  toujours  deux  points  communs,  réels  ou 
imaginaires,  situés  sur  rintersection  de  leurs  plans. 

Lorsque  les  deux  courbes  sont  situées  dans  deux  plans  paral- 
lèles, on  ne  peut  pas,  en  général,  faire  passer  une  surface  du 
second  degré  par  ces  deux  courbes  ;  car  les  sections  parallèles 
d'une  surface  du  second  degré  doivent  être  semblables  et  avoir 
leurs  centres  en  ligne  droite. 

853.  Assujettir  un  hyperboloide  h  avoir  un  cône  donné 
poui^  cône  asymptote  revient  à  l'assujettir  à  huit  conditions  ; 
car  tous  les  coefficients  de  l'équation  de  la  surface,  excepté 
le  terme  constant,  doivent  être  égaux  à  ceux  de  l'équation  du 
cône. 

Nous  verrons,  plus  loin,  qu'assujettir  une  surface  du  second 
degré  à  être  de  révolution  revient  à  l'assujettir  à  deux  con- 
ditions. 


g  2.    —  ÉQUATIONS  GÉNÉRALES    DE    TOUTES    LES    SURFACES  DU  SECOND 
DEGRÉ  SATISFAISANT  A  DES  CONDITIONS  GÉOMÉTRIQUES  DONNÉES. 

853.  Étant  données  les  équations  de  deux  surfaces  du  second 
degré,  trouver  réquation  générale  des  surfaces  du  second  degré 
qui  passent  par  iHntersection  des  surfaces  proposées. 
Soient 

f-0  [1] 

et 

0  =  0  [2] 

les  équations  données  ;  l'équation 

f-f-h^O,  [5] 

dans  laquelle  X  est  un  paramètre  arbitraire,  est  l'équation  de- 
mandée. 

D'abord  il  est  évident  que  toutes  les  surfaces  représentées 
par  l'équation  [5]  passent  par  l'intersection  des  surfaces  pro- 
posées, et  n'ont  pas  avec  ces  surfaces  d'autres  points  communs. 
Il  suffit  donc  de  démontrer  que  toute  surface  du  second  degré 
passant  par  l'intersection  des  surfaces  [i]  et  [2]  peut  être 
représentée  par  l'équation  [5],  en  déterminant  convenable- 
ment X. 
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Soient  S  une  surface  du  second  degré  passant  par  l'inter- 
section des  surfaces  [1]  et  [2],  M  un  point  de  cette  surface  non 
situé  sur  cetle  intersection,  et  7.^  la  valeur  de  X  tirée  de  l'é- 
quation [5]  où  l'on  a  substitué  les  coordonnées  du  point  M  ; 
l'équation 

f-i-\o=:0  [4] 

est  celle  delà  surface  S.  En  effet,  le  point  M  est  sur  la  surface 
[4],  puisque  son  équation  est  satisfaite  par  les  coordonnées 
de  ce  point.  Par  le  point  M,  menons  un  plan  P  qui  coupe  les 
surfaces  [1]  et  [2]  suivant  des  courbes  que  nous  désignerons  par 
A  et'B;  ce  plan  coupera  la  surface  S  suivant  une  courbe  du 
second  degré  C,  qui  passera  par  le  point  M  et  par  les  quatre 
points  d'intersection  réels  ou  imaginaires  des  courbes  A  et  B. 
Mais  ce  môme  plan  P  coupera  la  surface  [4]  suivant  une  courbe 
du  second  degré  C,  qui  passera  aussi  par  le  point  M  et  par  les 
quatre  points  d'intersection  des  courbes  A  et  B,  puisque  Ja  sur- 
face [4]  passe  par  les  points  communs  aux  surfaces  [1]  et  [2]. 
Les  courbes  C  et  C  auront  donc  cinq  points  communs  ;  et  puis- 
qu'elles sont  du  second  degré,  elles  coïncident.  Il  en  résulte  que 
tous  les  plans  menés  par  le  point  M  coupent  les  surfaces  S  et  [4] 
suivant  des  courbes  identiques  deux  à  deux  ;  donc  ces  deux  sur- 
faces coïncident,  et  l'équation  [4]  est  celle  de  la  surface  S. 

854.  Étant  données  les  équations  d'une  surface  du  second 
degré  et  celle  de  deux  plans^  trouver  Véquation  générale  des  sur- 
faces du  second  degré  passant  par  les  intersections  de  la  surface 
proposée  avec  les  deux  plans. 

La  solution  de  cette  question  se  déduit  de  la  précédente.  En 
effet,  soient  f=0  l'équation  de  la  surface,  et  P  =  0,  P'==0 
celles  des  deux  plans.  L'équation  PP'=:  0  pouvant  être  consi- 
dérée comme  celle  d'une  surface  du  second  degré,  l'équation 
demandée  est 

f-hXVV'  =  0. 

Si  Q=OetQ'=:0  sont  les  équations  de  deux  autres  plans, 
l'équation 

QQ'H-aPP'==0 

est  Véquation  générale  de  toutes  les  surfaces  du  second  degré 
passant  par  les  quatre  droites^  intersections  des  deux  plans 
Q  =  0,  Q'=  0  par  chacun  des  deux  plans  P  =:=  0,  P'  =  0. 
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855.  Trouver  l'équation  générale  des  [surfaces  du  second 
degré  tangentes  à  une  surface  du  second  degré  donnée,  suivant 
une  courbe  du  second  degré  donnée. 

Soit  f=0  l'équation  de  la  surface,  et  P:=0  le  plan  de  la 
courbe  des  contacts  ;  en  vertu  de  ce  "qui  précède,  l'équation 
demandée  est 

f-{-\V'  =  0. 

Car  la  surface  représentée  par  f  +  "aPP'  =  0  devient  langenle  à 
la  surface  proposée  f^O,  lorsque  les  deux  plans  Prr::OelP'=0 
se  confondent  en  un  seul. 

856.  Comme  exemple,  cherchons  V équation  du  cône  circon- 
scrit à  un  ellipsoïde  donné  et  dont  le  sommet  soit  en  un  point 
donné. 


Soient 

x^     \f     %^  _ 


a' 


1  [1] 


Téqualion  de  l'ellipsoïde,  et  (a,  g,  y)  le  sommet  du  cône  dont  on 
cherche  Péquation. 

Le  lieu  des  points  de  contact  du  cône  cherché  avec  l'ellipsoïde 
est  le  même  que  celui  des  points  de  contact  des  plans  tangents 
à  cet  ellipsoïde  menés  par  le  point  donné,  plans  qui  sont  aussi 
tangents  au  cône  cherché.  Or,  en  désignant  par  x.,  ij,  z  les  coor- 
données du  point  de  contact  des  plans  tangents,  ce  dernier  lieu 
est  la  courbe  du  second  degré  intersection  du  plan 

îî+Ê|  +  ï^=.|  (2] 

a^       h-       c'  .       ^ 

avec  l'ellipsoïde  proposé.  D'ailleurs,  Téquation  de  toules  les 
surfaces  du  second  degré  tangentes  à  l'ellipsoïde  suivant  cette 
courbe  est 


,         ^  fy-X       ÇyU     .  yZ 

a^      b^      c- 

V  a\      b'      c^ 

Ij  =0;       [5] 

et  comme  le  cône  est  la  seule  surface  du  second  degré  dont  tous 
les  plans  tangents  passent  par  un  môme  point,  il  s'ensuit  qu'on 
aura  l'équation  du  cône  cherché  en  remplaçant,  dans  l'équa- 
tion [3],  X  par  sa  valeur  tirée  de  cette  môme  équation,  après  y 
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avoir  remplacé  x,  y  eiz  par  les  coordonnées  a,  pet  y  du  sommet 
du  cône. 

857.  Trouver  V équation  générale  des  surfaces  du  second  degré 
passant  par  une  courbe  du  second  degré  dont  les  équations  sont 
données. 

La  courbe  du  second  degré  dont  il  s'agit,  pouvant  être  consi- 
dérée comme  l'intersection  d'une  surface  du  second  degré  et 
d'un  plan,  a  pour  équations 

f=0     [1]       et      P:=0,  -[2] 

équations  qui  représentent  respectivement  une  surface  du  se- 
cond degré  et  un  plan. 
Cela  posé,  l'équation  cherchée  est 

f-h(y.x-h?^y-{--(Z-h^)V=0,  [5] 

a,  p,  Y  eto  étant  quatre  paramètres  arbitraires.  En  effet,  l'équa- 
tion [5]  est  du  second  degré,  et  les  surfaces  qu'elle  représente 
passent  toutes  parla  courbe  proposée,  puisque  cette  équation 
est  vérifiée  parles  solutions  communes  aux  équations  [1]  et 
[2].  En  second  lieu,  cette  équation  représente  toutes  les  surfa- 
ces du  second  degré  qui  passent  par  la  courbe  donnée.  Pour  le 
démontrer,  prenons  une  surface  S  qui  passe  par  cinq  points 
pris  sur  la  courbe  donnée  et  par  quatre  autres  points  pris  hors 
de  cette  courbe;  on  pourra  déterminer  les  paramètres  a,  p,  y?  o 
de  manière  que  la  surface  [5],  qui  déjà  passe  parles  cinq  points 
pris  sur  la  courbe  donnée,  passe  en  outre  par  les  quatre  autres 
points.  La  surface  S  et  la  surface  [3]  satisferont  donc  toutes  les 
deux  à  neuf  conditions  distinctes;  donc  elles  coïncideront.  Donc 
l'équation  I  [5]  peut  représenter  toute  surface  passant  parla 
courbe  donnée. 
Ainsi,  l'équation  générale^des  surfaces  du  second  degré  pas- 

^2  ^2  ^2 

sant  par  l'intersection  de  l'ellipsoïde  -^  + 1^ -f- 7-3  =  1  et  du 
plan  mx  h- ny  -^pz-h  q=^0  est 

x^^     u^     z^ 

'^2-+-  5-^-^2 — 1  +  (*^^  +  ^^y  +  F  -+-  ^1)  M  +  ^2/  +  ^(z-hc):=o. 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  les  paramétres  a,  g,  y  cto 
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par  la  condition  que  celte  équation  représente  une  surface  du 
second  degré  d'espèce  donnée.  Si  l'on  veut,  par  exemple,  qu'elle 
représente  un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  donné,  il  suf- 
firji  d'exprimer  que  les  coordonnées  de  ce  point  vérifient  l'équa- 
tion de  la  surface  et  les  équations  qui  déterminent  le  centre. 
Observons  que  l'équation  ainsi  obtenue  pourra  représenter  un 
cône  réel  ou  imaginaire,  ou  une  variété  du  cône,  savoir  :  un 
point  ou  une  droite. 


§  0.  INTERSECTION  DES  SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ. 

858.  Deux  surfaces  du  second  degré  se  coupent,  en  générai, 
suivant  une  courbe  à  double  courbure,  dont  les  projections  sur 

*les  plans  coordonnés  sont  des  courbes  du  quatrième  degré.  Gela 
résulte  de  ce  que  l'élimination  de  l'une  quelconque  des  variables 
X,  î/,  z  entre  les  équations  des  deux  surfaces  du  second  degré, 
conduit  en  général  à  une  équation  du  quatrième  degré  entre 
les  deux  autres  variables. 

Cependant  il  y  a  des  cas  où  l'intersection  de  deux  sucrfaes 
du  second  degré  se  compose  de  deux  lignes  planes  du  second 
degré.  Voici  sur  ce  sujet,  deux  théorèmes  importants,  qui  sont 
particulièrement  d'un  grand  usage  dans  la  Géométrie  descrip- 
tive. 

859.  Théorème.  —  Si  deux  surfaces  du  second  degré  se  coupent 
suivant  une  première  ligne  plane^  elles  se  coupent  généralement 
suivant  une  seconde  ligne  également  plane. 

Prenons,  en  effet,  pour  plan  des  xy  le  plan  de  la  première 
ligne  plane.  Les  équations  des  deux  surfaces  pourront  être  mises 
sous  la  forme 

Az^-\-Bxz-\-Cyz-hhZ'i-o{x^y)=:^0, 
A'z'-i-Wxz-{-Cyz-hl^'z-{-o(x,y)=:0,  ^  ^ 

la  fonction  o{x,y)  étant  une  fonction  du  second  degré  de  a;  et 
de  î/,  qui,  égalée  à  zéro,  donnerait  l'équation  de  la  ligne  plane 
commune  considérée.  Car,  pour  2=0,  les  deux  équations  [1] 
se  réduisent  toutes  deux  à 

o{x,y)  =  0. 
Si  Ton  retranche  ces  équations  membre  à  membre,  l'équation 
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résultante  sera  celle  d'une  surface  passant  par  les  points  com- 
muns aux  deux  surfaces  proposées. 

Or  cette  équation  résultante  peut  s'écrire 

:r.  [(A— A')%-1-(B— B')x -f- (G  -  C>j  +  rD— D')l  =0, 

elle  est  donc  satisfaite  par  z^^O,  qui  représente  le  plan  dcsxy, 
cl  par 

(A  _A'):5H- (B—B>-h  (G  — C/)ij -4- (D—ry)z3:-0,    [2] 

qui  est  aussi  l'équation  d'un  plan.  L'intersection  des  deux  sur- 
faces se  compose  donc  de  deux  courbes  planes,  ce  qu'il  fallait 
démontrer. 

Remarque.  —  Le  plan  [2]  serait  transporté  à  l'infini  si  Ton 
avait  à  la  fois 

AzzzzA',     B=B'    et    Gi=G'. 

860.  Théorème.  —  Si  deux  surfaces  du  second  degré  ont  un 
plan  principal  commun,  la  projection  de  l'intersection  de  ces  deux 
surfaces  sur  un  plan  parallèle  au  plan  principal  commun  est  une 
courbe  du  second  degré. 

Prenons,  en  effet,  pour  plan  des  xy  le  plan  principal  com- 
mun; les  équations  des  deux  surfaces  ne  contiendront  point  de 
termes  du  premier  degré  en  z,  et  seront  par  conséquent  de  la 
forme 

Ax'-+-iVy'-i-X"z'-hB"xy-{-Cx-hC'y-^d  =  0,         ^. 
ax^  +  a'y^  4-  aV  +  b"xy  -h  ex  -h  c'y  -i-d  =  0.        ^  ^ 

Si  l'on  élimine  z  entre  ces  deux  équations,  en  multipliant  la 
première  par  a'\  la  seconde  par  A",  et  retranchant  membre  à 
membre,  on  obtient  évidemment  une  équation  du  second  degré 
en  X  q\  y-  ce  qui- démontre  la  proposition  énoncée,  puisque  la 
projection  de  la  courbe  d'intersection  sur  un  plan  parallèle  au 
plan  des  xy  est  égale  à  sa  projection  sur  le  plan  des  xy  lui- 
même. 

Remarque.  —  Ce  théorème  subsiste  pour  un  plan  diamétral 
commun  quelconque,  pourvu  que  la  projection  se  fasse  parallè- 
lement aux  cordes  conjuguées  à  ce  plan  diamétral. 
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g    4.     —    DES    SURFACES    CYLINDRIQUES. 

861.  On  nomme  en  général  surface  cylindrique  la  Surface 
engendrée  par  une  droite  qui  glisse  sur  une  ligne  fixe,  en 
restant  constamment  parallèle  a  une  même  direction.  La  ligne 
fixe  s'appelle  la  directrice  de  la  surface,  et  la  droite  mobile  la 
génératrice. 

863.  Proposons-nous  de  trouver  l'équation  d'une  surface 
cylindrique  connaissant  la  directrice  et  la  direction  de  la 
génératrice. 

Soient 

f(x,y,z)  =  0 


t\(x,y,z)  =  0^  '^1 


les  équations  de  la  directrice  ; 

zfl/X.  ] 


x=az 
y  =  bz 


celles  d'une  droite  déterminée,  à  laquelle  la  génératrice  doit 
rester  constamment  parallèle.  Les  équations  des  parallèles  à 
cette  droite  sont 


x=^az-h-p 
y=:bz-{-  q 


[G] 


p  et  q  étant  indéterminés  ;  mais,  pour  qu'elles  représentent  les" 
parallèles  qui  s'appuient  sur  la  génératrice,  il  faut  et  il  suffit  de 
donner  kp  eih  q  des  valeurs  qui^'rendent  compatibles  les  quatre 
équations  [D]  et  [G] .  Soit 

o{p.q)=o  m 

l'équation  qui  exprime  celte  condition. 

En  éliminant  p  et  q  entre  cette  équation  de  condition  et  les 
équations  [G],  il  vient 

(^(x  —  az,y  —  bz)=zO,  [5] 

relation  constante  entre  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  l'une  quelconque  des  parallèles  à  la  droite  [1]  et  s'appuyant 
sur  la  directrice  [D]  ;  c'est  donc  l'équation  de  la  surface  cylin- 
drique cherchée. 

GÉOM.    SONNET  ET   FBONTERA.  45 
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Remarque.  —  La  recherche  de  l'équation  du  cylindre  se 
simplifie  considérablement  quand  la  directrice  est  la  trace  du 
cylindre  sur  l'un  des  plans  coordonnés.  En  effet,  supposons  que 
la  directrice  soit  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  des  xy  par 
exemple;  ses  équations  sont  alors  de  la  forme 

f{x,y)  =  0,    z  =  0,  [d] 

et  l'équation  de  condition  pour  que  les  équations  [G]  représeur 
tent  des  droites  qui  rencontrent  la  directrice  [cl]  est 

f(p,ri)=0. 

L'équation  de  la  surface  cylindrique  est  donc,  dans  ce  cas, 

f(x — az,  y  —  bz)=-0. 

C'est  l'équation  de  la  trace  du  cylindre  sur  le  plan  des  xy 
dans  laquelle  on  a  remplacé  x  et  y  respectivement  par  les  pre- 
miers membres  x  —  az,  y  —  bz  des  équations  de  la  direction  des 
génératrices,  égalés  à  zéro. 

En  appliquant  cette  règle  aux  équations 

a;2  H-  î/2  =  r^       y-  =  îjyx,      y  =  e^, 
on  obtient 

[x  —  azY  +  [y  —hzf  =  r''-,     [y^hzY  =  'ip  {x  —  az),     ?/  — e*-«% 

équations  des  cylindres  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  direction  [1]  et 
dont  les  traces  sur  le  plan  des  xy,  sont  respectivement  une  circonférence,  une 
parabole  et  une  courbe  transcendante. 

863.  Le  premier  membre  de  l'équation  [o]  est  une  fonction 
des  premiers  membres  des  équations  qui  déterminent  la  direc- 
tion des  génératrices.  On  peut  démontrer  que  réciproquement  • 
toute  équation  de  celte  forme  représente  un  cylindre,  et,  plus 
généralement,  que  .  % 

Toute  équation  de  la  forme 

?(X,Y)  =  0,  [il 

x  et  Y  désignant  deux  fonctions  quelconques  du  premier  degré  par 
rapport  aux  variables  x,  y,  z,  représente,  en  général,  une  surface 
cylindrique    dont  les  génératrices  sont  parallèles   à   la   droite 

En  effet,  posons 
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p  et  q  désignant  deux  paramètres  assujettis  à  satisfaire  à  la  con- 
dition 

o{p,q)  =  0,  [5] 

Chacune  des  équations  [2]  représente  une  infinité  de  plans 
parallèles  ;  en  faisant  varier  p  et  q  d'une  manière  continue,  leur 
intersection  se  déplacera  d'une  manière  continue,  en  restant 
constamment  parallèle  à  la  droite  X  =  0,  Y=:::0,  et  décrira  par 
conséquent  une  surface  cylindrique,  dont  l'équation  s'obtiendra 
en  éliminant  p  et  q  entre  les  équations  [2]  et  [o]  ;  ce  qui  ramène 
à  réquation'[l]. 

Remarques.  —  I.  La  démonstration  précédente  suppose  que 
les  plans  X=::0,Y=0  se  coupent.  S'ils  étaient  parallèles,  on 
aurait  Y=[xXh-v  et  l'équation  [1]  serait  fonction  de  X  seule- 
ment, et  représenterait  un  ensemble  de  plans  parallèles. 

IL  Si  l'équation  [5]  n'admettaitqu'unnombre  limité  de  valeurs 
réelles  pour  jj  et  ^,  l'équation  [1]  représenterait  alors  un  en- 
semble de  droites  parallèles.  Enfin,  ^i  l'équation  [o]  n'admettait 
pour]}  et  q  que  des  valeurs  imaginaires,  l'équation  [1]  représen- 
terait un  cylindre  imaginaire. 

864.  Étant  donnée  r équation 

f{x,-ii,z)  =  0,  [1] 

reconnaître  si  elle  représente  une  surface  cylindrique. 
La  trace  sur  le  plan  des  xij  de  la  surface  [1]  a  pour  équation 

f{x,y,0)  =  0; 

et,  d'après  ce  qui  précède,  l'équation  générale  des  surfaces  cy- 
lindriques qui  ont  cette  trace  pour  directrice  est 

f{x  —  az,  y  —  bz,  0)  =  0.  [2] 

Donc,  pour  que  la  surface  [1]  soit  cylindrique,  il  faut  et  il  suffit 
qu'il  existe  des  valeurs  réelles  de  a  et  &  qui  rendent  identiques 
les  équations  [1]  et  [2].  Si  cette  identification  est  possible,  l'équa- 
tion [1]  représentera  une  surface  cylindrique  dont  la  génératrice 
sera  parallèle  à  la  droite 

x==az) 

y  =  bzy 
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Exemple.  -—  L équation 

/•(a;,  ?/,  2)  =  ^^  4- î/2  +  2^^  —  2a;;5  +  2î/2  —  1  nr  0 

représente-t-elle  une  surface  cylindrique  ? 
On  a  ici 

({x—az,  y  —  bz,  0)=z{x  —  azy^'{-(y—bz)^—\. 

Pour  que  cette  équation  soit  identique  à  Téquation  proposée,  il  faut  que 
l'on  ait 

a=l, 

b  =  -\, 

a^-\-b''='2. 

Ces  conditions  étant  compatibles,  la  surface  proposée  est  un  cylindre  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite 


y  =  —  z 

On  verra  de  même  que  l'équation 

4a;2  +  9î/2  +  9  72;2  —  1 62a; — 5%  =  56 

représente  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite 

x=2z) 
y='5z]' 

865.  Trouver  V équation  d'un  cylindre  circonscrit  à  une- sur- 
face donnée j  connaissant  la  direction  de  la  génératrice. 
Soient 

f{x,y,z)  =  0 

Téquation  de  la  surface  donnée,  et 

x=^az-hi)  ) 
y  =  bz-\-q  ) 

les  équations  de  la  génératrice.  La  question  revient  évidemment 
à  trouver  la  relation  qui  doit  exister  entre  p  eiq  pour  que  la 
génératrice  du  cylindre  soit  constamment  tangente  à  la  surface 
donnée.  Car,  si 

o(p,q)  =  0 
était  cette  relation, 

o{x  —  az,  y  —  bz)=::0 
serait  l'équation  du  cylindre  circonscrit  à  la  surface  proposée. 
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On  obtiendra  cette  relation  en  exprimant  que,  si  l'on  coupe 
la  surface  par  un  plan  quelconque  passant  par  la  génératrice, 
celle-ci  est  tangente  à  la  section  faite  par  ce  plan.  Pour  simpli- 
fier, on  prendra  l'un  des  plans  projetants  de  la  génératrice,  le 
plan 

y=bz-hq  [1] 

par  exemple,  et  on  exprimera  que  la  droite 

x^=az-ir-p 

est  tangente  à  la  projection,  sur  le  plan  des  xz,  de  la  section  de 
la  surface  faite  par  le  plan  [i],  projection  qui  a  pour  équation 

f(x,  bz-hq,  z)=iO. 

Exemple.  —  Trouver  V équation  du  cylindre  circonscrit  à  la  sphère  qui  a 
pour  équation 

x^-\-y^-{-Z'z=r'^, 

et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite 

x=:az 
y=bz 
On  a  ici 

f{x,  bz  +  q,  z)  =  x^-  -h  [bz  +  5)24-2'-  —  r^^  0.  [1] 

Pour  que  la  droite 

x=zaz-\-p  [2] 

soit  tangente  à  la  ligne  [1],  il  faut  que  Téquation 

(a2  +  ;,'2_|.  1)^2  4-  2(a;?  -f  bq]z  +/  +  5^-  r2=  0, 

obtenue  en  éliminant  a;  entre  [1]  et  [2],  ait  ses  racines  égales.  On  doit  donc 
avoir 

{aq  —  bpf-hp''-hq^=r^a^-\-b'--i-\). 

L'équation  du  cylindre  circonscrit  à  la  sphère  donnée  est  donc 

[a{y—bz)—b{x  —  az)]^-i-  {x  —  az)^-h  {y —  bz)^=a^  + b'—r^, 
ou,  en  simplifiant, 

(&2-h l)a;24- (a^  +  i)î/2  +  («M- ^^)^M  ^^,  ,  ^,  _,., 
—  'iabxy  —  'Haxz  —  '2byz  j  ' 

866.  Tout  plan  tangent  à  un  cylindre  est  tangent  tout  le  lo7ig  de  la  géné- 
ratrice qui  passe  par  le  point  de  contact. 
Soit 

cp(.x-    aZy  y  ■—bz)=::0 
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réquation  du  cylindre,  et  (x^,  y 0,-^0)  le  point  de  contact;  l'équation  du  plan 
tangent  est 

avec  la  relation  ç  {Xo,  y^,  ;2o)  =  0.  Pour  calculer  (^u,  ?î/û,  «pzo,  posons 

a;— fl;ï=w,    y—hz=:v; 

réquation  du  cylindre  deviendra  <ç{u,  v)  :=  0,  et,  en  remarquant  que  u  et  v  sont 
des  fonctions  de  xei  àe  y,  et  en  ayant  égard  à  la  règle  des  fonctions  composées 
et  à  celle  des  fonctions  de  fonctions,  on  aura 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  [0]  et  réduisant,  on  trouve 

(.-r—  az  —  Wo)?'wo  -h  {y-~hz  — Vo)?io  =  0, 

équation  d'un  plan  qui  contient  la  génératrice  a;  —  a^  — ?fo=0,  y  —  bz  —  î;o=:0, 
passant  par  le  point  de  contact  ;  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée, 

§  5.  —  DES   SURFACES   CONIQUES. 

86'î'.  On  appelle  en  général  surface  conique  ou  simplement 
cône^  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  passe  constam- 
ment par  un  point  fixe,  appelé  sommet,  en  s'appuyant  sur  une 
ligne  donnée  appelée  directrice.  Une  telle  surface  se  compose  de 
deux  parties  ou  nappes  s'étendant  indéfiniment,  et  qui  sont  évi- 
demment symétriques  par  rapport  au  sommet.  Lorsque  le  som- 
met est  rejeté  à  Vinfini^  le  cône  devient  un  cylindre;  les  sur- 
faces cylindriques  sont  donc  des  cas  particuliers  des  surfaces 
coniques. 

Proposons-nous  de  trouver  la  surface  d'un  cône  dont  on  con- 
naît le  sommet  {x\  y',  %')  et  la  directrice 


f^[x,y,%)^^ 


PI 


Toutes  les  droites  passant  par  le  sommet  donné  sont  repré- 
sentées par  les  équations 


X  ~  x'  z=^a(%  —  %'] 


[G] 


en'y  regardant  a  et  &  comme  des  paramétres  indéterminés.  Pour 
avoir  les  équations  de  celles  de  ces  droites  qui  s'appuient  sur  la 
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directrice  donnée,  il  faut  donner  h  a  et  k  h  des  valeurs  qui  véri- 
fient l'équation  de  condition  nécessaire  pour  que  les  quatre 
équations  [D]  et  [G]  soient  compatibles.  Soit 

9{a.b)^Q  [1] 

cette  équation  de  condition.  En  éliminant  a  et  &  entre  cette  équa- 
tion et  les  équations  [G],  il  vient 


X  —  X'      y  —  y 


:)=o; 


c'est  l'équation  de  la  surface  conique  demandée.  C'est  une  équa- 
tion homogène  entre  les  différences  x — x\  y  —  y\  z  —  z'  qui, 
égalées  à  zéro,  déterminent  les  coordonnées  du  sommet. 

Remarques.  —  I.  Si  l'on  prend  le  sommet  pour  origine,  l'équa- 
tion du  cône  devient 

z     z  J 

II.  Si  la  directrice  donnée  était  la  trace  du  cône  sur  le  plan 
des  xy,  ses  équations  seraient  de  la  forme 

f{x,y)  =  0,     z^O, 

l'équation  [1]  se  réduirait  à 

{[x'  —  az',  y'  —  bz')  =  0 

et,  par  suite,  l'équation  du  cône  serait 

Ainsi  l'on  obtient  l'équation  de  la  surface  conique,  en  rempla- 
çant, dans  l'équation  de  sa  trace  sur  le  plan  des  xy,  x  ety  res- 
pectivement par  — -—j-  et  — 7^,  x\  y\  z'  étant  les  coor- 

z  —  z  z  —  z 

données  du  sommet  du  cône. 

Exemple.  —  Le  cône  qui  a  pour  sommet  le  point  {x',  y\  z')  et  pour  trace,  sur 
le  plan  des  xij,  le  cercle 

a  pour  équation 

[x'%  -  z'xY  +  [y'z  -  z'yY  =  r2  [z  -  z'y. 
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Si  le  cône  était  droit,  on  aurait  x'z=zO,  i/=0,  (t,  par  suite,  son  équation 
serait 

868.  Réciproquement,  toute  équation  homogène  entre  trois 
fonctions  quelconques  du  premier  degré  par  rapport  aux  variables 
représente  en  général  une  surface  conique,  dont  le  sommet  s^ obtient 
en  égalant  à  zéro  ces  trois  fonctions. 

En  effet,  si  X,  Y,  Z  désignent  les  trois  fonctions  du  premier 
degré,  une  telle  équation  sera  de  la  forme 


(z'  z)- 


0.  fi 

Posons 

X  =  aZ,    y  =  1,2,  [2] 

1  et  jj.  désignant  deux  paramètres  assujettis  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion 

o(k,i,)  =  0.  [3] 

Les  équations  [2]  représentent  deux  séries  de  plans  qui  ne 
dépendent  que  d'un  seul  paramètre  indéterminé  à  cause  de 
l'équation  [3],  et  dont  les  intersections  successives  décrivent, 
par  conséquent,  une  surface  réglée;  et  cette  surface  est  un  cône, 
puisque  toutes  ces  intersections  passent  par  le  point  X=:0, 
Y=:0,  Z  =  0.  Pour  obtenir  son  équation,  il  faudrait  éliminer  X 
et  [jt  entre  les  équations  [2]  et  [3],  et  l'on  obtiendrait  l'équation 
[1];  ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Remarque. — La  démonstration  précédente  suppose  que  les 
plans X  =  0,  Y:=:0,  Z=:0  se  coupent,  ce  qui  a  lieu  en  généraL 

Si  le  plan  X  était  parallèle  à  l'intersection  des  deux  autres, 
on  aurait  X  =  aYH-  gZ  4-7,  et  l'équation  [1^  n'éfant  alors  fonc- 
tion que  de  Y  et  de  Z ,  représenterait  un  cylindre  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  la  droite  Y  =  0,  Z=0. 

Si  les  trois  plans  se  coupaient  suivant  une  môme  droite, 
on  aurait  X  =  aY  +  gZ,  et  l'équation  [1]  ne  dépendant  alors 

Y 

que  du  rapport  ^  représenterait  une  série  de  plans  passant  par 

la  droite  Y  =  0,  Z  =  0. 
Enfin,  si  les  trois  plans  étaient  parallèles,  on  aurait  Y=aX  -f  (3, 
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Z=Y^  +  ^  ^t  l'équation  [1]  ne  serait  fonction  que  de  X,  elle 
représenterait  donc  une  série  de  plans  parallèles. 

869.  Étant  donnée  F  équation  iVune  surface,  reconnaître  si 

cette  surface  est  un  cône.  ^ 

Soit 

¥(x,y,z)  =  0  [1] 

l'équation  de  la  surface  donnée.  Pour  que  cette  équation  puisse 
représenter  un  cône,  il  faut  qu'elle  soit  homogène,  ou  bien 
qu'en  changeant  l'origine  des  coordonnées  on  puisse  la  rendre 
homogène.  Dans  le  premier  cas,  l'équation  [1]  représente  un 
cône,  réel  ou  imaginaire,  ayant  pour  sommet  l'origine  ac- 
tuelle, ou  une  des  variétés  du  cône;  et  dans  le  second  cas, 
un  cône  ayant  pour  sommet  la  nouvelle  origine,  ou  l'une  des 
variétés  du  cône.  Quand  elle  représentera  un  cône,  ce  cône  sera 
réel  ou  imaginaire,  selon  que  la  section  obtenue  en  le  coupant 
par  un  plan  quelconque  sera  réelle  ou  imaginaire.  Pour  sim- 
plifier, on  prendra  le  plan  sécant  parallèle  à  l'un  des  plans 
coordonnés. 

On  pourrait  encore  reconnaître  si  la  surface  proposée  est  un 
cône,  en  examinant  s'il  existe  des  valeurs  réelles  dex\  y\  z'  qui 
rendent  identiques  l'équalion  [i]  et  l'équation 

^fx'%  —  %'x     y'^  —  ^'y\^Q^ 


z'x      y'z  —  z'y\ 

7~'     '  z~-z'   ) 


Exemple.  — Soit  donnée  Téquation 

dx'-{-'2if'—'ixz  +  Aîjz  —  Âx—Sz  —  8=0. 

Cette  équation  n'est  pas  homogène,  mais  si  Ton  change  l'origine  des  coor- 
données, en  remplaçante,  y,  z  par  x  +  x',  y  +  y',  z -{■%',  on  trouve  que 
pour  j 

a;'  =  0,       2/'r=2,       2'  =  — 2 

l'équation  proposée  devient 

5.1;^  +  22/- —  2.tî;  +  %2  =  0 . 

Cette  dernière  équation  étant  homogène,  représente  un  cône  réel  ou  imaginaire. 
Or,  si  Ton  coupe  ce  cône  par  le  plan  a;  =  1,  la  section 

2î/-  +  4îy2  — 22-i-o=:0 

est  une  courbe  réelle.  Donc  l'équation  proposée  représente  un  cône  réel. 
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SKO,  Trouver  F  équation  d\in  cône  qui  ait  pour  sommet  un 
point  donné  et  qui  soit  tangent  à  une  surface  donnée. 

Ce  problème  se  résout  par  les  mômes  considérations  que  ce- 
lui du  n°  865. 

Exemple.  —  Trouver  V équation  d'un  cône  qui  ait  l'origine  pour  sommet  et  qui 
$oit  tangent  à  la  sphère  qui  a  pour  équation 

Les  équations  de  la  génératrice  du  cône  sont  ici  de  la  forme 


x=az  ] 
y  =  bz  ] 


et  la  projection  sur  le  plan  des  xz  de  la  section  de  la  sphère  par  le  plan 

y=bz 
a  pour  équation 

Pour  que  la  droite 

\x=^az 

soit  tangente  à  la  courbe  représentée  par  cette  équation,  on  doit  avoir 

(aa+&,B  +  ^)2::=(«^  +  ?,^  +  l)K-  +  lS'^+f-r^); 
par  suite,  on  obtiendra 

(a;r4-P!/+7^)-  =  (^^-  +  î/-  +  ^^)K-  +  p2_^f-r2) 

pour  réquation  du  cône  demandée. 

Si  le  centre  était  à  la  distancer  de  l'origine,  on  aurait  a^-|-(i-  +  -^2— -,.2^  et 
le  cône  se  réduirait  à  un  plan,  ce  qu'on  pouvait  prévoir. 

SVl.  Tout  plan  tangent  à  un  cône  est  tangent  tout  le  long  de  la  généra- 
trice guipasse  par  le  point  de  contact. 
Même  démonstration  que  pour  le  cylindre. 
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873.  Une  surface  de  révolution  est,  comme  on  l'a  vu,  une 
surface  engendrée  par  une  ligne,  généralement  plane,  qui  tourne 
autour  d'une  droite  fixe  appelée  axe.  Proposons-nous  de  trouver 
l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution. 
Soient 

\  =  aZ-h-p 
et 

^=.hZ-hq  [1] 
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les  équations  de  l'axe.  La  surface  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  un  cercle  variable  perpendiculaire  à  l'axe  et  ayant 
son  centre  sur  cet  axe.  On  peut  regarder  ce  cercle  comme  l'in- 
tersection d'une  sphère  de  rayon  variable,  ayant  son  centre  en 
un  point  déterminé  de  l'axe,  par  exemple  sa  trace  sur  le  plan 
des  xy,  dont  les  coordonnées  sont  X  =]),  X  =  g  et  Z  =  0,  et  d'un 
plan  variable  perpendiculaire  à  cet  axe.  Ce  cercle  peut  donc 
être  représenté  par  l'ensemble  des  deux  équations 

les  variables  p^  et  k  étant  liées  par  une  relation  arbitraire 

p^=?  W  PI 

qui  déterminera  la  loi  suivant  laquelle  varie  le  cercle  généra- 
teur. Ainsi  la  surface  de  révolution  peut  être  représentée  par 
l'équation 

{x—pY'hiy  —  qY  +  ^'=  ?  (ax-hhy-Vz) :         [4] 

c'est  l'équation  générale  des  surfaces  de  révolution. 

Réciproquement,  si  une  équation  à  trois  variables  peut  être 
mise  sous  cette  forme,  elle  représente  une  surface  de  révolu- 
tion, et  son  axe  est  déterminé  par  les  équations  [1]. 

8'î'3.  On  pourrait  se  servir  de  ce  caractère  pour  reconnaître 
si  une  surface  dont  l'équation  est  donnée  est  une  surface  de 
révolution.  Mais  il  est  plus  commode  d'employer  les  considéra- 
tions suivantes. 

Supposons  les  axes  rectangulaires.  Si  la  surface  représentée 
par  l'équation 

f(x,y,z)=.0  [11 

est  une  surface  de  révolution,  en  décrivant  d'un  point  quel- 
conque {x^  y,  z)  de  son  axe  une  sphère  d'un  rayon  convenable, 
on  trouvera  pour  intersection  deux  circonférences  de  cercles, 
dont  les  plans  seront  perpendiculaires  à  l'axe  et  par  conséquent 
parallèles. 

Réciproquement,  si  une  surface  est  coupée  par  deux  plans 
parallèles  quelconques  à  une  direction  fixe  suivant  deux  cercles 
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dont  les  centres  soient  sur  une  même  perpendiculaire  à  ces 
plans,  la  surface  est  une  surface  de  révolution. 

Par  conséquent,'|si  l'on  veut  s'assurer,  qu'une  surface  donnée 
[1]  est  une  surface  de  révolution,  il  faut  exprimer  que  son  in- 
tersection avec  la  sphère 

{x-x,Y-h(y--y,Y-^(z-z,r=J{'  [2] 

se  compose  de  deux  cercles  parallèles. 

Nous  appliquerons  cette  méthode  aux  surfaces  du  second 
degré. 

8'»4.  Soit 

Ax'--]-AY-{-k"z''-^Bxz+  ...4-D=0  [5] 

l'équation  d'une  surface  du  second  degré.  L'équation  générale  des  surfaces  du 
second  degré  passant  par  l'intersection  de  la  surface  [3]  avec  la  sphère  [2] 
sera 

Aa;2+A'î/+A''î2+B.T2;...+D+X[(a;— a;,)2  +  (îy— ?/i)2-h(2— 2,)2— R2]:=0.[4] 

Pour  que  cette  équation  représente  deux  plans  parallèles,  il  faut  qu'on  puisse 
disposer  des  paramètres  arbitraires  de  manière  à  réduire  à  une  seule  les  trois 
équations  qui  déterminent  les  coordonnées  du  centre  (4V8,  2°).  Ces  équa- 
tions peuvent  se  réduire  à  une  seule  de  plusieurs  manières  :  ou  bien  les  trois 
équations  sont  équivalentes;  ou  bien  l'une  est  une  identité  et  les  deux  autres 
sont  équivalentes  ;  ou  bien  deux  des  équations  sont  identiques.  Les  trois  équa- 
tions qui  déterminent  le  centre  d'une  surface*  représentée  par  l'équation  [1] 
sont 

Ax  +B"î/4-B'2+C  +l{x—Xi)=0, 

B"a;  +  k'y  +  B^;  +  C  +X(î/  -  y,)  =  0, 

B'x+By  +A"^H-C"  +  X(2;— 2i)==0, 

et,  pour  que  ces  équations  se  réduisent  à  une  seule,  il  faut  que  l'on  ait 

A  +  X_    B^^    _B'_C~lXi  k-\-\_W'_k"-}-l_C  —ix, 

r    ""A'  +  X~B""G'— Àî/i       ^  B'    ~B~~     B'     "C'  —  lz," 

d'où  l'on  tire,  en  égalant  les  valeurs  de  x. 


B   —  B'  ~"  B"  ^  J 

Ces  deux  relations,  ne  dépendant  ni  de  R  ni  de  Xi,  î/i,  2;,,  doivent  être  vérifiées 
d'elles-mêmes;  donc  ce  sont  les  conditions  nécessaires  pour  que  la  surface 
représentée  par  l'équation  proposée  soit  de  révolution. 

Nous  disons  qu'elles  sont  suffisantes.  En  elfet,  lorsqu'elles  seront  remplies, 
l'équation  [2]  représentera  deux  plans  parallèles;  et,  comme  les  valeurs  de  X 
et  de  Xi,  î/j,  Zi  sont  indépendantes  de  R,  on  pourra  toujours  décrire  une 
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sphère  du  point  (a^i,  r/^,  Zi),  comme  centre,  avec  un  rayon  R  tel,  que  cette 
sphère  coupe  la  surface  proposée,  supposée  réelle.  La  surface  proposée  pourra 
donc  être  coupée  par  deux  plans  parallèles  suivant  deux  cercles;  donc  elle  sera 
de  révolution. 

Lorsque  les  conditions  [3]  sontjemplies,  les  équations  de  l'axe  de  la  sur- 
face de  révolution  sont 

C  —  ïXi C'  —  liji  C'—lZi 

Il  resterait  à  y  mettre  pour  x  sa  valeur. 

SVS.  Ce  qui  précède  suppose  qu'aucun  des  coefficients  B,  B',  B"  n'est  égal 
à  zéro.  Examinons  maintenant  les  différents  cas  particuliers  qui  peuvent  se 
présenter. 

Soit  B=i:0;  les  équations  qui  déterminent  le  centre  deviennent 

{k-i-A)x-j-B"y+B'z  -i-C  —)Xi  —  0,       -         . 
B"x  +  (A'  +  X)  î/  -h  G'  -  lyi =0, 
B'a;+{V'+ X)2 +G"— X2i=:0. 

Pour  que  ces  trois  équations  puissent  se  réduire  à  une  seule,  il  faut  qu'avec 
B;=0  l'onaiten  même  temps B'=:0  ou  B"=:0,  ou  B'=:B"=0;  car,  s'il  en 
était  autrement,  il  est  évident  que  la  première  de  ces  trois  équations  ne  pour- 
rait ni  être  identique,  ni  être  identifiée  à  la  fois  avec  chacune  des  deux  der- 
nières. 

Supposons  B'=:0.  Alors  on  doit  avoir  ou  B"=:0  ou  B"^0. 

Soit  W=:0.  Les  équations  du  centre  sont 

(A  -\-i]x  +  G  — Xa;i  =  0, 
(A'+x)^  +  C'-Xi/,  =  0, 

(A"+X)24-G"  — X;Zl=0. 

Ces  équations,  représentant  des  plans  respectivement  parallèles  aux  axes,  ne 
sauraient  être  identifiées  entre  elles.  Donc,  pour  qu'elles  puissent  se  réduire  à 
une  seule,  il  faut  que  deux  d'entre  elles  soient  vérifiées  d'elles-mêmes.  Si  ce 
sont  les  deux  dernières  que  l'on  rend  identiques,  il  vient 

A'+X=:0,      G'~>.î/i=:0      et      A"+X=:0,      G"— X2i  =  0, 

d'où  résulte  la  condition  N 

Les  équations  de  l'axe  de  la  surface  de  révolution  sont,  dans  ce  cas, 

C  — /î/i  =  0,     G"  — X2;,  =  0. 

Si  Ton  rendait  identiques  la  première  équation  et  la  seconde,  ou  la  première 
et  la  troisième,  on  aurait  de  même 

A=i:A'         ou         A=::A'^ 
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8V6.  Enfin,  soitB"^0.  Les  équations  du  centre  sont 

(A  +À)a;+B"?/  +  G— Xa;i=:0, 
W'x-h  (A'+  X)  y  4-C'— Xî/i=r  0, 
(A"4-)>.2;+  G"— X^i^O. 

La  troisième  de  ces  équations,  représentant  un  plan  parallèle  au  plan  des 
a:?/,  ne  peut  être  identifiée  avec  aucune  des  deux  autres  équations;  il  faut 
donc  qu'elle  soit  identique,  et  que  les  deux  premières  rentrent  l'une  dans 
Fautre,  ce  qui  donne 

A"  +  ,,+0,    C"->..=0    et    ^  +  ^        ""        ^-^■^'  ■ 


B"   ~A'+x     C— ?/X/ 

d'où  résulte  l'équation  de  condition 

B"2=:(A  — A")(A'— A"). 

Cette  coiidition  étant  satisfaite,  les  équations  de  l'axe  de  la  surface  seront 

G"  +  A"^i = 0 ,     (G'  +  k"yy)  (A  -  A")  — B"(G  +A"Xi) . 

;    On  retrouve  ainsi  les  conditions  déjà  obtenues  au  n°  740. 

Remarque.  —  On  arrive  aux  mêmes  conditions  en  coupant  la  surface  pro* 
posée  f=(i  par  deux  plans  parallèles  P=0,  P'==0,  et  en  exprimant  que 
'équation  /'+aPP'  =  0,  qui  représente  toutes  les  surfaces  du  second  degré 
passant  pa'r  les  intersections  de  la  surface  proposée  avec  les  deux  plans  paral- 
lèles, représente  une  sphère. 

S'W.  Exercices.  —  Lieu  des  points  de  V espace  tels,  que  la  somme  ou  ladif-' 
férence  de  leurs  distances  à  deux  points  fixes  est  constante  :  1"  géométrique- 
ment, 2°  par  le  calcul.  —  Montrer  Videntité  des  résultats. 

Lieu  du  milieu  d'une  droite  de  longueur  constante  dont  les  extrémités  glissent 
sur  deux  droites  quelconques.  En  déduire  le  cas  où,  les  deux  droites  directrices 
sont  dans  un  même  plan  et  rectangulaires  :  1°  géométriquement,  2°  par  le 
calcul. 

On  donne  une  par  ah  oie  z=zO  et  y^=z:2px,  et  un  point  (a,  f^,  -^')  ;  on  prend 
ce  point  pour  sommet  d'un  cône  dont  la  hase  est  la  parahole.  Trouver  V équa- 
tion du  cône.  Ce  cône  peut-il  être  de  révolution'^ 

Même  question  en  remplaçant  la  parahole  par  une  ellipse  ou  une  hyperbole. 

Lieu  des  points  également  distants  de  deux  droites  qui  se  coupent. 

Lieu  des  points  également  distants  de  deux  droites  non  situées  dans  un  même 
plan. 

Lieu  décrit  par  V arête  d'un  angle  dièdre  droit,  dont  les  faces  passent  con- 
stamment par  deux  droites  données  non  situées  dans  un  même  plan. 

Lieu  des  points  tels,  que  la  somme  de  leurs  distances  à  deux  axes  rectangu- 
laires soit  égale  à  une  ligne  donnée. 

Lieu  des  points  telsy  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  une  droite  fixe  et  à  un 
plan  fixe  soit  constant. 
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Lieu  des  centres  des  sphères  tangentes  extérieurement  a  deux  sphères  données. 
Idem  à  trois  sphères  données  [coordonnées  rectangulaires). 

Lieu  des  points  tels,  que  la  somme  des  carrés  de  leurs  distances  à  m  points 
fixes  est  constante. 

Lieu  décrit  par  une  droite  qui  glisse  sur  deux  autres  droites  non  situées  dans 
un  même  plan,  et  qui  fait,  à  chaque  instant,  avec  ces  droites,  deux  angles 
égaux  entre  eux. 

Lieu  décrit  par  une  droite  qui  glisse  sur  deux  cercles  parallèles  et  sur  une 
droite  perpendiculaire  aux  plans  de  ces  cercles. 

Lieu  des  points  tels,  que  la  distance  de  chacun  d'eux  à  un  point  quelconque 
d'une  ellipse  donnée  soit  une  fonction  rationnelle  des  coordonnées  de  ce  point. 

Si  une  ellipse  et  une  hyperbole,  situées  dans  deux  plans  perpendiculaires, 
sont  telles,  que  les  sommets  de  Tune  soient  les  foyers  de  Vautre,  tout  cône  ayant 
pour  hase  V ellipse  et  pour  sommet  un  point  de  Vhypcrhole  est  un  cône  de  ré- 
volution. 

Si  Von  coupe  un  ellipsoïde  de  révolution  par  un  plan  quelconque,  le  cône  qui 
a  pour  hase  la  section  obtenue  et  pour  sommet  un  foyer  de  Vellipsoïde  est  un 
cône- de  révolution. 

On  donne  trois  axes  rectangulaires,  un  point  situé  sur  Viin  d'eux  et  une  droite 
quelconque.  Trouver  le  lieu  géométricjue  des  points  de  contact  des  plans  tan- 
gents menés  par  cette  droite  à  toutes  les  surfaces  du  second  degré  qui  auraient 
pour  accès  les  trois  axes  donnés  et  pour  un  des  sommets  le  point  donné. 

Lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  de  révolution  qui  passent  par  trois 
points  fixes,  ces  points  étant  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués. 

Etant  donné  le  paraholoïde —  =  x,  par  une  génératrice  quelconque 

on  mène  un  plan  perpendiculaire  auplan  directeur  correspondant  ;  ce  plan  est 
tangent.  Trouver  le  point  de  contact  et  le  lieu  de  ces  points  cpiand  la  généra- 
trice varie. 

Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  et  la  parabole  z=h,  y2r=2px, 
trouver  V équation  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  s' appuyant  sur  Vaxe 
OX,  sur  la  parabole,  et  à  une  distance  constante  de  Vorigine. 

Par  un  point  fixe  on  m,ène  trois  droites  rectangulaires  déterminant  six  points 
sur  un  ellipsoïde;  trois  de  ces  points  déterminent  une  section  plane  dans  Vel- 
lipsoïde; trouver  le  lieu  des  centres  de  cette  section. 

Étudier  la  surface  engendrée  par  une  droite  tangente  à  une  sphère  et  rencon- 
trant deux  autres  tangentes  à  celte  même  sphère,  les  deux  points  de  contact 
étant  diamétralement  opposés. 

On  coupe  un  ellipsoïde  jmr  un  plan,  et  Von  mène  la  normale  tout  le  long  de 
cette  section;  étudier  la  surface  ainsi  engendrée,  et  sa  trace  sur  le  plan 
des  xy. 

Par  un  point  d'un  des  plans  coordonnés  on  mène  des  normales  à  une  série 
d'ellipsoïdes  homo focaux;  trouver  1°  le  lieu  des  pieds  de  ces  normales;  2°  Ven- 
veloppe  des  plans  tangents  menés  par  tous  les  pieds  de  ces  normales. 
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Ordonne  une  droite  et  un  plan,  trouver  dans  ce  plan  une  droite  dont  la  plus 
courte  distance  à  la  droite  donnée  soit  égale  à  une  longueur  donnée.  Trouver 
r enveloppe  de  ces  droites. 

Étant  donnés  trois  plans  parallèles  a  une  même  droite,  trouver  le  lieu  des 
points  tels,  que  les  rapports  de  leurs  distances  aux  trois  plans  soient  constants. 

Si  par  le  centre  i'un  tore  on  lui  mène  un  cône  tangent,  tout  plan  tangent  à 
ce  cône  coupe  le  tore  suivant  deux  cercles. 

Lieu  géométrique  des  centres  des  sections  faites  clans  un  cône  du  second 
ordre  par  une  suite  de  plans  passant  1°  par  un  même  point,  '2°  par  une  même 
droite. 

Lieu  des  centres  des  hyperboloïdes  à  une  nappe  qui  passent  par  un  point 
donné  et  par  deux  droites  fixes,  non  situées  dans  un  même  plan. 

Par  deux  droites  fixes ,  non  situées  dans  un  même  plan,  on  mène  des  para- 
boloïdes  hyperboliques,  à  chacun  desquels  on  mène  un  plan  tangent  parallèle 
à  un  plan  donné.  On  demande  le  lieu  des  points  de  contact. 

Lieu  des  normales  à  un  ellipsoïde  menées  par  les  différents  points  d'une 
section  circulaire  passant  par  le  centre. 

Lieu  du  centre  d'une  sphère  de  rayon  constant,  qui  se  meut  de  manière  à  ren- 
contrer toujours  une  surface  du  second  degré  donnée,  suivant  une  section  cir- 
culaire. 

Etant  donné-  un  prisme  triangulaire  droit,  on  coupe  ce  solide  par  un  plan 
qui  rencontre  ses  trois  arêtes  latérales  et  le  divise  en  deux  parties  dont  les  vo  - 
hunes  sont  dans  un  rapport  donné.  Trouver  V équation  de  la  surface  décrite  par 
le  centre  de  gravité  de  Vun  des  troncs  de  prisme  quand  le  plan  sécant  se  déplace 
sans  cesser  de  rencontrer  les  trois  arêtes  latérales.  —  Déterminer  les  lignes 
qui  forment  le  contour  de  cette  surface.  On  examinera  en  particulier  le  cas  ou 
les  bases  duprisme  sont  des  triangles  équilatéraux. 

[Concours  général,  IST'i.) 

Par  un  point  fixe  A  pris  sur  une  surface  du  second  degré  donnée,  on  mène 
tous  les  plans  qui  coupent  la  surface  suivant  des  courbes  dont  Vun  des  sommets 
est  en  X  : 

1°  Trouver  le  lieu  de  celui  des  axes  de  la  section  qui  passe  par  le  point  A; 

2°  Trouver  le  lieu  du  point  où,  le  diamètre  conjugué  du  plan  sécant,  relative- 
ment à  la  surface  donnée,  rencontre  le  plan  tangent  à  cette  surface  au 
point  A  ; 

3°  Construire  ce  dernier  lieu  dans  le  cas  ou,  le  plan  tangent  en  A  coupe  la 
surface  donnée  suivant  deux  droites  rectangulaires. 

[École  normale  supérieure,  1872.) 

On  donne  deux  axes  de  'coordonnées  rectangulaires  et  deux  droites  A  et  B, 
respectivement  parallèles  aux  axes,  et  on  demande  : 

\°  De  former  V équation  générale  des  courbes  du  second  degré,  qui  ont  pour 
centre  V  origine  des  coordonnées  etjqui  admettent  comme  normales  les  droites 
données  k  et  U  ; 
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2°  De  démontrer  que,  par  un  point  du  plan,  il  passe  en  général  trois  de  ces 
courbes,  à  savoir  deux  ellipses  et  une  hyperbole  ; 

3°  De  faire  connaître  les  points  du  plan  pour  lesquels  cette  règle  générale 
souffre  une  exception. 

[École  polytechnique,  1872.) 

On  donne  deux  droites  fixes  A  et  S^  qui  ne  se  rencontrent  pas  ;  par  ces  deux 
droites  on  fait  passer  des  surfaces  (S)  du  second  ordre  pour  lesquelles  la  somme 
des  carrés  des  longueurs  algébriques  des  axes  ainsi  que  leproduit  de  ces  mêmes 
longueurs  sont  des  quantités  constantes  et  données. 

1°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  surfaces  (S). 

2°  Considérant  une  quelconque  des  surfaces  (S)  et  le  centre  I  de  cette  surface, 
on  mène  par  le  point  I  une  droite  rencontrant  les  deux  droites  fixes  en  D  et  en 
Dj  ;  calculer  la  distance  DDj. 

5°  Par  les  points  D  D^  on  mène  des  plans  respectivement  perpendiculaires 
aux  droites  A  et  A^  ;  trouver  le  lieu  des  intersections  de  ces  plans. 

(Concours  d'agrégation  de  1872.) 


FIN. 
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